Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2012  with  funding  from 

University  of  Toronto 


http://www.archive.org/details/uvrescompltesdau04cauc 


ŒUVRES 


COMPLETES 


D'AHilSÏIN   CAUCH1 


PARIS.  —  IMPRIMERIE  DE  GAUTHIER-VILLARS,  SUCCESSEUR  DE  MALLEÏ-RACHEI.IER. 
ïof>o  Quai  dos  Augustins,  ô.ï. 


ŒUVRES 


COMPLETES 


D'AUGUSTIN  CAUCHY 


PUSLIEES    SOUS    LA    DIRECTION    SCIENTIFIQUE 


l)i:    L'ACADEMIE    DES    SCIENCES 


ET    sois    LI.S   Al'M'IChS 


DE    M.    LE    MINISTRE    DE    L'INSTRUCTION     PUBLIQUE. 


r  SÉRIE.        TOME  IV, 


PARIS, 


GAUTHIER- VILLARS,    IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

[)  li      BUREAU      DES     LONGITUDES,      DE      LÉCOLE      POLYTECHNIQUE. 

SUCCESSEUR    DE   MALLET-BACHELIER , 

Quai  des  Augustins,  55. 

M  DCCCLXXXH 


PREMIÈRE  SÉRIE. 


MÉMOIRES,  NOTES  ET  ARTICLES 


EXTHUTS   DES 


RECUEILS  DE  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES 


DE   L'INSTITUT   DE   FRANCE. 


Œuvres  de  t.-  S.  I.  i.  I\ 


m. 


NOTES  ET  ARTICLES 


EXTRAITS    DES 


COMPTES  RENDUS  HEBDOMADAIRES  DES  SÉANCES 


DE    L'ACADÉMIE    DES    SCIENCES. 


NOTES  ET  ARTICLES 
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COMPTES  RENDUS  HEBDOMADAIRES  DES  SÉANCES 


DE   L'ACADÉMIE   DES   SCIENCES. 


1. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles. 

C.  R.,  t.  II,  p.  85  (a5  janvier  i836). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  ramène  d'abord  l'intégration  d'un  système 
quelconque  d'équations  différentielles  à  l'intégration  d'une  seule  équa- 
tion aux  différences  partielles  du  premier  ordre.  Il  exprime,  par  des 
intégrales  définies,  les  intégrales  des  équations  proposées. 

Il  s'occupe  ensuite  de  la  convergence  des  séries  dans  lesquelles  ces 
intégrales  se  développent.  Il  donne  les  conditions  de  cette  convergence 
et  les  limites  des  restes  que  l'on  néglige. 

Il  annonce,  en  terminant,  qu'il  appliquera  les  méthodes  contenues 
dans  ce  Mémoire  à  l'intégration  des  équations  différentielles  qui  expri- 
ment les  mouvements  simultanés  des  astres  dont  se  compose  notre 
système  planétaire. 


2. 

Optique  mathématique.  —  Lettre  à  M.  le  Président  de  l'Académie 

des  Sciences. 

C.  R.,  t.  H,  p.  182  (22  février  i836). 

L'Académie  des  Sciences  a  déjà  reçu  les  premières  livraisons  des 
Nouveaux  Exercices  que  j'ai  eu  l'honneur  de  lui  offrir.  En  attendant 
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que  les  suivantes  lui  parviennent,  je  ne  puis  résister  au  désir  d'in- 
diquer ici  quelques-uns  des  résultats  qui  s'y  trouvent  contenus.  Ces 
résultats  me  paraissent  de  nature  à  intéresser  l'Académie,  à  laquelle  je 
vous  prie  de  vouloir  bien  donner  lecture  de  cette  Note,  en  demandant 
qu'elle  soit  jointe  au  procès-verbal  et  déposée  dans  les  archives. 

Les  livraisons,  déjà  imprimées  jusqu'à  la  septième,  renferment  la 
suite  du  Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  lumière.  Quelques  autres 
encore  se  rapporteront  au  même  objet.  Dans  le  §  III,  que  vous  avez 
reçu,  j'ai  donné  (p.  34  et  35)  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  la  propagation  de  la  lumière  soit  la  même  en  tous  sens.  Ces 
conditions  établissent  des  rapports  numériques  entre  certaines  sommes 
triples  et  aux  différences  finies,  composées  de  termes  dont  chacun  dé- 
pend :  i°  de  la  distance  r  de  deux  molécules  éthérées;  2°  des  angles  a, 
€,  y  formés  par  cette  distance  avec  les  axes  coordonnés;  3°  de  l'action 
réciproque  /(r)  de  deux  molécules  l'une  sur  l'autre,  et  fournissent  le 
moyen  de  débarrasser  des  angles  a,  €,  y  les  sommes  que  l'on  conserve, 
dans  le  calcul.  En  supposant  ces  conditions  remplies,  on  obtient  pour 
tous  les  milieux  une  première  approximation  des  mouvements  de  l'é- 
ther;  et  l'on  reconnaît  que  la  durée  T  d'une  oscillation  moléculaire 


27: 


pour  une  couleur  donnée,  ou  le  rapport  s  =  -^r>  est  liée  avec  l'épais- 


27T 


seur  /  d'une  onde  plane,  ou  le  rapport  k  =  -j->  par  une  équation  du 

troisième  degré  en  s2  qui  offre  deux  racines  égales  et  une  racine  simple, 
toutes  développables  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  k7.  Pour  une  couleur  donnée,  c'est-à-dire,  pour  une  valeur 
donnée  de  s,  cette  équation  sert  à  déterminer  la  longueur  d'ondula- 
tion, ou  la  valeur  de  k,  et  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde  lumi- 
neuse, ou  G  =  T- 

K 

D'autre  part,  les  conditions  dont  il  s'agit  sont  toujours  remplies 
lorsque  les  sommations  doubles  relatives  aux  angles  peuvent  être  trans- 
formées en  intégrations  doubles  aux  différences  infiniment  petites.  Il 
est  donc  naturel  de  penser  qu'on  obtiendra  une  première  approxima- 
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tion  des  mouvements  de  l'éther  dans  tous  les  milieux,  et  probablement 
avec  une  grande  précision  les  lois  de  son  mouvement  dans  le  vide,  si 
l'on  transforme  les  sommes  triples  aux  différences  finies  en  intégrales 
triples  aux  différences  infiniment  petites.  x\lors,  dans  la  série  qui  re- 
présente le  développement  de  la  racine  double  de  l'équation  du  troi- 
sième degré,  le  coefficient  de  k-n  devient  une  intégrale  simple  relative 
à  r,  et  se  réduit  même  à  une  constante  multipliée  par  la  différence 
entre  les  deux  valeurs  qu'acquiert  le  produit 

quand  on  attribue  successivement  à  la  distance  r  des  valeurs  nulle  et 
infinie.  Cela  posé,  le  phénomène  de  la  dispersion  disparaîtra  si  le  pro- 
duit en  question  s'évanouit  toujours  pour  une  valeur  infinie  de  r,  et  se 
réduit  à  une  constante  différente  de  zéro,  pour  n  =  i,  et  pour  une  va- 
leur nulle  de  r.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  si  la  fonction/(r) 
est  de  la  forme 

h  étant  positif.  D'ailleurs,  pour  que  le  rapport  —  reste  positif,  il  faudra 

que  la  constante  A  soit  négative,  c'est-à-dire  que  les  molécules  d'éther 
se  repoussent.  Donc  nos  formules  donneront  dans  le  vide,  conformé- 
ment à  l'expérience,  la  même  vitesse  de  propagation  pour  toutes  les 
couleurs,  si  l'action  réciproque  de  deux  molécules  est  une  force  qui, 
pour  un  rapprochement  considérable  de  ces  molécules,  soit  répulsive  el 
réciproquement  proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  de  la  distance. 
Déjà  dans  les  Anciens  Exercices  (IIIe  Volume,  p.  2o3),  en  considérant  le 
mouvement  d'un  système  de  points  matériels,  j'avais  remarqué  qu'il 
fallait  supposer  le  produit  rhf{r)  nul  avec  r  pour  faire  disparaître  des 
termes  que  M.  Navier  a  conservés  dans  les  équations  des  corps  élas- 
tiques. Mes  nouvelles  recherches  sur  la  lumière  doivent  faire  croiiv 
que  ce  produit  ne  s'évanouit  pas  avec  r  dans  le  fluide  et  hé  ré.  Proba- 
blement il  ne  s'évanouit  pas  non  plus  avec  r  dans  les  corps  solides; 
d'où  il  résulte  qu'on  peut  calculer  le  mouvement  des  corps  élastiques 
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avec  une  approximation  qui  sera  suffisante  dans  un  grand  nombre  de 
cas,  en  transformant,  avec  M.  Navier,  les  sommes  aux  différences 
finies  en  intégrales  aux  différences  infiniment  petites. 

Lorsqu'on  cesse  de  transformer  les  sommes  relatives  aux  angles  en 
intégrales  aux  différences  infiniment  petites,  les  deux  racines  égales 
de  l'équation  du  deuxième  degré  sont  généralement  remplacées  par 
deux  racines  peu  différentes  l'une  de  l'autre,  et  l'on  obtient  les  phé- 
nomènes de  la  polarisation  et  de  la  double  réfraction,  comme  on  l'a 
vu  dans  les  paragraphes  déjà  publiés  de  mon  Mémoire.  Mais  on  peut 
généraliser  encore  les  résultats  qui  s'y  trouvent  contenus  en  dévelop- 
pant les  formules  (24)  du  §  II,  et  cessant  de  négliger  les  sommes  com- 
posées de  termes  qui  changent  de  signe  en  même  temps  que  les 
cosinus  des  trois  angles  a,  6,  y.  Alors  les  racines  de  l'équation  du 
troisième  degré,  développées  en  séries,  renferment  des  puissances  im- 
paires de  k  multipliées  par  y/—  1;  par  suite  la  valeur  de  k,  corres- 
pondante à  une  valeur  donnée  de  sa,  devient  en  partie  imaginaire,  et 
des  exponentielles  négatives,  introduites  comme  facteurs  dans  les  va- 
leurs des  déplacements  moléculaires,  peuvent  les  faire  décroître  très 
rapidement  et  les  rendre  insensibles  à  une  distance  plus  ou  moins 
considérable  de  la  surface  d'un  milieu  réfringent.  Lorsque  cette  dis- 
tance est  comparable  aux  longueurs  d'ondulation,  le  milieu  devient 
opaque.  D'ailleurs  les  coefficients  de  r,  dans  les  exponentielles  néga- 
tives, étant  fonctions  de  k,  varient  avec  les  couleurs,  ainsi  que  dans  le 
passage  du  rayon  ordinaire  au  rayon  extraordinaire.  Nos  formules  ainsi 
généralisées  représentent  les  phénomènes  de  l'absorption  de  la  lu- 
mière ou  de  certains  rayons,  produite  par  les  verres  colorés,  la  tour- 
maline, etc.,  le  phénomène  de  la  polarisation  circulaire  produite  par  le 
cristal  de  roche,  l'huile  de  térébenthine,  etc.  [Voir  les  expériences  de 
MM.  Arago,  Biot,  Fresnel,  etc.)  Elles  servent  même  à  déterminer  les 
conditions  et  les  lois  de  ces  phénomènes;  elles  montrent  que  générale- 
ment, dans  un  rayon  de  lumière  polarisée,  une  molécule  d'éther  décrit 
une  ellipse.  Mais,  dans  certains  cas  particuliers,  cette  ellipse  se  change 
en  une  droite;  et  alors  on  obtient  la  polarisation  rectiligne.  Ajoutons 
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que,  si  le  coefficient  de  r  dans  les  exponentielles  négatives  diffère  de 
zéro,  les  ellipses  décrites  par  les  diverses  molécules  décroîtront  de 
plus  en  plus  pour  des  valeurs  croissantes  de  r,  et  que,  si  ces  valeurs 
croissent  en  progression  arithmétique,  l'intensité  de  la  lumière  dé- 
croîtra en  progression  géométrique.  Enfin  le  calcul  prouve  que,  dans 
le  cristal  de  roche,  l'huile  de  térébenthine,  etc.,  la  polarisation  des 
rayons  transmis  parallèlement  à  l'axe  (s'il  s'agit  du  cristal  de  roche) 
n'est  pas  rigoureusement  circulaire,  mais  qu'alors  l'ellipse  diffère  très 
peu  du  cercle. 


5. 

Optique  mathématique.  —  Lettre  à  M.  Ampère  sur  la  théorie  de  la  lumière. 

C.  R.,  t.  II,  p.  207.  (9  février  i8'36.) 

Dans  ma  Lettre  de  vendredi,  je  vous  ai  fait  connaître  les  divers  ré- 
sultats auxquels  j'ai  été  conduit  par  mes  dernières  recherches  sur  la 
théorie  de  la  lumière.  (Voir  p.  5  du  présent  Volume.)  J'aurai  bientôt 
l'honneur  de  vous  adresser  un  extrait  de  ces  recherches.  Mais,  en  atten- 
dant, je  désire  joindre  encore  à  l'exposition  que  j'en  ai  faite  quelques 
observations  nouvelles  que  je  vous  prie  de  vouloir  bien  communiquer 
à  l'Académie  dans  sa  plus  prochaine  séance. 

Lorsque  la  propagation  de  la  lumière  est  la  même  en  tous  sens,  l'é- 
quation du  troisième  degré,  qui  établit  une  relation  entre  le  carré  de  la 
quantité  s,  réciproquement  proportionnelle  aux  durées  des  oscillations 
moléculaires,  et  la  quantité  k,  réciproquement  proportionnelle  aux  lon- 
gueurs d'ondulations,  étant  résolue  par  rapporta*2,  fournit  deux  ra- 
cines égales  et  une  racine  simple.  Or  je  trouve  qu'au  lieu  de  déve- 
lopper ces  racines  en  séries,  il  est  plus  commode  de  les  présenter  sous 
forme  finie.  Dans  ce  cas,  en  nommant  r  la  distance  des  deux  molécules, 
f(r)  l'action  de  l'une  sur  l'autre,  et  changeant  les  sommes  triples  en 

OEuvresdeC—  S.  I,  t.  IV.  1 
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intégrales,  je  trouve  que  la  racine  double  peut  être  représentée  par  la 
somme  de  deux  termes,  l'un  constant,  l'autre  proportionnel  à  k1.  Le 
terme  constant  a  pour  facteur  la  valeur  extrême  du  produit  r-f(r)  cor- 
respondante à  une  valeur  infinie  de  /•.  Le  second  terme  a  pour  facteur 
la  valeur  du  produit  rnf(r)  correspondante  à  r=  o.  Il  en  résulte  que 
la  racine  double,  ou  la  première  valeur  de  s2,  cessera  de  s'évanouir 
dans  deux  hypothèses,  savoir  :  i°  si  r"f{r)  se  réduit  à  une  constante 
finie  pour  r  =  o;  20  si  le  produit  r2f(r)  se  réduit  à  une  constante 
finie  pour  r=  ce  .  La  première  condition  sera  remplie  si  l'on  a 


f(r)  =  ^e->»-: 


ou  même,  plus  simplement, 


/<*■)  =  — 


La  seconde  condition  sera  remplie  si  l'on  a 

/(')  =  £■ 

La  première  hypothèse  me  semble  représenter  les  mouvements  de 
l'éther  dans  le  vide.  La  seconde  représenterait-elle  les  mouvements 
moléculaires  des  corps  pondérables?  C'est  ce  que  j'examinerai  plus 
tard.  Dans  l'une  et  l'autre  hypothèse,  les  termes  conservés  par  M.  Navier 
dans  les  équations  du  mouvement  des  corps  subsistent,  comme  je  le 
disais  dans  ma  dernière  Lettre.  Mais  il  est  juste  d'observer  que  les 
rapports  entre  les  coefficients  semblent  différents  de  ceux  qui  parais- 
sent convenir  aux  corps  élastiques.  Il  y  a  plus,  dans  la  première  hypo- 
thèse, il  faut  avoir  soin  de  prendre  pour  origine  d'une  certaine  inté- 
grale relative  à  /•,  non  pas  précisément  une  valeur  nulle  de  /•,  mais  la 
distance  des  molécules  les  plus  voisines.  Autrement  cette  intégrale, 
qui  d'ailleurs  ne  se  trouve  que  dans  la  seconde  valeur  de  s2,  semblerait 
infinie.  Quant  à  cette  seconde  valeur  de  s2,  il  serait  intéressant  d'exa- 
miner si  elle  ne  pourrait  pas  représenter  le  mouvement  de  la  chaleur. 
Je  désirerais,  pour  cette  raison,  que  vous  eussiez  la  complaisance  de 
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me  transmettre  quelques  détails  sur  celle  de  vos  séances  où  il  a  été 
question  de  la  polarisation  de  la  chaleur. 


4. 


Analyse  mathématique.  —  Notes  sur  l'Optique,  adressées  à  M.  Libri. 

C  II.,  t.  II,  p.  34i.  (4  avril  i836.) 

PREMIÈRE    NOTE. 

Suivant  les  principes  que  j'ai  développés  dans  le  Mémoire  sur  la 
dispersion,  les  mouvements  de  l'éther,  pour  un  rayon  simple  d'une 
couleur  donnée,  se  trouvent  généralement  représentés  par  les  for- 
mules (24)  du  §  II  de  ce  Mémoire.  Lorsque,  dans  ces  mêmes  formules, 
les  dérivées  du  premier  ordre  des  déplacements  moléculaires  C  r,,  p 
disparaissent,  c'est-à-dire  lorsque  les  coefficients  de  ces  dérivées  se 
réduisent  à  zéro,  on  obtient  les  formules  (25),  et  par  suite  les  for- 
mules (34),  (35)  du  même  paragraphe.  La  dernière  de  ces  formules,  ou 
l'équation  (35),  est  une  équation  du  troisième  degré  en  s2  qui  sert  à 

déterminer  le  rapport  s  =  t=-,  ou  bien  encore  la  vitesse  de  propagation 

S  l      [  .  9.  T 

A  =  ^  =  ~  (T  étant  la  durée  d'une  vibration,  et  t =  -^  l'épaisseur 

d'une  onde  plane)  en  fonction  de  K  et  des  cosinus  a,  b,  c  des  angles 

formés  par  la  perpendiculaire  au  plan  de  l'onde  avec  les  axes  coor- 
donnés. Or,  de  cette  équation  du  troisième  degré  en  s2,  je  déduis  très 
simplement  une  seconde  équation  de  même  degré  qui  doit  être  vérifiée 
en  même  temps  que  la  première,  toutes  les  fois  que  deux  racines  de 
la  première  deviennent  égales  entre  elles,  ce  qui  permet  de  déter- 
miner avec  une  grande  facilité  les  deux  axes  optiques,  c'est-à-dire  les 
directions  que  doit  prendre  le  rayon  ordinaire  pour  se  confondre  avec 

le  rayon   extraordinaire  dans  un   milieu  doublement  réfringent.   Les 
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racines  de  la  nouvelle  équation  du  troisième  degré  sont,  comme  celles 
de  la  première,  représentées  par  des  fonctions  des  quantités  K,  a,  b,  c. 
Or  il  suffit  d'admettre  que  ces  fonctions  deviennent  indépendantes 
de  a,  b,  c  et  de  réduire,  en  outre,  à  leurs  premiers  termes  les  dévelop- 
pements des  inconnues  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  K,  pour  obtenir  des  formules  entièrement  semblables  à  celles 
que  j'ai  données  dans  la  5 ie  livraison  des  Anciens  Exercices  (')  et  par 
conséquent  pour  retrouver  les  théorèmes  de  Fresnel  sur  la  double  ré- 
fraction, sur  la  surface  des  ondes," etc.  Toutefois  il  y  a  une  remarque 
essentielle  à  faire,  et  que  je  vais  indiquer. 

Lorsque  le  plan  de  l'onde  coïncide  avec  l'un  des  plans  principaux 
dans  un  système  de  molécules  qui  offre  trois  axes  d'élasticité  rectan- 
gulaires, la  vitesse  de  propagation  d'un  rayon  polarisé  parallèlement 
à  l'un  des  axes  peut  être  [voir  la  5ie  livraison,  p.  69  et  70)  la  racine 
carrée  de  Hune  quelconque  des  six  quantités  représentées  par 

R  +  II,     P  +  1,      Q  -+-  G, 
Q  -+- 1,      Il  +  G,     P  +  II. 

D'après  les  formules  de  Fresnel,  ces  six  quantités  se  réduiraient  à 
trois,  les  vitesses  de  propagation  de  deux  rayons  polarisés  perpendicu- 
lairement au  même  axe  étant  toujours  égales.  Or  cela  peut  arriver  de 
deux  manières,  sans  que  P,  Q,  R  s'évanouissent,  et  cela  arrivera  effec- 
tivement :  i°  si  les  conditions 

G  =  o,    H  =  o,     I  =  o, 

étant  remplies,  les  vibrations  des  molécules  s'effectuent  dans  les  plans 
généralement  nommés  plans  de  polarisation,  puisque  alors  on  aura 
P  +  I  =  P  +  H  =  P,  ...  ;  20  si  G,  H,  I  n'étant  pas  nulles,  et  les  vi- 
tesses des  molécules  étant  perpendiculaires  aux  plans  de  polarisation, 

(')  Ve année.  —  Ce  renvoi  se  rapporte  à  l'ancienne  édition.  Il  en  sera  de  même  pour  tous 
ceux  qui  suivront  et  qui  se  rapporteront  à  un  texte  non  encore  publié  dans  la  présente 
édition.  Lorsque  celle-ci  sera  terminée,  on  publiera  une  Table  de  concordance  qui  indiquera 
les  renvois  aux  divers  volumes  de  la  collection.  Quant  aux  renvois  qui  concerneront  des  textes 
déjà  reproduits  dans  la  nouvelle  édition,  ils  se  rapporteront  à  cette  dernière  et  seront  signalés 
par  une  annotation  indiquant  la  série,  le  tome  et  la  page.  {Note  des  éditeurs.) 
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on  a,  entre  les  quantités  P,  Q,  .  .  .,  G,  .  .  .,  les  équations  de  condition 

R  +  H  =  Q  +  I,     P  +  I  =  R  +  G,     Q  +  G  =  P  +  II, 

dont  les  deux  premières  entraînent  la  troisième.  D'ailleurs  il  suit  des 
principes  exposés  dans  ma  dernière  Lettre  que  les  quantités  G,  H,  I, 
c'est-à-dire  les  pressions  relatives  à  l'état  naturel,  ne  s'évanouissent 
pas  dans  le  vide.  On  doit  donc  préférer  la  seconde  hypothèse  à  la  pre- 
mière que  j'avais  développée  dans  la  5 ic  livraison  des  Anciens  Exercices; 
et  l'on  doit  prendre,  dans  cette  livraison,  pour  équation  de  la  surface 
des  ondes,  la  formule  (a/jo)  qui,  en  vertu  des  conditions  énoncées  en 
dernier  lieu,  peut  elle-même  acquérir  la  forme  de  l'équation  (218)  ou 
(219).  Ainsi  Fresnel  a  eu  raison  de  dire,  non  seulement  que  les  vibra- 
tions des  molécules  éthérées  sont  généralement  comprises  dans  les  plans 
des  ondes,  mais  encore  que  les  plans  de  polarisation  sont  perpendicu- 
laires aux  directions  des  vitesses  ou  des  déplacements  moléculaires. 

J'arrive  au  reste  à  cette  dernière  conclusion,  d'une  autre  manière, 
en  établissant  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  à  l'aide  d'une 
nouvelle  méthode  qui  sera  développée  dans  mon  Mémoire.  En  nom- 
mant t  l'angle  d'incidence,  t'  l'angle  de  réfraction,  I,  I,,  l' les  inten- 
sités de  la  lumière  dans  les  rayons  incident,  réfléchi  et  réfracté,  enfin 
i,  / ,  i'  les  angles  formés  avec  le  plan  d'incidence  par  les  plans  de  pola- 
risation des  rayons  incident,  réfléchi  et  réfracté,  je  trouve 


I  cos?            — I,  cos/,             T  cosz' 

sin  (7  H-t')  ~~  siri(r  —  x  )  ~~  2  sinr'  cos- 

I  sin/                                   I,  sin/,                         T  sini' 

sin 

Z  -H  ?'  )   C0S'V7  —  7'  )          ï-ill(7  —  -'  )  COS(T  -+-  T   )           2Sill7'C0S7 

SECONDE    NOTE. 

Le  temps  ne  m'ayant  pas  permis  de  développer  les  deux  formules 
placées  à  la  fin  de  ma  dernière  Lettre,  je  m'empresse  de  vous  adresser 
à  ce  sujet  quelques  éclaircissements,  que  je  vous  prie  de  vouloir  bien 
encore  transmettre  de  ma  part  à  l'Académie. 

Considérons  la  réflexion  et  la  réfraction  qui  s'opèrent  dans  la  lumière 
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polarisée  rectilignement  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux 
dont  aucun  n'est  doublement  réfringent.  Soient  I,  I,,  Y  les  déplacements 
absolus  et  maxima,  ou  bien  encore  les  plus  grandes  vitesses  des  molé- 
cules de  l'éther  dans  les  ravons  incident,  réfléchi  et  réfracté.  Soient 
pareillement  i,  ir,  ï  les  angles  que  forment  avec  le  plan  d'incidence 
les  directions  suivant  lesquelles  s'effectuent  les  déplacements  dont 
il  s'agit,  ou,  en  d'autres  termes,  les  directions  des  vitesses  des  molé- 
cules. Enfin,  désignons  par  t,  t  ,  t'  les  angles  d'incidence,  de  réflexion 
et  de  réfraction.  La  nouvelle  méthode  par  laquelle  j'établis  les  lois  de 
la  réflexion  et  de  la  réfraction  me  fournit  :  i°  les  équations  connues 

s'hit  =  suit,  cost  =  —  cost,  -—  =  const.;  20  les  deux  formules 

'  suit 

,  ,  I  sin/  —  I,  sin/,         OY  sin  /' 

1 


sin(r  +  T')       sin(r  — t')  sin  2  7 

,    ,  I  cos/  I,  cos/,  9  Y  cos/' 

2 1  = = 5 

sin(r  +  t')  cos(t  —  t')        sin(r  —  t  J  cos(t  +  t'J  sin2T 

6  désignant  une  quantité  qui  pourrait  dépendre  elle-même  des  angles  t, 
t',  mais  que  je  trouve  égale  à  l'indice  de  réfraction,  en  sorte  qu'on  a 

(3)  8=J^1. 

v    '  suit 

Il  est  bon  d'observer  que  les  plus  grandes  vitesses  des  molécules 
d'éther  représentées  dans  les  formules  (1)  et  (2)  par  I,  J;,  Y,  ou  plutôt 
leurs  carrés  l2,  I~,  I'-  peuvent  servir  de  mesure  à  l'intensité  de  la  lu- 
mière dans  les  rayons  incident,  réfléchi  et  réfracté.  Ajoutons  que  si 
l'on  désignait  par  i,  i\,  i'  les  angles  formés  par  le  plan  d'incidence,  non 
plus  avec  les  directions  suivant  lesquelles  les  molécules  se  déplacent, 
mais  avec  les  plans  que  l'on  nomme  plans  de  polarisation,  et  qui  sont 
perpendiculaires  à  ces  mêmes  directions,  il  faudrait,  dans  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  échanger  l'un  contre  l'autre  le  sinus  et  le  cosinus  de 
chacun  des  angles  i,  /,  i',  ce  qui  réduirait  ces  équations  à  la  forme 
sous  laquelle  elles  sont  présentées  dans  ma  dernière  Lettre. 

La  méthode  par  laquelle  je  parviens  aux  équations  (1)  et  (2)  est 
applicable  non  seulement  à  la  théorie  de  la  lumière,  mais  encore  à  un 
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grand  nombre  de  questions  de  Physique  mathématique.  Elle  ne  m'o- 
blige plus  à  supposer,  comme  je  l'avais  fait  dans  un  article  du  Bulletin 
des  Sciences,  que  la  densité  de  l'éther  est  la  même  dans  tous  les  mi- 
lieux. Mes  nouvelles  recherches  donnent  lieu  de  croire  que  cette  den- 
sité varie  en  général,  quand  on  passe  d'un  milieu  à  un  autre.  Au  reste; 
les  équations  (i)  et  (2)  ne  diffèrent  de  celles  que  j'ai  données  dans 

l'article  cité  que  par  la  valeur  de  0  qui  dans  ces  formules  se  réduisait, 

,      ,   sinr           •                         ,   •                sinr' 
non  au  rapport  constant  - — -,->  mais  au  rapport  inverse  — 

1 1  SUIT  1 1  SUIT 

On  tire  des  équations  (1)  et  (2) 


(5) 

(G) 

(7) 


V 


sin2(---  z') 

_sin2  (-  +  -') 


sin2/ 


tang2(r 


['2 


cot/,  =  — 


sin-o.T 


cos  r 


9-  sin-(7  - 
col/' 


cos(t  —  t 
si  n2/ 

1 


-'  \ 

7T  COt/, 

COS2/ 


!0S2/     l2, 


cos  : 


cos-[- 

T    COt/. 


r-, 


En  se  rappelant  que  les  angles  représentés  clans  les  équations  précé- 
dentes par  i,  / ,  ï  sont  les  compléments  de  ceux  que  forment,  avec  le 
plan  d'incidence,  les  plans  de  polarisation  des  rayons  incident,  ré- 
fléchi et  réfracté,  on  reconnaîtra  immédiatement  que  les  formules  (/j  ., 
(5)  coïncident  avec  celles  qu'a  données  Fresnel  pour  déterminer  l'in- 
tensité de  la  lumière  réfléchie,  ainsi  que  le  mouvement  de  son  plan  de 
polarisation,  et  la  formule  (7)  avec  celle  qu'a  donnée  M.  Brewster  pour 
déterminer  le  mouvement  du  plan  de  polarisation  de  la  lumière  ré- 
fractée. Il  résulte  en  outre  des  formules  (1),  (2)  et  (5)  que,  dans  le 
fluide  éthéré,  les  vibrations  perpendiculaires  au  plan  d'incidence  sont 
transformées  par  la  réflexion  en  d'autres  vibrations  de  même  espèce, 
mais  dirigées  en  sens  contraire,  tandis  que  les  vibrations  parallèles  au 
plan  d'incidence  sont  transformées  en  d'autres  vibrations  dirigées,  au 
moment  où  la  réflexion  s'opère,  tantôt  dans  le  même  sens,  tantôt  en 
sens  contraire,  suivant  que  la  somme  des  angles  d'incidence  et  de  ré- 
fraction est  inférieure  ou  supérieure  à  un  angle  droit.   Quand  cette 


s 
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somme  devient  précisément  égale  à  un  droit,  c'est-à-dire  lorsque  le 
rayon  incident  est  perpendiculaire  au  rayon  réfracté,  les  vibrations 
>ont  toujours  perpendiculaires  au  plan  d'incidence  dans  le  rayon  ré- 
fléchi, ou,  en  d'autres  termes,  la  lumière  réfléchie  est  tout  entière  pola- 
risée dans  ce  plan,  comme  l'a  trouvé  M.  Brewster. 

L'intensité  de  la  lumière  réfléchie,  ou  la  quantité  1,"  déterminée  par 
la  formule  (4),  dépend  des  angles  t,  t'  liés  entre  eux  par  l'équation  (3), 
et  atteint  son  maximum  lorsque  le  produit  costcost'  s'évanouit,  c'est-à- 
dire  lorsque  l'un  des  angles  t,  -'  devient  droit.  Alors  les  formules  (4), 
(5)  donnent 

(8)  I;  =  P, 

(9)  cou,  =  cot/ ; 

par  conséquent  la  lumière  réfléchie  a  la  même  intensité  que  la  lumière 
incidente,  et  se  trouve  polarisée  dans  le  même  plan.  On  dit,  pour  cette 
raison,  qu'il  y  a  réflexion  totale.  Cela  peut  d'ailleurs  arriver  de  deux 
manières,  savoir  :  i°  quand  le  second  milieu  étant  plus  réfringent  que 
le  premier,  le  rayon  incident  forme  un  angle  infiniment  petit  avec  la 
surface  de  séparation  des  deux  milieux;  20  quand  le  second  milieu 
étant  moins  réfringent  que  le  premier,  la  même  surface  forme  un  angle 
infiniment  petit,  non  plus  avec  le  rayon  incident,  mais  avec  le  rayon 
réfracté. 

La  formule  (G)  détermine  l'intensité  I'2  de  la  lumière  réfractée.  C'est 
la  seule  des  quatre  équations  que  les  formules  (1)  et  (2)  peuvent 
fournir,  dont  la  comparaison  avec  l'expérience  reste  encore  à  faire, 
puisque  les  équations  (4),  (5),  (7)  s'accordent  avec  les  observations 
des  physiciens.  D'ailleurs  on  conclut  aisément  de  cette  formule  que 
l'intensité  de  la  lumière  réfractée  atteint  son  maximum  lorsque  le 
produit  sinx  cost'  s'évanouit.  Cela  peut  arriver  de  deux  manières,  sa- 
voir :  i°  lorsque,  le  second  milieu  étant  plus  réfringent  que  le  premier, 
on  a  t  =  o  ;  20  lorsque,  le  second  milieu  étant  moins  réfringent  que  le 

premier,  on  a  t'=  -•  Dans  le  premier  cas,  les  équations  (G)  et  (7)  se 
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rédui 

sent 

aux 

formules 

connues 

(10) 

l'a- 
ie 

4      P 

+  ,)'  '• 

(»} 

COli'- 

=  COU, 

17 


dont  la  première  a  été  donnée  par  M.  Young  et  par  M.  Poisson.  Dans  ce 
cas,  où  le  rayon  incident  est  perpendiculaire  à  la  surface  de  séparation 
des  deux  milieux,  la  lumière  réfractée  est  polarisée  dans  le  même  plan 
que  la  lumière  incidente;  mais  elle  a  une  intensité  moindre,  puisque 
6  surpasse  l'unité.  Dans  le  second  cas,  on  trouve 

(il)  I'*  =  4(sin2/  +  ^')P, 

,  _,  .,      cou 

i3  cou  = 

v     '  sinr 

Dans  ce  cas,  où  le  rayon  incident  rencontre  la  surface  de  séparation 
des  deux  milieux  sous  l'angle  de  réflexion  totale,  la  lumière  réfractée 
n'est  plus  polarisée  dans  le  même  plan  que  la  lumière  incidente  ;  et  son 
intensité,  divisée  par  celle  de  la  lumière  incidente,  donne  pour  quo- 
tient un  nombre  renfermé  entre  les  deux  limites  4  et  p  dont  la  seconde 
surpasse  la  première,  puisque  0<  i.  Ce  nombre  atteint  sa  limite  infé- 
rieure 4»  ou  sa  limite  supérieure  -^  suivant  que  la  lumière  incidente 

est  polarisée  dans  le  plan  d'incidence,  ou  perpendiculairement  à  ce 
plan.  La  moyenne  entre  ces  deux  limites,  ou  le  produit 

(■4)  £(«  +  ••)  =  »(»  +  £)• 

exprime  le  rapport  des  intensités  de  la  lumière  réfractée  et  de  la  lu- 
mière incidente  lorsque  cette  dernière  est  de  la  lumière  naturelle. 

Pour  les  valeurs  de  t  très  voisines  de  l'angle  de  réflexion  totale, 
c'est-à-dire  lorsque  le  rayon  incident  ou  réfracté  devient  sensiblement 
parallèle  à  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux,  la  lumière  ré- 
fléchie est  entièrement  semblable  à  la  lumière  incidente,  et  offre  sen- 

QEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  IV.  3 
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siblement  la  même  intensité.  C'est  là  ce  qu'on  exprime  en  disant  que 
le  rayon  incident,  au  lieu  d'éprouver,  comme  dans  toute  autre  hypo- 
thèse, une  réflexion  partielle,  est  réfléchi  en  totalité.  Il  semblerait 
que,  dans  le  même  cas,  l'intensité  de  la  lumière  réfractée  devrait  tou- 
jours être  sensiblement  nulle,  et  que  cette  intensité  devrait  s'affaiblir 
par  degrés,  tandis  que  t  s'approcherait  indéfiniment  de  l'angle  de  ré- 
flexion totale.  C'est  effectivement  ce  qui  arrive  lorsque  le  second  mi- 
lieu est  plus  réfringent  que  le  premier.  Mais  si  le  second  milieu  est 
moins  réfringent  que  le  premier,  par  exemple,  si  la  lumière  passe 
du  verre  ou  du  diamant  dans  l'air  ou  dans  le  vide,  alors,  dans  le  voisi- 
nage de  la  réflexion  totale,  on  obtiendra  non  seulement  une  lumière 
réfléchie  dont  l'intensité  sera  sensiblement  égale  à  celle  de  la  lumière 
incidente,  mais  encore  une  lumière  réfractée  dont  l'intensité  deviendra 
au  moins  quatre  fois  plus  considérable.  Le  rapport  des  intensités  de  la 
lumière  réfractée  et  de  la  lumière  incidente  pourra  même,  si  les  vi- 
brations des  molécules  éthérées  sont  parallèles  au  plan  d'incidence, 

atteindre  la  limite  p»  et  par  conséquent  les  nombres  9,  3o,  ou  même 

35,  si  la  lumière  sort  du  verre  ordinaire,  du  diamant,  ou  d'une  sub- 
stance aussi  réfringente  que  le  chromate  de  plomb,  pour  passer  dans 
l'air  ou  dans  le  vide. 

La  prodigieuse  multiplication  de  la  lumière  dont  il  est  ici  question 
suppose  que  l'on  compare,  par  exemple,  le  rayon  émergent  d'un  cristal 
à  celui  qui  traverse  le  même  cristal.  Si,  le  cristal  étant  terminé  par 
deux  faces  planes,  la  lumière  les  traversait  l'une  après  l'autre,  on  de- 
vrait distinguer  trois  rayons,  savoir  :  le  rayon  incident,  le  rayon  ré- 
fracté, et  le  rayon  émergent.  Alors,  en  supposant  les  deux  faces  paral- 
lèles, et  nommant  I",  i"  ce  que  deviennent  I,  1  pour  le  rayon  émergent, 
on  tirerait  des  formules  (1)  et  (2) 

,  -,                                 17/    .    .„      sin^r  sin2r't    .    . 
i5]  rsinj"=  -r-; tt-I  sin/, 

v     '  sm-(T  +  ?') 

(16  I"C0Si"=^-— n -IcOSf, 

v     '  sin-  r +  r     cosJ  r  —  r 
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et  par  suite 

,     .                   _„.       sin2-2r  sin22T  f  .  ,.            cos2/      "lTO 
17  I  *=     .  ri rr    sin 2*  h ^ 7T    I2, 

v   /;  siii*(th-t)    L  cos2(t  —  t  ) J 

(18)  COt/"  =   7-, rrCOtl. 

*     '  cos2(t  —  t) 

M.  Brewster,  qui  a  donné  la  formule  (18),  l'a  vérifiée  par  l'expé- 
rience, et  l'on  peut  ajouter  que  des  observations,  qui  seraient  d'accord 
avec  l'une  des  formules  (i5),  (16),  (17),  entraîneraient  la  vérification 
de  la  formule  (6). 

La  valeur  de  I"2  donnée  par  la  formule  (17)  devient  un  maximum, 

lorsque  l'on  ai'=o,  t4-t'  =  -«  Alors  le  rayon  incident  est  polarisé 

perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  le  rayon  réfléchi  disparaît, 
et  les  formules  (17),  (18)  donnent 

(«9)  l"*  =  V-, 

(  20  )  i"  =  i'  =  o; 

par  suite,  le  rayon  émergent  est  lui-même  polarisé  perpendiculaire- 
ment au  plan  d'émergence,  et  offre  la  même  intensité  de  lumière  que 
le  rayon  incident.  Ainsi,  lorsque  les  deux  faces  d'un  cristal  sont  paral- 
lèles, l'intensité  de  la  lumière  émergente  a  pour  limite  supérieure  l'in- 
tensité de  la  lumière  incidente,  et  n'atteint  cette  limite  que  dans  le  cas 
où  il  n'y  a  plus  de  lumière  réfléchie. 

Il  en  sera  autrement  si  les  faces  du  cristal  cessent  d'être  parallèles. 
Alors,  il  est  vrai,  l'intensité  de  la  lumière  réfractée  sera  inférieure  à 
l'intensité  de  la  lumière  reçue  par  la  première  face  du  cristal,  même 
sous  l'incidence  perpendiculaire;  et  si,  dans  ce  dernier  cas,  on  prend 
l'intensité  de  la  lumière  incidente  pour  unité,  l'intensité  de  la  lumière 

réfractée  sera  représentée  par  le  rapport  ,fl       ,,>  qui  se  réduira  en 

particulier  pour  le  verre  à  0,64,  pour  le  diamant  à  0,28,  pour  le  chro- 
ma te  de  plomb  à  o,25.  Mais  si  le  rayon  émergent  est  sensiblement 
parallèle  à  la  seconde  face,  et  polarisé,  ainsi  que  les  rayons  incident  et 
réfracté,  perpendiculairement  au  plan  d'émergence,  l'intensité  de  la 
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lumière  émergente  sera  l'un  des  produits  que  l'on  obtiendra  en  mul- 
tipliant les  trois  nombres  qui  précèdent  par  ceux  que  nous  avons 
trouvés  plus  haut.  Cette  intensité  sera  donc  de  5,8  pour  le  verre  ordi- 
naire, de  8,6  pour  le  diamant,  et  de  9  environ  pour  le  chromate  de 
plomb,  si  l'on  fait  abstraction  de  la  propriété  qu'a  cette  dernière  sub- 
stance d'être  doublement  réfringente.  Les  trois  derniers  nombres  de- 
vraient être  réduits  à  4.2,  à  /j,6  et  à  l\, 9  si  le  rayon  incident  était  de 
la  lumière  naturelle. 

Des  principes  ci-dessus  développés  il  résulte  que,  si  deux  faces  non 
parallèles  d'un  cristal  sont  traversées  par  un  rayon  de  lumière,  d'abord 
incident,  puis  réfracté,  puis  émergent,  le  rayon  émergent  s'éteindra 
toujours  lorsque  le  rayon  incident  formera  un  angle  infiniment  petit 
avec  la  face  d'entrée,  de  manière  à  éprouver  sur  cette  surface  une  ré- 
flexion totale;  mais,  qu'au  contraire,  si  le  rayon  réfracté  rencontre  la 
face  de  sortie  à  très  peu  près  sous  l'angle  de  réflexion  totale,  et  de 
manière  que  le  rayon  émergent  forme  un  angle  infiniment  petit  avec  le 
plan  de  cette  face,  le  dernier  rayon,  loin  de  s'éteindre,  pourra,  dans 
certains  cas,  acquérir  une  très  grande  intensité.  Ayant  communiqué, 
le  20  mars  dernier,  cette  conséquence  de  mes  formules  à  M.  Kessler, 
professeur  de  Physique,  je  lui  proposai  de  la  vérifier  par  l'observation. 
Il  colla  du  papier  noir  sur  les  triangles  rectangles  qui  servaient  de 
bases  à  un  prisme  de  verre,  et  sur  les  deux  plus  petites  des  trois  faces 
latérales,  après  avoir  percé  d'un  trou  d'épingle  le  papier  qui  devait 
recouvrir  une  des  surfaces  latérales;  et  nous  reconnûmes  que  l'image 
d'une  bougie  était  transmise  à  travers  le  prisme  avec  une  grande  inten- 
sité dans  le  cas  même  où  le  rayon  émergent  devenait  sensiblement  pa- 
rallèle à  la  face  de  sortie.  J'ai  observé  depuis  que  le  rayon  émergent 
s'éteint  graduellement  quand  le  rayon  incident  forme  un  angle  de 
plus  en  plus  petit  avec  la  face  d'entrée.  Je  ne  connais  pas  d'auteur  qui 
ait  parlé  de  cette  expérience,  que  tout  le  monde  peut  répéter  avec  la 
plus  grande  facilité. 

Dans  les  phénomènes  d'interférence,  de  la  lumière  ajoutée  à  de  la 
lumière  produit  l'obscurité.  Ici,  au  contraire,  un  rayon  réfléchi  en  to- 
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talité  est  de  plus  transmis  avec  accroissement  de  lumière;  ce  qui  est 
un  nouvel  argument  contre  le  système  de  l'émission. 

Les  faits  que  je  viens  d'exposer  me  paraissent  une  nouvelle  confir- 
mation de  la  théorie  déyeloppée  dans  mon  Mémoire  Sur  la  Dispersion, 
et  donnent  l'explication  d'un  phénomène  bien  connu,  savoir  :  du  grand 
éclat  que  présentent  sous  certains  aspects  les  corps  doués  d'une  puis- 
sance réfractive  considérable,  et  de  ce  qu'on  nomme  les  feux  du  dia- 
mant. 

On  ne  doit  pas  oublier  que,  dans  les  applications  numériques,  nous 
avons  pris  ici  pour  mesure  de  l'intensité  de  la  lumière  le  carré  de  la 
plus  grande  vitesse  des  molécules  éthérées.  Si  l'on  prenait  pour  me- 
sure de  l'intensité  de  la  lumière  cette  vitesse  elle-même,  les  nombres 
obtenus  devraient  être  remplacés  par  leurs  racines  carrées.  Mais  les 
intensités  maxima  et  minima  ne  cesseraient  pas  de  correspondre  aux 
directions  que  donnent  les  formules  trouvées  ci-dessus,  et,  par  suite, 
les  phénomènes  que  nous  avons  signalés  continueraient  de  subsister 
conformément  à  l'observation. 


5. 

Optique  mathématique.  —  Lettre  à  M.  Ampère,  sur  V explication  de  divers 
phénomènes  de  la  lumière  dans  le  système  des  ondes. 

C.  R.,  t.  II,  p.  364.  (ii  avril  i836.) 

Les  formules  générales  auxquelles  je  suis  parvenu  dans  mes  nou- 
velles recherches  sur  la  théorie  de  la  lumière  ne  fournissent  pas  seule- 
ment les  lois  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  le  vide  et  dans  les 
divers  milieux  transparents,  comme  je  vous  le  disais  dans  mes  Lettres 
du  12  et  du  19  février,  ou  les  lois  de  la  réflexion  ou  de  la  réfraction 
à  la  surface  des  corps  transparents,  telles  qu'elles  se  trouvent  énoncées 
dans  les  deux  Lettres  que  j'ai  adressées  à  M.  Libri,  le  19  et  le  28  mars. 
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Elles  s'appliquent  aussi  à  la  propagation  de  la  lumière  dans  la  partie 
d'un  corps  opaque,  voisine  de  la  surface,  et  à  la  réflexion  de  la  lumière 
par  un  corps  de  cette  espèce.  On  sait  d'ailleurs  que,  si  la  lumière  passe 
d'un  milieu  plus  réfringent  dans  un  autre  qui  le  soit  moins,  ce  der- 
nier deviendra  opaque  à  l'égard  des  rayons  qui  rencontreront  sa  sur- 
face sous  un  angle  tel  que  le  complément  t,  c'est-à-dire  l'angle  d'inci- 
dence, devienne  supérieur  à  une  extrême  limite  qu'on  nomme  l'angle 
de  réflexion  totale.  Dans  ma  dernière  Lettre  à  M.  Libri,  j'ai  remarqué 
la  prodigieuse  (')  multiplication  de  la  lumière  qui  a  lieu  au  moment 
où  l'angle  t  est  sur  le  point  d'atteindre  cette  limite,  et  j'ai  donné  les 
formules  qui,  lorsque  le  rayon  incident  est  polarisé  en  ligne  droite, 
déterminent  l'intensité  de  la  lumière  réfractée  aussi  bien  que  l'in- 
tensité de  la  lumière  réfléchie  avec  les  mouvements  des  plans  de  po- 
larisation. Mais  ces  formules,  dont  trois  coïncident  avec  celles  de 
MM.  Fresnel  et  Brewster,  ainsi  que  les  lois  qui  en  dérivent  et  qui  sub- 
sistent avec  de  légères  modifications  dans  leur  énoncé,  lorsque  la  pola- 
risation devient  elliptique  ou  circulaire,  se  rapportent  uniquement  au 
cas  où  le  milieu  réfringent  ne  fait  pas,  à  l'égard  du  rayon  incident,  la 
fonction  d'un  corps  opaque,  c'est-à-dire  (quand  le  second  milieu  est 
moins  réfringent  que  le  premier)  au  cas  où  l'angle  d'incidence  est 
inférieur  à  l'angle  de  réflexion  totale.  Les  résultats  que  j'ai  obtenus 
dans  le  cas  contraire  me  paraissent  assez  intéressants  pour  que  vous 
me  pardonniez  de  vous  écrire  encore  à  ce  sujet,  en  vous  priant  de 
communiquer  ma  Lettre  à  l'Académie. 

Supposons  qu'un  rayon  polarisé  tombe  sur  la  surface  de  séparation 
de  deux  milieux,  dont  le  premier  soit  le  plus  réfringent,  et  que  l'angle 
d'incidence  devienne  supérieur  à  l'angle  de  réflexion  totale.  Si  l'on 

nomme  t  l'angle  d'incidence,  ^  le  rapport  qui  existait  entre  le  sinus 


(  *  )  Cette  multiplication  de  lumière  a  également  lieu,  mais  à  un  plus  faible  degré,  quand 
on  considère  un  rayon  qui,  après  être  entré  dans  un  prisme  de  verre  perpendiculairement  à 
une  première  face,  est  réfléchi  en  totalité  par  une  seconde  face,  et  sort  du  prisme  perpendi- 
culairement à  une  troisième;  ce  qu'on  pouvait  déjà  conclure  des  formules  de  MM.  Young, 
Poisson  et  Fresnel. 
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d'incidence  et  le  sinus  de  réfraction  avant  que  le  rayon  réfracté  dis- 
parût, enfin  /=  -^  et  /'=  -^  les  épaisseurs  qu'une  onde  lumineuse 
acquiert  dans  le  premier  et  dans  le  second  milieu,  on  aura 

(.)  »  =  r  =  7' 

et,  si  l'on  pose  d'ailleurs 

(2)  b  =  9  sirir, 


(3)  a=s]b*-t, 

l'intensité  de  la  lumière  dans  le  second  milieu,  à  la  distance  x  de  la 
surface  de  séparation,  sera  proportionnelle  à  l'exponentielle  négative 
e~aKr.  Si  x  se  réduit  à  l'angle  de  réflexion  totale,  on  aura 

siriT=ô'     A  =  i»    a  =  o,    era*'*=it 

et  la  lumière  réfractée  aura  une  grande  intensité.  Mais  si  x  croit  à 
partir  de  la  limite  qu'on  vient  de  rappeler,  la  lumière  réfractée  s'é- 
teindra à  une  distance  comparable  à  l'épaisseur  /'  des  ondes  que  peut 
transmettre  le  second  milieu,  et  d'autant  moindre  que  a  sera  plus 


grand.  Si  l'on  suppose  t  —  -»  a  atteindra  sa  limite  supérieure  \/H2  —  i. 

Ajoutons  que  la  quantité  b,  déterminée  par  la  formule  (2),  remplace  ici 

le  sinus  de  réfraction  avec  lequel  elle  coïncide,  lorsqu'on  a  sinr  =  ^- 
Considérons  maintenant  la  lumière  réfléchie. 

Le  rayon  incident  que  nous  supposons  polarisé  en  ligne  droite,  sui- 
vant une  direction  quelconque,  peut  être  remplacé  par  le  système  de 
deux  rayons  polarisés  à  angles  droits,  l'un  dans  le  plan  d'incidence, 
l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan.  Nous  nommerons  ces  derniers 
rayons  composants.  Or,  après  la  réflexion,  chacun  de  ces  deux  rayons 
conservera  l'intensité  qui  lui  est  propre,  et  si  de  plus  l'angle  t  se 
réduit  à  l'angle  de  réflexion  totale,  la  marche  des  ondulations  dans 
chacun  d'eux  sera  la  même  avant  et  après  la  réflexion.  Mais,  si  t  de- 
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vient  supérieur  à  l'angle  de  réflexion  totale,  alors,  dans  chacun  des 
rayons  composants,  la  réflexion  déplacera  toutes  les  ondulations  et 
transportera  chacune  d'elles  en  avant  à  une  certaine  distance  qui  at- 
teindra sa  limite  supérieure,  et  deviendra  équivalente  à  une  demi- 
épaisseur  d'onde  ou  à  ^  quand  on  aura  sinx=  i,  c'est-à-dire  quand 

le  rayon  incident  formera  un  angle  infiniment  petit  avec  la  surface 
de  séparation  des  deux  milieux.  Si  sinr  demeure  compris  entre  les 

limites  t  et  i,  la  distance  dont  il  s'agit  ne  sera  plus  généralement  la 
même  dans  les  deux  rayons  composants.  Alors,  en  désignant  cette  dis- 
tance par  ^  pour  le  rayon  polarisé  perpendiculairement  au  plan  d'in- 
cidence et  par  ^  pour  le  rayon  polarisé  parallèlement  à  ce  plan,  on 
trouvera 

(4)  tang£  =  0— , 

'     '  1  COST 

/k\  .via 

(5)  tang- 


9.         B    COST 

et  par  suite 

(6)  lang^  =  02  tang-: 

puis,  en  désignant  par  vs  l'angle  de  polarisation  totale  d'un  rayon  qui 
subirait  une  réflexion  partielle,  et  posant  en  conséquence 

(7)  tangG>=^ 
on  tirera  de  l'équation  (G) 

,Q,                                             .     a  —  v                        .     u.  +  v 
o  sin =  cos2uj  sin > 

2  2 

et  des  formules  (4),  (5)  jointes  aux  équations  (2)  et  (3) 

.a  —  v          v                                a  —  v    .     v  y 

sin* cos-  cos- sin-  tang- 

(9)    cos2t  = - -,     sin2r  = ->     tang2r= —  • 

sin<-  sin^-  tang" 
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Il  résulte  de  la  formule  (8)  que  la  différence  de  marche  des  deux 
rayons  composants,  ou  la  quantité 

,     ^  lJ-  ~~  v 

atteint  son  maximum,  quand  la  somme  n  +  v,  qui  varie  entre  les  li- 
mites o,  a::,  atteint  sa  valeur  moyenne  -,  c'est-à-dire  quand  on  a 

(il)  U.  +  V  =  T. 

Alors,  les  formules  (4)  donnent 

(m)  tang-=&,     tang  —  =  —  ?     o  =  cost; 

par  conséquent 

(l3)  ^>\i     V<I; 

et  comme,  en  vertu  de  la  formule  (i  i),  on  doit  avoir  encore 


(>4) 

v-- 

la  formule 

(8), 

réduite 

* 

a 

(t5) 

sin 

U.  —  V 

2 

entraine  la 

suivante 

C0S2CJ, 


(16)  fx  — v  =  7r  —  4cr> 

de  laquelle  on  tire,  en  la  combinant  avec  l'équation  (7), 

7T  —  (fl  —  v) 


(17)  6  =  cot 


4 


Enfui,  de  la  première  des  équations  (9),  combinée  avec  les  formules  (1  r) 
et  (i5),  on  tirera 

(18)  C0S27=  COS2CT. 

Il  suit  de  la  condition  (i4)  qu'après  une  seule  réflexion  la  différence 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  IV.  4 
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de  marche  des  deux  rayons,  ou  l'expression  (10),  ne  peut  jamais 
atteindre  la  demi-épaisseur  d'une  onde  ou  la  longueur  d'une  demi- 
ondulation;  pour  qu'elle  pût  atteindre  un  quart  d'ondulation,  il  fau- 
drait que  la  valeur  maximum  de  [/.  —  v  fût  égale  ou  supérieure  à  -; 

et  par  suile,  en  vertu  de  l'équation  (17),  la  valeur  de  0  devrait  alors 
être  égale  ou  supérieure  à  celle  que  détermine  la  formule 

(.9)  0  =  cot|  =  2,4142..  .. 

En  admettant  cette  dernière  valeur  de  0,  on  tirerait  des  formules  (16) 
et  (18) 

(20)  CJ:=S'      cosr  .=  cos"  (  7  !  =  2    \     r=32°46'. 

Alors,  en  supposant  les  intensités  des  rayons  composants  égales  entre 
elles,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  supposant  le  rayon  primitif  po- 
larisé à  45°  du  plan  d'incidence,  on  obtiendrait,  après  une  seule  ré- 
flexion sous  l'angle  de  32°4G',  la  polarisation  circulaire.  Or  la  valeur 
de  0  donnée  par  la  formule  (19)  est  à  peu  près  celle  qui  convient  aux 
diamants  les  moins  réfringents.  Donc,  pour  obtenir  après  une  seule 
réflexion  totale  la  polarisation  circulaire,  il  faut  employer  un  corps 
dont  l'indice  de  réfraction  soit  égal  ou  supérieur  à  celui  du  diamant. 
Si  l'on  emploie  des  corps  doués  d'une  puissance  réfractive  moins  con- 
sidérable, deux  réflexions  totales  sous  un  certain  angle  pourront  pro- 
duire la  polarisation  circulaire,  pourvu  que  l'indice  de  réfraction  soit 
égal  ou  supérieur  à  la  valeur  de  0  que  fournit  l'équation  (17)  quand  on 

y  pose  \j.  —  v  =  j-  Or,  on  tire  alors  des  formules  (17)  et  (18) 

(21)  Q  =  C0t  -^  =  1 ,  4966  .  .  . , 

(22)  7=z5i°47'. 

La  valeur  précédente  de  0  est  un  peu  plus  faible  que  celle  qui  convient 
au  verre  ordinaire.  Par  conséquent,  deux  réflexions  sur  la  surface  du 
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verre,  ou  d'un  milieu  plus  réfringent,  pourront  produire  la  polarisa- 
tion circulaire,  si  clans  ces  deux  réflexions  les  surfaces  réfléchissantes 
sont  parallèles,  et  si  de  plus  l'angle  t  a  une  valeur  déterminée  qui, 
pour  le  verre,  doit  être  peu  différente  de  52°. 

En  général,  si  l'on  fait  subir  à  un  rayon  polarisé  une  suite  de  ré- 
flexions totales  sur  diverses  surfaces  toutes  perpendiculaires  au  plan 
d'incidence,  qui  sera  aussi  le  plan  des  réflexions  successives,  et  si, 
après  avoir  déterminé  pour  la  première  surface  les  valeurs  des  angles 
y-,  v,  à  l'aide  des  formules  (4),  (5),  on  nomme  </,  v',  ;/',  v",  ...  ce  que 
deviennent  les  angles  \j.,  v,  dans  la  seconde,  la  troisième,  . .  .  réflexion, 
la  différence  de  marche  entre  les  deux  rayons  composants  sera,  en  dé- 
finitive, représentée  par  le  rapport 

u  +  \j!  -+-  u." . . .—  (  v  +  v'  +  v". . .)     _  \j.  H-  \jf  -f-  \j!'  .  ..-(i;  +  v'+/f..,l   / 

Si  ce  rapport  est  nul  ou  multiple  de  -■>  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 
si  la  somme 

(î4)  f*  +  [J-  +  "■"■  •  •  -  (v  +  v'+  v"  +  . . .) 

se  réduit  à  zéro  ou  à  un  multiple  de  tt,  le  système  des  deux  rayons 
composants  produira  définitivement  un  rayon  réfléchi  semblable  au 

rayon  incident.  Si  la  somme  (24)  est  le  produit  de  -  par  un  nombre 

impair,  et  si  de  plus  le  rayon  incident  est  polarisé  à  45°  du  plan  d'in- 
cidence, le  rayon  réfléchi  sera  polarisé  circulairement.  Dans  tout  autre 
cas,  ce  rayon  offrira  la  polarisation  elliptique,  c'est-à-dire  que  la  courbe 
décrite  dans  ce  rayon,  par  chaque  molécule  d'éther,  sera  une  ellipse. 
Si  toutes  les  surfaces  réfléchissantes  sont  parallèles  et  de  même  nature, 
si  de  plus  toutes  les  réflexions  s'effectuent  sous  le  même  angle,  alors, 
en  nommant  n  le  nombre  des  réflexions,  on  réduira  la  quantité  (24)  au 
produit 

(  25  )  n{[x  —  v). 

Ce  dernier  produit  dépend  de  l'angle  r,  et  atteint  son  maximum  pour 
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la  valeur  de  t  déterminée  par  la  formule  (18).  Ce  maximum  pour  le 
verre  est  environ 

Donc,  si  l'on  emploie  le  verre  ordinaire,  il  faudra  faire  subir  au  rayon 
incident  au  moins  deux  réflexions  totales  pour  produire  la  polarisation 
circulaire,  et  au  moins  deux  nouvelles  réflexions  pour  la  détruire.  De 
plus,  pour  que  la  polarisation  circulaire  soit  produite  par  les  deux  pre- 
mières réflexions,  il  faudra  non  seulement  que  l'angle  d'incidence  soit 
de  52°  environ,  mais  encore  que  le  rayon  incident  soit  polarisé  à  45° 
du  plan  d'incidence;  et  alors,  après  quatre  réflexions,  le  rayon  réfléchi 
sera  polarisé  lui-même  à  45°  du  plan  d'incidence,  mais  de  l'autre  côté 
de  ce  plan.  Huit  réflexions  totales,  sous  l'incidence  de  5a0,  ramène- 
raient le  plan  de  polarisation  du  même  côté.  Si  le  rayon  incident  était 
polarisé,  non  plus  à  45°  du  plan  d'incidence,  mais  dans  un  plan  quel- 
conque, quatre  réflexions  totales  sous  un  angle  de  52°  offriraient  en- 
core un  rayon  réfléchi  semblable  au  rayon  incident,  et  les  plans  de 
polarisation  des  rayons  extrêmes,  incident  et  réfléchi,  formeraient 
encore  des  angles  égaux  avec  le  plan  d'incidence,  mais  seraient  situés 
de  deux  côtés  différents  par  rapport  à  ce  dernier.  Au  reste,  on  pourrait 
produire  le  même  effet  avec  cinq,  six,  . .  .  réflexions  totales,  en  chan- 
geant la  valeur  de  l'angle  d'incidence;  et  l'on  pourrait  pareillement 
obtenir  la  polarisation  circulaire  à  l'aide  de  trois,  quatre,  ...  réflexions 
totales.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  veut  la  produire  à  l'aide  de  trois 
réflexions  totales,  sous  la  même  incidence,  on  déterminera  les  angles 
;;.,  v  à  l'aide  de  la  formule  (8),  jointe  à  la  suivante  : 

(27)  p  —  î,  =  g  =  3o°, 

puis  l'angle  t  à  l'aide  de  l'une  des  formules  (9).  Si  l'on  emploie  un 
verre  dont  l'indice  de  réfraction  soit  0  =  1,02,  on  trouvera  successive- 
ment 

cj:=33°2o'3o",     smF—~  =  o,  65  368...,      £±±  =9o°±490io,5oa, 
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et  par  suite 

fj.  =  55°  49'  i  o" ,     v  =  ■25"  4g'  i  o" , 

ou  bien 

y.  —  1 54°  io'5o",     y  =  i  24°  1  o'  jo". 

Cela  posé,  la  dernière  des  formules  (9)  donnera 

r  =  4^°  ^4'     ou     r  =  G90  2 1  '  4o" . 

Ainsi,  la  polarisation  circulaire  pourra  être  obtenue  à  l'aide  de  trois 
réflexions  totales,  opérées  dans  l'un  de  ces  deux  derniers  angles,  dont 
la  demi-somme  est  à  peu  près  l'angle  sous  lequel  le  même  genre  de 
polarisation  résulte  de  deux  réflexions  seulement.  Au  reste,  tous  les 
résultats  qu'on  vient  d'énoncer  sont  conformes  aux  calculs  et  aux 
expériences  de  Fresnel.  Il  y  a  plus  :  si  l'on  élimine  les  quantités  a,  b, 

entre  les  formules  (2),  (3),  (4)  et  (5),  on  en  tirera,  en  posai  il 


V. 


2 


•i.  —  v  =  ?), 


,   0,  .       16-  sin'r  —   (52  +  1    sm2T  +  1 

28  coso  = — \    .   ,, 

1      '  [8 2  +  i)  sin2r  —  1 

Or  cette  dernière  équation  est  précisément  celle  que  Fresnel  a  oble- 
nue,  en  cherchant,  dit-il,  ce  que  l'analyse  voulait  indiquer  par  les 
formes,  en  partie  imaginaires,  que  prennent  dans  le  cas  de  la  ré- 
flexion totale  les  coefficients  de  vitesses  absolues  déterminées  dans 
l'hypothèse  de  la  réflexion  partielle.  Cette  même  équation,  que  Fresnel 
a  confirmée  par  diverses  expériences,  et  en  faveur  de  laquelle,  suivant 
l'expression  de  cet  illustre  physicien,  s'élevaient  déjà  des  probabilités 
théoriques,  est,  comme  on  le  voit,  une  conséquence  nécessaire  des 
formules  que  nous  avons  établies. 

Lorsque  deux  réflexions  successives  s'opèrent  sous  le  même  angle, 
et  que  les  deux  plans  d'incidence  sont  perpendiculaires  entre  eux,  on 
a  évidemment  [//  — v,  v' =  ;x,  p,+  ;/  —  (v  h-v')  =  0.  Donc  alors  le  rayon 
réfléchi  devient,  après  la  seconde  réflexion,  semblable  au  rayon  inci- 
dent. 

L'analyse  dont  j'ai  fait  usage  démontre  encore  que  les  valeurs  de  \j. 
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et  de  v  resteraient  les  mêmes,  si  le  rayon  primitif,  au  lieu  d'être  pola- 
risé rectilignement,  offrait  la  polarisation  circulaire  ou  elliptique. 

En  terminant  cet  exposé,  je  ferai  une  observation  relative  à  une 
assertion  émise  dans  ma  dernière  Lettre  à  M.  Libri,  savoir  que  les  vi- 
brations perpendiculaires  au  plan  d'incidence  sont  transformées,  par 
la  réflexion,  en  d'autres  vibrations  de  même  espèce,  mais  dirigées  en 
sens  contraire,  etc.  Cela  doit  s'entendre  du  cas  où,  le  second  milieu 
étant  plus  réfringent  que  le  premier,  on  a  t  >  t',  ainsi  qu'on  le  recon- 
naîtra sans  peine  en  jetant  les  yeux  sur  les  formules  (i)  et  (2)  de  la 
Lettre  dont  il  s'agit.  Au  reste,  toutes  les  conséquences  que  l'on  peut 
déduire  de  ces  deux  formules,  relativement  aux  signes,  s'accordent 
avec  les  conclusions  tirées  des  formules  de  MM.  Young,  Poisson, 
Fresnel,  etc.,  et  avec  l'explication  qu'ils  ont  donnée  du  phénomène  des 
anneaux  colorés.  J'ai  avancé  dans  la  même  Lettre  que  l'intensité  de 
la  lumière,  transmise  à  travers  un  prisme,  atteignait  son  maximum 
lorsque  le  rayon  émergent  était  polarisé  perpendiculairement  au  plan 
d'émergence.  Une  expérience  que  j'ai  faite  avec  M.  Hessler,  professeur 
de  Physique,  a  confirmé  l'exactitude  de  cette  proposition. 


G. 

Optique  mathématique.  —  Deuxième  Lettre  à  M.  Libri,  sur  la  théorie 

de  la  lumière. 

C.  H.,  t.  II,  p.  427.  (2  mai  i836.) 

Dans  ma  dernière  Lettre,  j'ai  indiqué  les  résultats  que  fournissent  les 
formules  générales  auxquelles  je  suis  parvenu,  quand  on  les  applique 
au  phénomène  connu  sous  le  nom  de  réflexion  totale,  c'est-à-dire  au 
cas  où  le  second  milieu,  quoique  transparent,  remplit  la  fonction 
d'un  corps  opaque.  Je  vais  aujourd'hui  vous  entretenir  un  instant  de 
ce  qui  arrive  lorsque  le  second  milieu  est  constamment  opaque  sous 
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toutes  les  incidences,  et  en  particulier  lorsque  la  lumière  se  trouve 
réfléchie  par  un  métal.  Si  l'on  fait  tomber  sur  la  surface  d'un  métal 
un  rayon  simple  doué  de  la  polarisation  rectiligne,  ou  circulaire,  ou 
même  elliptique,  ce  rayon  pourra  toujours  être  décomposé  en  deux 
autres  polarisés  en  ligne  droite,  l'un  perpendiculairement  au  plan 
d'incidence,  l'autre  parallèlement  à  ce  plan.  Or,  je  trouve  que,  dans 
chaque  rayon  composant,  la  réflexion  fait  varier  l'intensité  de  la  lu- 
mière suivant  un  rapport  qui  dépend  de  l'angle  •d'incidence,  et  qui 
généralement  n'est  pas  le  même  pour  les  deux  rayons.  De  plus,  la  ré- 
flexion transporte  les  ondulations  lumineuses  en  avant  ou  en  arrière,  à 
une  certaine  distance  qui  dépend  encore  de  l'angle  d'incidence.  Si  l'on 

représente  cette  distance,  pour  le  premier  rayon  composant,  par  ^; 

pour  le  second,  par  j,  1  =  -^  étant  l'épaisseur  d'une  onde,  la  diffé- 
rence de  marche  entre  les  deux  rayons  composants,  après  une  pre- 
mière réflexion,  sera  représentée  par 


Après  n  réflexions,  opérées  sous  le  même  angle,  elle  deviendra 

[J.  —  V 


n 


Je  trouve  d'ailleurs  qu'après  une  seule  réflexion,  sous  l'angle  d'inci- 
dence t,  la  différence  de  marche  est  d'une  demi-ondulation,  si  t  =  o, 

et  d'une  ondulation  entière,  si  t  =  --  Donc,  en  ne  tenant  pas  compte 

des  multiples  de  la  circonférence  dans  la  valeur  de  l'angle  y.  —  v,  on 
peut  considérer  la  valeur  numérique  de  cet  angle  comme  variant  entre 
les  limites  -  et  zéro.  Lorsque  [j.  —  v  atteint  la  moyenne  entre  ces  deux 

limites  ou  -•>  on  obtient  ce  que  M.  Brewster  appelle  la  polarisation 

elliptique,  et 

i,  4,  (>,  8,   .  .  .,  in 

réflexions  semblables  ramènent  le  rayon  polarisé  à  son  état  primitif. 
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Alors,  si  le  rayon  incident  était  polarisé  en  ligne  droite,  le  dernier 
rayon  réfléchi  sera  lui-même  polarisé  réalignement.  Mais  son  plan  de 
polarisation  formera  avec  le  plan  de  réflexion  un  angle  à  dont  la  tan- 
gente sera  égale,  au  signe  près,  à  la  puissance  in  du  quotient  qu'on 
obtient  en  divisant  l'un  par  l'autre  les  rapports  suivant  lesquels  la 
première  réflexion  fait  varier,  dans  chaque  rayon  composant,  les  plus 
grandes  vitesses  des  molécules.  Donc,  tandis  que  le  nombre  des  ré- 
flexions croîtra  en  progression  arithmétique,  les  valeurs  de  tangà  va- 
rieront en  progression  géométrique;  et  comme,  pour  les  différents  mé- 
taux, on  trouve  généralement  à  <  'j  ou  /p°,  la  lumière,  pour  de  grandes 

valeurs  de  n,  finira  par  être  complètement  polarisée  dans  le  plan  d'in- 
cidence. On  déduit  encore  de  mes  formules  générales  un  grand  nombre 
de  conséquences  que  je  développerai  plus  en  détail  dans  une  seconde 
Lettre,  et  qui  s'accordent  aussi  bien  que  les  précédentes  avec  les  résul- 
tats obtenus  par  M.  Brewster. 


7. 

Optique  mathématique.  —  Troisième  et  quatrième  Lettre  à  M.  Libri, 

sur  la  tlicorie  de  la  lumière. 

C.  R.,  t.  II,  p.  455.  (9  mai  i83G.) 

Comme  une  des  plus  graves  objections  que  l'on  ait  faites  contre  la 
théorie  des  ondulations  de  l'éther  se  tirait  de  l'existence  des  ombres  et 
de  la  propriété  qu'ont  les  écrans  d'arrêter  la  marche  des  vibrations 
lumineuses,  je  désirais  beaucoup  arriver  à  déduire  de  mes  formules 
générales  les  lois  relatives  aux  deux  phénomènes  des  ondes  et  de  la 
diffraction;  mais,  pour  y  parvenir,  il  fallait  surmonter  quelques  diffi- 
cultés d'analyse.  J'y  ai  enfin  réussi,  et  pour  représenter  les  mouve- 
ments de  l'éther,  lorsque  la  lumière  est  en  partie  interceptée  par  un 
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écran,  j'ai  trouvé  des  formules  dont  je  veux  un  instant  vous  entre- 
tenir. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  cas  où  le  corps  éclairant  est 
assez  éloigné  pour  que  les  ondes  sphériques  qui  se  propagent  autour 
de  ce  corps  soient  devenues  sensiblement  planes.  Prenons  pour  axe 
des  x  la  direction  du  rayon  lumineux,  et  pour  axe  des  y  une  droite 
parallèle  aux  vibrations  moléculaires  de  l'étlier.  Nommons  «  le  dépla- 
cement d'une  molécule  mesuré  parallèlement  à  l'axe  des  y,  I  la  valeur 

maximum  de  x,  1=-^-  l'épaisseur  d'une  onde  lumineuse  et  I  =  — - 

la  durée  d'une  vibration;  enfin  concevons  que,  dans  le  plan  des  zy, 
perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  la  lumière  soit  interceptée  par  un  écran, 
du  côté  des  y  négatives.  Si  le  rayon  lumineux,  que  nous  supposerons 
dirigé  dans  le  sens  des  x  positives,  est  un  rayon  simple,  son  équation, 
pour  des  valeurs  négatives  de  x,  sera  de  la  forme 

(i)  y  =  I  cos(K.r  —  st  -+- 1), 

1  désignant  une  quantité  constante.  Or  je  trouve  que,  du  côté  des  x 
positives,  la  valeur  de  y  pourra  être  développée  en  une  série,  et  qu'en 
réduisant  cette  série  à  son  premier  terme,  on  aura 

i 

K  ■-  y 

/  |  \  2         /»VÏ*  /  _  \ 

(2)  y  =  [-\\\  cos  f  Kx  +  )  —  st  —  j  +  y.-  \  doc. 

D'ailleurs,  le  nombre  K  étant  très  considérable,  la  valeur  de  y  donnée 
par  la  formule  (2)  se  réduira  sensiblement  à  zéro,  pour  des  valeurs 
finies  et  négatives  de  l'ordonnée  y,  tandis  que,  pour  des  valeurs  finies 
et  positives  de  la  même  ordonnée,  la  formule  (2)  coïncidera  sensible- 
ment avec  la  formule  (1).  Donc  la  partie  de  l'espace  située  au  delà  du 
plan  de  l'écran  sera  dans  l'ombre  du  côté  où  l'écran  se  trouve,  c'est- 
à-dire  derrière  l'écran,  et  continuera  d'être  éclairée  du  côté  opposé, 
comme  si  l'écran  n'existait  pas.  On  devra  seulement  excepter  les  points 
de  l'espace  correspondants  à  de  très  petites  valeurs  de  y,  et  pour  les- 
quels le  déplacement  y  dépendra  des  deux  coordonnées  x,  y  aussi  bien 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  1. 1 V.  5 
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que  du  temps  /.  Pour  ces  derniers  points,  la  formule  (2)  reproduit  les 
lois  de  la  diffraction,  telles  que  Fresnel  les  a  données,  et  l'on  peut 
simplifier  l'étude  de  ces  lois  en  transformant  le  second  membre  de 
l'équation  (2)  à  l'aide  des  formules  que  j'ai  données  dans  plusieurs 
Mémoires. 

J'ai  dit  plus  haut  que  les  ondes  qui  se  propagent  autour  d'un  corps 
éclairant  sont  généralement  sphériques.  Effectivement  il  résulte  du 
calcul  qu'un  rayon  simple  peut  se  propager  dans  l'éther  sous  la  forme 
d'ondes  sphériques,  ou  cylindriques,  ou  planes.  On  peut  obtenir  ces 
diverses  formes  en  supposant  qu'à  l'origine  du  mouvement  l'éther  est 
mis  en  vibration,  ou  en  un  seul  point,  ou  dans  tous  les  points  d'un 
même  axe,  ou  dans  tous  les  points  d'un  même  plan;  et  les  deux  pre- 
mières hypothèses  fournissent  les  mêmes  résultats  que  la  troisième  à 
une  grande  distance  du  point  éclairant  ou  de  l'axe  qui  le  remplace. 
J'ajouterai  que,  dans  les  deux  premières  hypothèses,  les  vibrations 
moléculaires  sont,  pour  un  rayon  simple,  dirigées  suivant  les  éléments 
de  circonférences  de  cercles  parallèles  tracés  sur  la  surface  de  l'onde, 
et  que  ces  vibrations  sont  semblables  entre  elles,  et  isochrones  pour 
tous  les  points  d'une  même  circonférence. 

Dans  celle  de  mes  Lettres  qui  avait  pour  objet  les  lois  de  la  réfrac- 
tion et  de  la  réflexion  à  la  surface  des  corps  transparents,  je  remarquai 
que ,  des  quatre  équations  comprises  dans  les  formules  auxquelles 
j'étais  parvenu,  trois  étaient  déjà  vérifiées  et  conformes  à  toutes  les 
observations  connues.  Or  il  se  trouve  heureusement  que  la  quatrième 
équation,  la  seule  dont  la  comparaison  avec  l'expérience  restât  encore 
à  faire,  est  vérifiée  à  son  tour  par  le  phénomène  des  anneaux  colorés. 
En  effet,  concevons  que  la  surface  extérieure  ou  intérieure  d'une  lame 
d'air,  ou  d'un  corps  transparent  quelconque,  en  réfléchissant  un  rayon 
polarisé  parallèlement  ou  perpendiculairement  au  plan  d'incidence, 
lasse  varier  les  plus  grandes  valeurs  des  déplacements  moléculaires 
dans  le  rapport  de  1  à  6,  et  nommons  e',  0"  ce  que  devient  le  rap- 
port 6  quand  on  suppose  le  rayon,  non  plus  réfléchi,  mais  réfracté,  et 
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passant  de  l'extérieur  à  l'intérieur  de  la  lame,  ou  de  l'intérieur  à  l'exté- 
rieur. Soit  d'ailleurs  I  le  déplacement  absolu  et  maximum  d'une  mo- 
lécule d'éther  dans  le  rayon  incident.  Si  l'épaisseur  de  la  plaque  est 
un  multiple  de  l'épaisseur  des  ondes  lumineuses,  les  diverses  ré- 
flexions, en  nombre  infini,  qui  seront  produites,  l'une  par  la  surface 
extérieure,  les  autres  par  la  surface  intérieure  de  la  lame  mince,  ra- 
mèneront vers  l'œil  de  l'observateur  une  infinité  de  rayons,  et  de  la 
composition  de  ces  rayons  naîtra  un  rayon  résultant  dans  lequel  le 
déplacement  maximum  aura  pour  mesure,  comme  on  sait,  le  produit 

01  (  i  —  0'0"  —  020'  0"  -  .  . .)  =  01  (  i  —  -  fi 


02 


Pour  que  ce  produit  s'évanouisse  et  que,  dans  le  phénomène  des 
anneaux  colorés,  la  tache  obscure  du  centre  présente  le  noir  foncé,  il 
faudra  que  l'on  ait 

(l)  0'0',=  i  — 02. 

Or  cette  condition  sera  effectivement  remplie  si  l'on  adopte,  pour 
l'intensité  de  la  lumière  réfractée,  la  valeur  que  donnent  les  formules 
ci-dessus  mentionnées.  Il  y  a  plus,  la  condition  (i)  fournit  immédiate- 
ment les  deux  équations  inscrites  sous  les  nos  i5  et  i(3  dans  ma  Lettre 
sur  la  réfraction  et  la  réflexion  que  produisent  les  corps  transparents; 
car,  si  l'on  nomme  t  l'angle  d'incidence,  et  -'  l'angle  de  réfraction,  on 
aura 

|_sin(-r  +  T  )J 


sin(r  —  t')  cos(t 
sin(rH-T')  cos(r 


suivant  que  le  rayon  incident  sera  polarisé  parallèlement  ou  perpendi- 
culairement au  plan  d'incidence,  et  l'on  tirera  de  la  formule  (i),  dans 
le  premier  cas, 


6'0"  = 


sm2[r 
dans  le  second  cas, 


sin-2t  sinar 


e'e*=-7 


yin- (t  +  -')  cos-(r  — 
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Au  reste,  j'ai  aussi  obtenu  des  formules  générales  pour  la  réflexion 
qui  s'opère  à  la  surface  des  corps  opaques,  particulièrement  des  métaux, 
et  ces  formules  s'accordent  parfaitement  avec  l'expérience,  comme  je 
vous  l'expliquerai  plus  en  détail,  lorsque  le  temps  dont  je  pourrai  dis- 
poser me  permettra  d'entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  développements. 

Si  l'écran  par  lequel  on  suppose  la  lumière  interceptée  dans  le  plan 
des  yz  ne  laissait  passer  les  rayons  lumineux  que  dans  l'intervalle 
compris  entre  les  limites  y  =y0,  y=yit  en  sorte  que  l'observateur, 
placé  du  côté  des  x  positives,  reçût  la  lumière  par  une  ouverture  dont 
la  largeur  fût yK  —  y0,  la  formule  (2)  (de  la  Lettre  précédente)  devrait 
être  remplacée  par  la  suivante 


/.■■-'  v  -    v,,  1 

Ix. 


(I  y=i[-\\l  COS(/.  X  +  A  —  st  -      -~h<x-)ds 

/.?'y-  v.  i 

L'équation  (d)  elle-même  fournit  seulement  une  valeur  approchée  de  v, 
et  se  déduit  de  formules  générales  et  rigoureuses  qui  représentent  le 
rayon  diffracté,  quelle  que  soit  la  direction  du  rayon  incident,  et 
quelles  que  soient  les  directions  des  vibrations  moléculaires  dans  ce 
même  rayon.  Ces  formules,  en  donnant  les  lois  de  la  diffraction,  mon- 
trent, par  exemple,  que  si  le  rayon  incident  est  polarisé  dans  un  cer- 
tain plan,  le  rayon  diffracté  restera  toujours  polarisé  dans  ce  même 
plan. 


8. 

Théorie  de  la  lumière.  —  Lettre  à  M.  Libri. 
C.  R.,  t.  III,  p.  422-  (3  octobre  i836.) 

Dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  9  août  se  trouve  une  asser- 
tion relative  au  nouveau  Mémoire  Sur  la  théorie  de  la  lumière,  que  vous 
avez  eu  la  bonté  de  présenter  en  mon  nom  à  l'Académie  des  Sciences. 
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Il  y  est  dit  :  A  l'occasion  du  nouveau  Mémoire  de  M.  Cauchy  sur  la  lu- 
mière, présenté  aujourd'hui  à  V  Académie,  M.  Arago  croit  devoir  signaler 
une  erreur  de  fait  dans  laquelle  l'auteur  est  tombé  au  sujet  de  la  disper- 
sion des  substances  gazeuses.  M.  Cauchy  suppose  celte  dispersion  nulle. 
M.  Arago  dit,  au  contraire,  qu'elle  est  sensible,  et  qu'il  l'a  mesurée  pour 
un  grand  nombre  de  gaz  simples  et  composés.  Dans  une  prochaine  séance, 
M.  Arago  fera  connaître  tous  ses  résultats.  Il  serait  assez  singulier  que 
l'erreur  de  fait  se  trouvât,  non  dans  le  Mémoire  lithographie,  mais 
dans  l'assertion  qu'on  vient  de  lire,  appliquée,  comme  elle  semble 
l'être,  à  ce  nouveau  Mémoire;  et  sans  doute  il  y  a  ici  une  faute  d'im- 
pression ou  de  rédaction  qui  aura  dénaturé  la  pensée  de  notre  savant 
confrère.  La  première  Partie  du  nouveau  Mémoire  se  compose  de 
quatre  paragraphes,  dont  les  trois  premiers  se  rapportent  à  des  ques- 
tions de  pure  Analyse,  tandis  que  le  quatrième  offre  une  méthode 
propre  à  fournir,  dans  un  grand  nombre  de  problèmes  de  Physique 
mathématique,  les  conditions  relatives  aux  limites  des  corps  ou  des 
systèmes  de  molécules.  Les  sept  paragraphes  que  renferme  la  seconde 
Partie  ont  pour  objet  les  équations  générales  du  mouvement  de  l'é- 
ther,  les  couleurs,  le  mouvement  de  la  lumière  pénétrant  à  une  petite 
profondeur  à  l'intérieur  des  corps  opaques,  le  passage  des  formules 
obtenues  dans  le  §  III  à  celles  qui  représentent  un  mouvement  vibra- 
toire quelconque  du  fluide  éthéré,  les  milieux  où  la  propagation  de  la 
lumière  s'effectue  de  la  même  manière  en  tous  sens,  soit  autour  d'un 
point  quelconque,  soit  autour  de  tout  axe  parallèle  à  une  droite  don- 
née, enfin  la  propagation  des  ondes  planes  dans  les  corps  transparents. 
Mais  dans  tout  cela  il  n'est  nullement  question  de  gaz  qui  dispersent 
ou  ne  dispersent  pas  la  lumière,  et  le  mot  même  de  gaz  ou  de  sub- 
stances gazeuses  ne  s'y  trouve  nulle  part. 

Ce  que  M.  Arago  aura  dit,  c'est  que  jusqu'à  ce  jour  les  physiciens 
n'avaient  point  observé  la  dispersion  dans  les  gaz.  C'est  là  ce  que  j'ai 
dit  moi-même  dans  la  9e  livraison  d'un  Mémoire  plus  ancien  où,  après 
avoir  établi  et  vérifié  les  lois  de  la  dispersion  dans  les  corps  solides, 
après  avoir  expliqué  comment  on  s'assure  que  ce  phénomène  disparaît 
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dans  le  vide,  j'ajoute  que  jusqu'à  ce  jour  on  n'a  pu  découvrir  dans  les 
gaz  aucune  trace  de  la  dispersion  des  couleurs  [voir  le  Mémoire  Sur  la 
Dispersion,  page  i85,  lignes  i3  et  i4,  ancienne  édition).  La  Note  insérée 
dans  le  Compte  rendu  prouve  elle-même  l'exactitude  de  cette  proposi- 
tion à  l'époque  où  j'écrivais  ces  lignes,  et  c'est  parce  que  les  physi- 
ciens n'avaient  jusqu'ici  rien  découvert  à  cet  égard  que  les  observa- 
tions promises  par  M.  Arago  contribueront  notablement  au  progrès  de 
la  Science.  Mais  personne  ne  s'étonnera  que  je  n'aie  point  parlé  de  ces 
observations  plusieurs  mois  avant  qu'elles  fussent  publiées  et  peut-être 
même  entreprises.  Je  vous  prie  d'avoir  la  bonté  de  me  transmettre  ces 
observations  aussitôt  que  vous  les  connaîtrez.  L'accord  de  mes  calculs 
avec  toutes  les  observations  déjà  connues  me  donne  lieu  d'espérer  que 
celles-ci  offriront  une  confirmation  nouvelle  des  formules  établies 
dans  mon  Mémoire.  Je  serai,  en  particulier,  curieux  de  savoir  si,  poul- 
ies substances  gazeuses,  comme  pour  les  solides  et  les  liquides,  la 
différence  entre  les  carrés  des  indices  de  réfraction  relatifs  à  deux 
rayons  colorés  est  sensiblement  proportionnelle  à  la  différence  entre 
les  carrés,  non  pas  des  longueurs  d'ondulation,  mais  des  quotients 
qu'on  obtient  en  divisant  l'unité  par  ces  mêmes  longueurs. 

Je  vous  serai  très  obligé  si  vous  avez  la  bonté  de  communiquer  ma 
Lettre  à  l'Académie,  dans  la  plus  prochaine  séance,  et  de  la  faire  in- 
sérer dans  le  Compte  rendu. 


9. 

Analyse  mathématique.  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Coriolis. 

C.  R.,  t.  IV,  p.  216.  (i3  février  18:37.) 

29  janvier  i83-. 

Je  prendrai  la  liberté  de  vous  dire  ici  quelques  mots  d'un  nouveau 
.Mémoire  d'Analyse  que  je  vous  adresserai  bientôt,  et  dans  lequel  je 
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donne  une  plus  grande  extension  aux  méthodes  exposées  dans  lés  pré- 
cédents. Ainsi  étendues,  ces  méthodes  s'appliquent  avec  un  succès 
remarquable  à  presque  tous  les  grands  problèmes  d'Analyse,  à  la  réso- 
lution générale  des  équations,  à  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles, à  la  Mécanique  céleste,  etc..  Je  vais  indiquer  ici  sommai- 
rement les  principes  sur  lesquels  je  m'appuie,  et  quelques-uns  des 
résultats  auxquels  ils  me  conduisent.  Dans  mes  trois  Mémoires  litho- 
graphies, à  Turin  et  à  Prague,  Sur  le  Calcul  des  indices  des  fonctions , 
Sur  le  Calcul  des  limites,  et  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles, 
j'ai  montré  comment  on  pouvait  déterminer  le  nombre  des  racines  qui, 
dans  une  équation  algébrique,  offrent  des  modules  compris  entre  des 
limites  données;  j'ai  établi  des  règles  sur  la  convergence  des  séries 
qui  représentent  les  racines  des  équations  algébriques  ou  transcen- 
dantes, ou  les  intégrales  des  équations  différentielles,  et  j'ai  fait  voir 
comment  on  peut  assigner  des  limites  supérieures  aux  restes  de  ces 
séries.  Or,  pour  établir  ces  règles  et  déterminer  ces  limites,  de  la  ma- 
nière la  plus  générale,  il  suffit  de  recourir  à  une  proposition  démon- 
trée dans  l'un  de  ces  Mémoires,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

X  désignant  une  variable  réelle  ou  imaginaire,  une  fonction  y  réelle 
ou  imaginaire  de  x  sera  développablc  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  tant  que  le  module  de  x  conser- 
vera une  valeur  inférieure  à  celle  pour  laquelle  la  fonction  cesse  d'être 
finie  et  continue. 

D'après  la  définition  donnée  dans  mon  Cours  d'Analyse,  une  fonction 
d'une  variable  est  continue  entre  des  limites  données  lorsque,  entre 
ces  limites,  chaque  valeur  de  la  variable  produit  une  valeur  unique  et 
finie  de  la  fonction,  et  que  celle-ci  varie  par  degrés  insensibles  avec 
la  variable  elle-même.  Cela  posé,  une  fonction  qui  ne  devient  pas  in- 
finie ne  cesse  en  général  d'être  continue  qu'en  devenant  multiple. 
Ainsi  une  racine  d'une  équation  ne  cessera  généralement  d'être  fonc- 
tion continue  d'un  paramètre  renfermé  dans  l'équation,  qu'autant  que 
cette  équation  acquerra  des  racines  égales.  J'appelle  valeurs  principales 
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<lu  paramètre  celles  qui  donnent  des  racines  communes  à  l'équation 
et  à  sa  dérivée.  Cela  posé,  toute  racine  est  développable  suwant  les  puis- 
sances ascendantes  du  paramètre ,  tant  que  le  module  de  celui-ci  reste 
inférieur  aux  modules  de  toutes  ses  valeurs  principales.  Au  reste,  j'avais 
déjà  donné  ce  dernier  théorème  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Aca- 
démie de  Turin,  le  10  septembre  i83'2.  [Voir  l'extrait  de  ce  Mémoire, 
dans  la  Gazette  de  Piémont,  du  22  septembre  i83?.) 

De  ces  principes  se  déduisent  immédiatement  un  grand  nombre  de 
méthodes  diverses  pour  la  résolution  générale  des  équations  de  tous 
les  degrés.  En  voici  deux  exemples  : 

i°  Les  racines  d'une  équation  de  degré  quelconque  seront  toutes 
développables,  ou  suivant  les  puissances  ascendantes,  ou  suivant  les 
puissances  descendantes  et  fractionnaires  du  dernier  terme,  si  le  mo- 
dule de  ce  terme  est  inférieur  ou  supérieur  aux  modules  de  toutes  ses 
valeurs  principales.  Dans  le  cas  contraire,  l'équation  pourra  être  dé- 
composée en  plusieurs  autres  dont  les  coefficients  seront  dévelop- 
pables suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  du  terme 
dont  il  s'agit.  D'ailleurs  le  calcul  des  indices  fournit  le  moyen  de  dis- 
tinguer ces  trois  cas,  sans  résoudre  aucune  équation. 

20  Pour  résoudre  une  équation,  partagez  son  premier  membre  en 
deux  polynômes  d'une  manière  quelconque,  et  supposez  l'un  de  ces 
polynômes  multiplié  par  un  paramètre  que  vous  réduirez  plus  tard  à 
l'unité.  Si  toutes  les  valeurs  principales  du  paramètre  offrent  des  mo- 
dules inférieurs  ou  des  modules  supérieurs  à  l'unité,  toutes  les  racines 
seront  développables  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  des- 
cendantes ou  ascendantes  de  ce  paramètre.  Dans  le  cas  contraire,  l'é- 
quation proposée  pourra  être  décomposée  en  plusieurs  autres,  dont 
les  coefficients  seront  développables  en  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  ou  descendantes  du  même  paramètre;  et,  pour 
effectuer  cette  décomposition,  il  suffira  de  résoudre  les  équations  auxi- 
liaires qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  chacun  des  deux  polynômes; 
or,  n  étant  le  degré  de  l'équation  donnée,  il  est  clair  qu'on  pourra  tou- 
jours réduire  le  degré  de  chacune  des  deux  équations  auxiliaires  à  un 
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nombre  égal  ou  inférieur  à  la  moitié  de  n.  Par  exemple,  on  ramènera 
la  résolution  d'une  équation  du  cinquième  degré  à  celle  de  deux  équa- 
tions du  second,  en  supposant  les  deux  polynômes  égaux,  l'un  à  la 
somme  des  trois  premiers  termes,  l'autre  à  la  somme  des  trois  der- 
niers, ou  l'un  à  la  somme  de  termes  de  degré  pair,  l'autre  à  la  somme 
de  termes  de  degré  impair. 

On  pourra  de  même  réduire,  non  seulement  la  résolution  des  équa- 
tions trinômes  à  celle  des  équations  binômes,  comme  Lagrange  l'avait 
déjà  remarqué,  mais  encore  celle  des  équations  quadrinômes  à  celle 
des  équations  trinômes,  et  ainsi  de  suite. 

Dans  les  intégrales  d'équations  différentielles  entre  plusieurs  varia- 
bles x,  y,  z,  ...  considérées  comme  fonction  de  t,  les  valeurs  princi- 
pales des  paramètres  sont  celles  qui  rendent  infinies  les  dérivées  des 

seconds  membres  des  équations  différentiés  par  rapport  à  x,  y,  z, 

Ainsi,  par  exemple,  dans  la  Mécanique  céleste,  les  valeurs  principales 
des  masses,  des  excentricités,  etc.,  ...  sont  celles  qui  réduisent  les 
rayons  vecteurs  à  zéro.  C'est  pour  cette  raison  que,  dans  le  mouvement 
elliptique,  les  développements  cessent  d'être  convergents  dès  que  l'ex- 
centricité s  acquiert  un  module  égal  ou  supérieur  à  celui  de  la  valeur 
imaginaire  de  s  qui  vérifie  l'équation 

i  —  e  cosu>  =  -  =  o. 
1       a 

D'ailleurs  la  détermination  des  valeurs  principales  des  paramètres 
fournit  immédiatement  des  limites  supérieures  aux  restes  des  dévelop- 
pements. Ainsi,  pour  obtenir,  dans  la  Mécanique  céleste,  des  limites 
supérieures  aux  restes  des  développements  effectués  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  des  masses  perturbatrices,  il  suffira  de  chercher 
les  valeurs  principales  réelles  ou  imaginaires  de  ces  masses,  c'est-à- 
dire  les  valeurs  qui  seront  propres  à  réduire  les  rayons  vecteurs  à  zéro. 

3  février. 

Depuis  ma  Lettre  écrite,  j'ai  reconnu  que  l'on  pouvait  simplifier  en- 
core la  résolution  générale  des  équations  de  tous  les  degrés  en  prenant 
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pour  auxiliaires,  non  plus  des  équations  de  degré  moitié  moindre, 
mais  seulement  des  équations  binômes.  C'est  ce  que  je  vous  expli- 
querai plus  en  détail,  lorsque  j'aurai  un  moment  de  loisir. 


10. 

Analyse  algébrique.  —  Sur  la  résolution  des  équations. 
(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Lïbri.) 

C.  R-,  t.  IV,  p.  362.  (G  mars  i837.) 

Dans  la  dernière  Lettre  que  j'ai  eu  l'honneur  de  vous  écrire,  j'ai 
indiqué  en  peu  de  mots  quelques-uns  des  résultats  auxquels  j'avais  été 
conduit  par  mes  dernières  recherches  sur  la  résolution  des  équations 
de  tous  les  degrés  et  l'intégration  des  équations  différentielles  de  tous 
les  ordres.  Ces  résultats  suffisaient  déjà  pour  montrer  tout  le  parti 
qu'on  peut  tirer  des  méthodes  exposées  dans  mes  précédents  Mémoires, 
et  les  avantages  que  présente  l'application  de  ces  méthodes  à  la  solu- 
tion des  grands  problèmes  d'Analyse.  Mais,  avant  que  je  puisse  vous 
adresser  le  nouveau  Mémoire  qui  renfermera  une  exposition  plus  dé- 
taillée des  propositions  que  je  suis  parvenu  à  établir,  je  n'ai  pas  su 
résister  au  désir  de  vous  en  faire  connaître  encore  ici  quelques-unes, 
en  vous  priant  de  vouloir  bien  donner  lecture  de  ma  Lettre  à  l'Aca- 
démie. 

Comme  je  l'ai  remarqué  dans  ma  précédente  Lettre,  et  plus  ancien- 
nement dans  un  Mémoire  de  i832,  si  l'on  nomme  valeurs  principales 
d'un  paramètre  compris  dans  le  premier  membre  d'une  équation  algé- 
brique celles  qui  donnent  des  racines  égales  à  cette  équation,  par  con- 
séquent des  racines  communes  à  cette  équation  et  à  sa  dérivée,  toutes 
les  racines  seront,  généralement  développables  en  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  du  paramètre  dont  il 
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s'agit,  lorsque'la  valeur  donnée  de  ce  paramètre  offrira  un  module  in- 
férieur  aux  modules  de  toutes  les  valeurs  principales.  Si,  au  contraire, 
le  module  donné  du  paramètre  surpasse  les  modules  de  toutes  les  va- 
leurs principales,  toutes  les  racines  seront  développables  suivant  la 
puissance  descendante  du  paramètre.  Cela  posé,  soit 

(i)  F(*)  =  o 

une  équation  de  degré  n,  dans  laquelle  le  coefficient  de  x"  se  réduit  à 
l'unité,  la  fonction  F(a?)  étant  de  forme  réelle.  Si  les  racines  sont  in- 
connues, on  pourra  du  moins,  d'après  ce  qui  précède,  déterminer 
toutes  celles  de  l'équation  auxiliaire 

(2)  Y{x)  =  k, 

pourvu  que  la  constante  k  offre  un  module  supérieur  aux  modules  de 
toutes  ses  valeurs  principales.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  le 
module  de  k  surpasse  le  module  de  r" ,  r  étant  la  valeur  de  x  qui  rend, 
dans  la  proposée,  le  module  du  premier  terme  également  supérieur  à 
la  somme  des  modules  de  tous  les  autres. 

Pour  revenir  de  l'équation  (2)  à  l'équation  (1),  il  suffira  de  faire  va- 
rier un  nouveau  paramètre  i  entre  les  limites 

/  =  0,    i  •=.  h , 
dans  une  nouvelle  équation  de  la  forme 

(3)  ¥[x)  =  k  —  i. 

Nous  pourrons  même  admettre  que,  dans  ce  trajet,  le  rapport  j 

reste  toujours  réel  et  positif,  quoique  chacune  des  constantes  k,  1, 
puisse  être  imaginaire.  Or  cette  idée  très  simple  a  des  conséquences 
fort  utiles,  et  dignes,  ce  me  semble,  de  l'attention  des  géomètres,  car 
elle  fournit  seule  la  résolution  complète  des  équations  de  tous  les  de- 
grés, ainsi  qu'il  résulte  des  théorèmes  suivants,  dont  les  deux  premiers 
sont  du  nombre  de  ceux  que  j'avais  trouvés  en  i832.  Dans  ces  divers 

théorèmes,  je  supposerai  que  le  rapport  j  reste  réel  et  positif  et  j'ap- 
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pellerai,  pour  abréger,  valeurs  principales  de  x  et  de  Y{x)  celles  qui 
répondent  à  l'équation  dérivée 

(4)  F'(*)  =  o. 

Théorème  I.  —  Si,  toutes  les  valeurs  principales  de  Y  {oc)  étant  réelles, 
on  réduit  à  zéro  la  partie  réelle  du  paramètre  k,  toutes  les  racines  de 

V équation  (3)  seront  développables  pour  j  —  I,  et  j  <;  r ,  en  séries  con- 
vergentes ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i. 

Corollaire.  —  On  peut  immédiatement  développer  en  séries  conver- 
gentes toutes  les  racines  d'une  équation  dont  la  dérivée  n'offre  point 
de  racines  imaginaires;  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  la  proposée 
elle-même  a  toutes  ses  racines  réelles. 

Théorème  II.  —  Si  l'on  réduit  à  zéro  la  partie  réelle  du  paramètre  x, 
alors  pour  ■=-—!,  et  r  <C  r  »  l'équation  (3)  offrira  plus  de  racines  déve- 
loppables en  séries  convergentes,  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  i,  que  la  dérivée  (4)  n  offre  de  racines  réelles. 

Corollaire.  —  Il  en  résulte  que,  dams  tous  les  cas,  une  racine  au 
moins  de  l'équation  (i)  ou  (3),  si  n  est  impair,  deux  racines,  si  n  est 
pair,  peuvent  être  immédiatement  développées  en  séries  convergentes. 

Théorème  III.  —  Si  ion  réduit  à  zéro  la  partie  réelle  du  paramètre  k, 
alors,  pour  j=  i,  ou  j  <C  f ,  l'équation  (i)  pourra  être  décomposée  en 

quatre  autres,  qui  offrent  seulement, 

La  première,  les  racines  réelles  pour  lesquelles  Y'{x)  est  positif; 

La  seconde,  les  racines  réelles  pour  lesquelles  Y'{x)  est  négatif; 

La  troisième,  les  racines  imaginaires  dans  lesquelles  le  coefficient  de 
\ —  i  est  positif; 

La  quatrième,  les  racines  imaginaires  dans  lesquelles  le  coefficient  de 
\J—  i  est  négatif. 

Corollaire.  —  Ce  théorème,  joint  au  premier,  fournit  la  détermina- 
lion  de  toutes  les  racines  réelles  d'une  équation  de  degré  quelconque. 
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Théorème  IV.  —  5/ la  constante  k  est  réelle,  l'équation  (1)011(2)  pourra 
être  décomposée  en  plusieurs  autres,  dont  chacune  offre  au  plus  une  seule 
racine  réelle. 

Tous  ces  théorèmes  se  démontrent  à  l'aide  de  ceux  que  j'ai  déjà 
donnés.  On  peut  aussi  les  démontrer  par  la  Géométrie  avec  une  grande 
facilité. 

D'autres  théorèmes  sont  relatifs  aux  cas  où  l'on  suppose  la  con- 
stante k,  en  partie  réelle,  en  partie  imaginaire,  ou  bien  la  fonction 
¥(x)  fractionnaire,  et  fournissent  encore  d'autres  méthodes  pour  la 
résolution  des  équations  de  tous  les  degrés.  On  peut  d'ailleurs  donner 
de  ces  divers  théorèmes,  et  des  méthodes  ci-dessus  mentionnées,  des 
démonstrations  élémentaires  qui  permettront  de  les  faire  passer  dans 
les  éléments  d'Algèbre. 


11. 

Analyse  mathématique.  —  Extrait  d'une  Lettre  sur  un  Mémoire  publié  à 
Turin,  le  16  juin  i833,  et  relatif  aux  racines  des  équations  simul- 
tanées. 

C.  R.,  t.  IV,  p.  672.  (8  mai  183;.) 

Pour  bien  comprendre  le  théorème  qui  fait  l'objet  principal  de  cette 
Note,  il  faut  se  rappeler  les  définitions  suivantes  : 

Soient  x  une  variable  réelle  et  f(x)  une  fonction  de  cette  variable 
qui  devienne  infinie  pour  x  =  a.  Si  l'on  fait  croître  x,  la  fonction /(a?) 
passera,  en  devenant  infinie,  du  négatif  au  positif,  ou  du  positif  au  né- 
gatif, ou  bien  elle  ne  changera  pas  de  signe.  La  quantité  —  1  dans  le 
premier  cas,  +  1  dans  le  deuxième,  o  dans  le  troisième,  est  ce  qu'on 
nomme  l'indice  de  la  fonction  pour  la  valeur  donnée  a  de  la  variable  x. 

J'appelle  Indice  intégral,  pris  entre  deux  limites  données  x  =  x0, 
x  =  X,  la  somme  des  indices  correspondants  à  toutes  les  valeurs  de  x 
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qui  rendent  la  fonction  infinie  entre  ces  limites,  et  je  le  désigne  par  la 

notation  ty    |  [/(#)]  |-  L'indice  intégral  est  aussi  l'excès  A  du  nombre 

de  fois  où  la  fonction f{x),  en  s'évanouissant  pour  différentes  valeurs 
de  x  entre  les  limites  x9,  X  passe  du  positif  au  négatif,  sur  le  nombre 
de  fois  où  elle  passe,  en  s'évanouissant,  du  négatif  au  positif.  Il  est 
facile  de  voir  que  ces  deux  définitions  conduisent  au  même  résultat. 

S'il  s'agit  d'une  fonction  de  deux  variables  f(x, y)i  j'appellerai  de 
même  Indice  intégral,  entre  les  limites  ;r0X,j0Y,  la  somme  des  indices 
correspondants  à  toutes  les  valeurs  simultanées  de  x  et  y  qui,  prises 
(Mitre  les  mêmes  limites,  rendent  la  fonction  infinie.  Cet  indice  inté- 
gral est  la  moitié  de  la  quantité 

4 X  S  [/( -^  Y)]  |  -  4  X  !  C/(^ro)]  î  -  4  Yj  C/(x,r)j  K  4  ^i  [/(^o,r)]  !• 

*        <„  «/T.  tJy0  <Jya 

Je  transcris  maintenant  les  premières  et  dernières  lignes  du  Mémoire 
publié  en  juin  1 833. 

«  Dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Turin,  le 
17  novembre  1  83 1,  j'ai  fait  connaître  un  nouveau  calcul  qui  peut  être 
fort  utilement  employé  dans  la  résolution  des  équations  de  tous  les 
degrés.  Mais,  dans  le  Mémoire  dont  il  s'agit,  les  principes  de  ce  calcul, 
que  je  nomme  Calcul  des  indices,  se  trouvent  déduits  de  la  considéra- 
tion des  intégrales  définies.  Je  me  propose  ici  de  démontrer  comment 
on  peut  établir  directement  ces  mêmes  principes  sans  recourir  à  des 
formules  de  Calcul  intégral.  » 

Suivent  les  démonstrations  de  sept  théorèmes  que  j'établissais  suc- 
cessivement. 

«  En  s'appuyant  sur  les  principes  ci-dessus  exposés,  on  pourrait 
encore  étendre  le  Calcul  des  indices  à  la  détermination  des  racines 
imaginaires  des  équations,  ainsi  qu'à  la  résolution  des  équations  simul- 
tanées et  démontrer  en  particulier  la  proposition  suivante  : 

»  Théorème  VIII.  —  Soient 

f[x,y),  Y[r,y) 
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deux  fonctions  de  x,  y  qui  restent  continues  entre  les  limites  x  =  x0, 
x  =  X,y=y0,y  =  Y. 

»  Nommons  o[x,y),  (I>(,r, y)  les  dérivées  de  ces  fonctions  relatives  à  x, 
et  yfr,  y),  X(x,y)  leurs  dérivées  relatives  à  y. 

»  Enfin  soit  N  le  nombre  des  différents  systèmes  de  valeurs  de.  x,  y 
propres  à  vérifie?-  les  équations  simultanées 

f{x,y)  =  o,     F{x,r)  =  o 
et  comprises  entre  les  limites  ci-dessus  énoncées,  on  aura 

en  supposant 

»  Turin,  le  i5  juin  i833.  » 

Parmi  les  démonstrations  élémentaires  que  l'on  peut  donner  de  ce 
théorème,  il  en  est  une  fort  simple  que  je  vais  indiquer  en  peu  de 
mots. 

Considérons  x,  y  comme  des  coordonnées  rectangulaires.  Chacune 
des  équations 

(0  f[*>y)  =  °> 

représentera  une  ligne  droite  ou  courbe  tracée  dans  le  plan  des  x,  y, 
et  N  sera  le  nombre  de  points  suivant  lesquels  se  coupent  ces  deux 
lignes  dans  l'intérieur  du  rectangle  ABCD  compris  entre  les  quatre 
droites  qui  ont  pour  équations 

(3)  x  =  x«,    x  =  X,    y==y0,    y  =  Y. 

Cela  posé,  il  sera  facile  de  vérifier  le  huitième  théorème  si  chacune 
des  fonctions /( x, y),  Y(x,y)  est  linéaire  par  rapport  à  x,  y,  c'est-à- 
dire  si  les  équations  (i)  et  (2)  représentent  elles-mêmes  deux  droites; 
et  l'on  s'assurera  aisément  qu'alors  le  premier  et  le  second  membre  de 
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l'équation  (a)  se  réduisent  l'un  et  l'autre,  soit  à  zéro,  soit  à  l'unité, 
suivant  que  le  point  d'intersection  des  droites  (i)  et  (2)  est  situé  à 
l'extérieur  ou  à  l'intérieur  du  rectangle  ABCD.  Mais  si  f(x,y),  Y(x,y) 
cessent,  l'une  ou  l'autre,  ou  toutes  deux  à  la  fois,  d'être  des  fonctions 
linéaires  de  x,  y,  on  pourra  diviser  le  rectangle  ABCD  par  des  droites 
parallèles  à  ses  côtés  en  éléments  assez  petits  pour  qu'un  seul  point 
d'intersection  au  plus  des  courbes  (1)  et  (2)  soit  renfermé  dans  chaque 
élément,  et  pour  que  les  portions  de  ces  courbes  comprises  dans 
chaque  élément  se  confondent  sensiblement  avec  leurs  tangentes. 
Alors,  pour  obtenir  la  formule  (a),  appliquée  au  rectangle  ABCD,  il 
suffira  de  combiner  par  voie  d'addition  les  diverses  équations  qu'on 
obtient  en  établissant  successivement  cette  formule  pour  chacun  des 
éléments  de  ce  même  rectangle. 

Le  huitième  théorème,  ainsi  qu'il  vous  sera  facile  de  le  reconnaître, 
comprend,  comme  cas  particuliers,  ceux  que  j'ai  donnés  sur  le  nombre 
des  racines  imaginaires  d'une  équation  algébrique,  et,  dans  ce  cas,  la 

•  /  I  OC     T*  I 

fonction  '\j[x,y\  peut  se  réduire  à  ^ — —>• 

Je  verrais  avec  plaisir  que  la  partie  de  ma  Lettre  qui  est  relative  au 
Mémoire  de  Juin  1 833  fût  insérée  dans  le  Compte  rendu  de  la  prochaine 
séance  de  l'Académie. 

Goritz,  le  32  avril  i83j. 


12. 

Analyse  mathématique.  —  Première  Lettre  sur  la  détermination  complète 
de  toutes  les  racines  des  équations  de  degré  quelconque. 

C.  II.,  t.  IV,  p.  773.  (22  mai  1837.) 

Voici  de  quelle  manière  se  démontrent  les  théorèmes  fonda- 
mentaux indiqués  dans  la  Lettre  que  j'ai  adressée  à  M.  Coriolis,  le 
29  janvier  1837. 
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Théorème  I.         t  désignant  une  variable  réelle  ou  imaginaire,  une 
fonction  réelle  ou  imaginaire  de  t,  représentée  par  x,  sera  développable 
en  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  /, 
tant  que  le  module  de  t  conservera  une  valeur  inférieure  à  celle  pour  la- 
quelle la  fonction  x  cesse  d'être  finie  et  continue. 

Démonstration.  -  -  On  peut  voir  une  démonstration  de  ce  théorème 
dans  l'extrait  lithographie  du  Mémoire  présenté  à  l'Académie  de  Turin, 
le  ii  octobre  18'Ji  (Iie  Partie,  §  II,  p.  G  et  7).  Seulement  les  lettres  t 
et  x  se  trouvent  remplacées,  dans  le  Mémoire  dont  il  s'agit,  par  les 
lettres  x  et  y. 

Corollaire.  —  Supposons  que  x  soit  une  fonction  implicite  de  t,  dé- 
terminée par  la  résolution  d'une  certaine  équation 

(1)  F(ar)  =  o, 

dans  laquelle  t  entre  comme  paramètre.  Si  la  fonction  x  reste  finie 
pour  des  valeurs  finies  de  t,  elle  ne  cessera  généralement  d'être  con- 
tinue qu'en  devenant  multiple.  Cela  posé,  soient 

deux  racines  de  l'équation  (1)  :  on  aura 

F(.r)  =  o,     F(.r  H- A.r)  =  o, 

et,  par  suite, 

, ,  «  F  (  x  -+-  lx  )  —  F  (  x  ) 

W  \x =°- 

Or  si,  pour  une  certaine  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  /,  les  ra- 
cines x,  x  -+-  A.r  se  confondent,  en  faisant  converger  t  vers  cette  valeur, 
pour  laquelle  l'équation  (1)  acquerra  une  racine  double  ou  multiple, 
on  verra  l'équation  (3)  se  transformer  en  cette  autre 

(4)  F(x).=  o. 

Ainsi,  lorsque  le  paramètre  t  obtient  une  valeur  pour  laquelle  l'équa- 
tion (1)  acquiert  une  racine  double  ou  multiple,  cette  racine  est  com- 
mune à  l'équation  (1)  et  à  sa  dérivée.  Cela  posé,  si  l'on  nomme  valeurs 

OEuvresdeC.  —  S.l,t.lV.  7 
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principales  du  paramètre  /  celles  qui  donnent  des  racines  communes  à 
l'équation  (i)  et  à  sa  dérivée,  on  déduira  immédiatement  des  remarques 
précédentes,  jointes  au  théorème  I,  la  proposition  que  nous  allons 
énoncer. 

Théorème  II.  —  Toute  racine  d'une  équation  est  généralement  déve- 
loppable  suivant  les  puissances  ascendantes  d'un  paramétre  renfermé 
dans  l'équation  dont  il  s'agit,  tant  que  le  module  de  ce  paramétre  reste 
inférieur  aux  modules  de  toutes  ses  valeurs  principales . 

Corollaire.  —  Soient 

x,  g,  y,   ... 

plusieurs  racines  réelles  ou  imaginaires  de  l'équation  (i).  Pour  de  très 
petites  valeurs  du  module  d'un  paramètre  /  compris  dans  cette  équa- 
tion, chacune  des  racines  a,  ê,  y,  . . .  sera  généralement  développable 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  t,  et  l'on  pourra  en  dire  autant 
de  la  somme  de  ces  racines  et  de  la  somme  de  leurs  puissances  entières 
d'un  degré  quelconque.  Si,  le  module  avenant  à  croître,  deux  ou  plu- 
sieurs racines,  par  exemple,  a  etê,  ou  a,  €  et  y,  . .  .  deviennent  égales 
entre  elles,  pour  une  certaine  valeur  du  module  dont  il  s'agit,  à  partir 
de  cet  instant,  les  racines  a,  ë  ou  a,  €,  y,  . . .  cesseront  d'être  fonctions 
continues  de  t,  et  séparément  développahles  "suivant  les  puissances 
ascendantes  de  t.  Mais  la  somme  de  ces  racines,  ou  la  somme  de  leurs 
puissances  semblables,  ne  cessera  pas  d'être  fonction  continue  du  pa- 
ramètre /,  et  développable  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ce 
paramètre;  et  il  en  sera  ainsi  jusqu'au  moment  où  l'accroissement 
progressif  du  module  de  t  rendra  l'une  des  racines  que  renferme  le 
groupe  (a,  Çj)  ou  (a,  ë,  y),  . . .  équivalente  à  une  ou  plusieurs  autres  ra- 
cines non  comprises  dans  ce  même  groupe.  Alors  ces  dernières,  et 
celles  qui  pouvaient  déjà  s'être  groupées  avec  elles,  formeront  avec  les 
premières  un  nouveau  groupe  composé  d'un  plus  grand  nombre  de 
racines,  dont  la  somme  sera  encore  développable,  ainsi  que  la  somme 
de  leurs  puissances  semblables,  en  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  t.  D'ailleurs,  lorsqu'on  connaît  la  somme  de 
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plusieurs  racines  a,  ê,  y,  ...  de  l'équation  (i),  et  la  somme  de  leurs 
puissances  semblables  d'un  degré  représenté  par  un  nombre  entier 
quelconque,  on  peut  aisément  développer  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  x  le  logarithme  du  produit 

,-f%-5)(._l 

X  j  \  X  I   \  X 

par  conséquent  ce  produit  lui-même,  et  former  une  nouvelle  équation 
dont  a,  ê,  y,  ...  soient  les  seules  racines.  Il  importe  d'observer  à  ce 
sujet  que,  pour  obtenir  tous  les  termes  du  produit  en  question,  il  suffit 
de  prolonger  le  développement  de  ce  produit,  et  par  conséquent  le 
développement  de  son  logarithme,  jusqu'au  terme  dans  lequel  l'expo- 
sant de  -  est  écal  au  nombre  des  racines  <x.  ê,  y,  ....  Cela  posé,  les 

X  °  '  l 

principes  que  nous  venons  d'établir  conduisent  immédiatement  au 
théorème  suivant. 

Théorème  III.  —  Soil  t  un  paramètre  renfermé  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (i).  Tant  que  le  module  de  ce  paramètre  restera  inférieur 
aux  modules  de  toutes  ses  valeurs  principales,  les  racines  distinctes  de 
l'équation  (i)  seront  séparément  développables  en  séries  convergentes  or- 
données suivant  les  puissances  ascendantes  de  t.  Supposons  d'ailleurs  que, 
le  module  de  t  venant  à  croître,  on  distribue  en  divers  groupes  les  racines 
de  l'équation  (i),  de  telle  sorte  que,  dans  l'origine,  le  nombre  des  groupes 
soil  égal  au  nombre  des  racines  distinctes,  et  que  plus  tard  deux  groupes 
se  réunissent  en  un  seul,  au  moment  où  deux  racines  qui  appartiennent 
respectivement  à  ces  deux  groupes  deviennent  égales  entre  elles  pour  un 
module  donné  de  t  correspondant  à  une  certaine  valeur  principale  de  ce 
paramètre.  Le  nombre  des  groupes  de  racines  se  trouvera  complètement 
déterminé  jour  chaque  valeur  particulière  attribuée  au  module  de  /,  et 
l'équation  (i)  pourra  être  décomposée  en  plusieurs  autres  dont  chacune 
fournisse  séparément  les  diverses  racines  comprises  dans  un  seul  groupe. 

Corollaire  1.  —  Dans  les  démonstrations  des  théorèmes  II  et  III,  nous 
avons  implicitement  supposé  que  les  racines  et  les  sommes  de  diverses 
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racines  de  l'équation  (i)  ne  cessaient  d'être  fonctions  continues  de  t 
qu'au  moment  où  deux  ou  plusieurs  de  ces  racines  devenaient  égales 
entre  elles.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  l'équation  (i)  est 
de  la  forme 

(5)  II(x)  +  tm[x)—  o, 


v(x)  etn(a?)  désignant  deux  fonctions  entières  de  x,  et  le  degré  de  la 
fonction  U(x)  étant  supérieur  à  celui  de  la  fonction  rs(x).  Si  le  degré 
de  U(x)  devenait  inférieur  à  celui  de  ts[x),  une  ou  plusieurs  racines 
de  l'équation  (5)  deviendraient  infinies,  par  conséquent  discontinues 
pour  t  —  o,  et,  si  l'équation  (i)  n'était  pas  de  la  forme  (5),  ou  si  elle 
devenait  transcendante,  on  conçoit  que  des  valeurs  particulières  de  / 
pourraient  encore  rendre  une  racine  infinie  ou  discontinue,  sans  don- 
ner des  racines  communes  à  l'équation  (5)  et  à  sa  dérivée.  Il  sera  géné- 
ralement facile  de  voir  quelles  sont  les  restrictions  ou  modifications 
qui  doivent  être  apportées  aux  théorèmes  II  et  III  dans  des  cas  sem- 
blables. Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  où  la  fonction  ïï(jt),  que  ren- 
ferme l'équation  (5),  offrira  un  degré  inférieur  à  celui  de  xs[x)t  on 
pourra  encore  développer  les  racines  qui  deviendront  infinies  pour 
/  =  o,  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  /; 
seulement,  les  premiers  termes  de  ces  séries  renfermeront  des  puis- 
sances négatives  de  t,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  développant 
suivant  les  puissances  ascendantes,  entières  ou  fractionnaires,  du  pa- 
ramètre /,  les  racines  des  équations 

x  —  i  +  tx-  =  O,      X  —  1  +  /  X3  =  o. 

Corollaire  II.  —  Il  est  important  d'observer  que  le  théorème  III,  ap- 
pliqué à  l'équation  (5),  peut  aisément  se  déduire  de  la  formule  (29) 
(p.  i3)  du  Mémoire  de  \l\  pages,  lithographie  à  Turin,  sous  la  date  du 
17  décembre  i83i.  Pour  y  parvenir,  il  suffit  de  remplacer,  dans  cette 
formule,  F(V)  par  une  puissance  entière  de  z,  et  cj(s)  par  tts(z),  d'é- 
crire d'ailleurs,  au  lieu  de  x,  dans  l'équation  (5), 


W-i 
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en  considérant  les   variables  .r,  y  comme   propres  à  exprimer  deux 
coordonnées  rectangulaires,  et  substituant  à  l'équation  (5)  la  suivante 

ou 


(7)  ^-T+r^--. 

puis  de  construire  les  différentes  courbes  représentées  par  l'équation 

n(.r +.>y^r.) 


;8)  T  =  mod. 


ro  !_  ^  +  y  y 


T  désignant  le  module  du  paramètre  /.  Pour  T  =  o,  cette  équation  re 
présentera  autant  de  points  que  la  suivante 


(9)  II(z)  =  o,     ou    ïl[x  -hy\ —  0  =  o, 

offrira  de  racines  distinctes.  T  venant  à  croître,  chacun  de  ces  points 
sera  remplacé  par  une  courbe  fermée  qui  s'étendra  de  plus  en  plus, 
et  les  différentes  courbes  resteront  isolées  et  indépendantes  les  unes 
des  autres  jusqu'au  moment  où,  le  module  T  acquérant  une  de  ses 
valeurs  principales,  on  verra  deux  ou  plusieurs  courbes  se  réunir  en  un 
point  multiple,  pour  se  réduire  plus  tard  à  une  seule  et  même  courbe. 
Il  peut  aussi  arriver  que  le  périmètre  d'une  courbe  vienne  à  se  rencon- 
trer lui-même  en  un  certain  point,  ou  que  deux  courbes  distinctes  se 
rencontrent  en  deux  points,  de  manière  à  se  transformer  ensuite  en 
deux  courbes  d'espèces  différentes,  dont  l'une  s'élargisse  et  l'autre  se 
rétrécisse  de  plus  en  plus.  Ainsi,  parmi  les  courbes  représentées  par 
l'équation  (8),  pour  une  valeur  quelconque  du  module  T,  on  pourra 
distinguer  des  courbes  de  première  espèce  qui  s'élargiront,  et  des 
courbes  de  seconde  espèce  qui  se  rétréciront,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  ce  module.  Lorsque  T  deviendra  infiniment  petit,  les  seules 
courbes  qui  subsisteront  seront  des  courbes  de  première  espèce,  dont 

(')  Les  initiales  mod.  placées  devanl  une  expression  imaginaire  indiquent  son  module. 
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les  périmètres  s'étendent  à  de  très  petites  distances  des  points  repré- 
sentés par  l'équation 

(9  bis)  ïï{x-hy\/—  i)  =  o     ou     R(z)  =  o, 

pourvu  que  l'on  suppose,  comme  on  l'a  dit,  le  degré  de  la  fonction  Il(cc) 
supérieur  au  degré  de  zs(x).  Au  contraire,  lorsque  T  deviendra  infini- 
ment grand,  les  seules  courbes  qui  subsisteront  seront  des  courbes  de 
seconde  espèce,  dont  les  périmètres  s'étendront  à  de  très  petites  dis- 
tances des  points  représentés  par  l'équation 

(10)  Ts(x-hy\' — i)  =  o     ou     rs[z)  =  ot 

et  une  seule  courbe  de  première  espèce,  dont  le  périmètre  sera  très 
considérable  et  s'étendra  à  de  très  grandes  distances  tout  autour  de 
l'origine  des  coordonnées.  Pour  une  valeur  quelconque  du  module  T 
de  t,  le  nombre  des  courbes  de  première  espèce,  ou  du  moins  le  nombre 
de  celles  qui  ne  se  trouveront  point  enveloppées  de  tous  côtés  par 
d'autres  courbes  de  même  espèce,  sera  précisément  le  nombre  des 
groupes  de  racines  mentionnés  dans  le  théorème III,  et  la  formule  (29) 
du  Mémoire  lithographie  déjà  cité  fournira  le  moyen  de  développer, 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  /,  la  somme  des  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  (5)  correspondante  à  un  même 
groupe.  On  pourra  d'ailleurs  supposer  que  le  contour  OO'O"...,  dont 
il  est  question  dans  ce  Mémoire,  se  réduit  successivement  à  chacune 
des  courbes  de  première  espèce,  non  enveloppées  par  d'autres,  et  re- 
présentées par  l'équation  (8)  au  moment  où  le  module  T  est  sur  le 
point  d'acquérir  une  des  valeurs  principales  ('),  pour  lesquelles  deux 
ou  plusieurs  courbes  de  première  espèce  se  réunissent,  savoir,  celle 
de  ces  valeurs  principales  qui  est  immédiatement  supérieure  au  mo- 
dule de  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  effectivement  attribuée  à  l  dans 
l'équation  (5).  Cela  posé,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  derniers 
termes  de  chaque  série  convergente  finiront  par  être,  ou  sensiblement 

(  '  )  Nous  appelons,  pour  abréger,  valeurs  principales  du  module  T  les  modules  des  valeurs 
principales  de  t. 
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proportionnels,  ou  inférieurs  à  ceux  d'une  progression  géométrique  dé- 
croissante dont  la  raison  serait  le  rapport  entre  le  module  effective- 
ment attribué  à  t  et  la  valeur  principale  de  T. 

En  opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  on  se  procurera  le  moyen  de 
décomposer  l'équation  (5)  en  plusieurs  équations  particulières  dont  le 
nombre  soit  égal  au  nombre  des  groupes  de  racines  mentionnées  dans 
le  théorème  (3),  ou  même  au  nombre  des  courbes  de  première  espèce, 
enveloppées  ou  non  enveloppées  par  d'autres.  Il  y  a  plus,  si  l'on  fait 
usage,  non  seulement  des  développements  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  /,  mais  encore  des  développements  ordonnés 

suivant  les  puissances  descendantes  de  t,  ou  ascendantes  de  -•>  on 

pourra  évidemment  décomposer  l'équation  (5),  pour  une  valeur  don- 
née du  module  T  de  t,  en  autant  d'équations  particulières  qu'il  y  aura 
de  courbes  distinctes,  soit  de  première,  soit  de  seconde  espèce,  cor- 
respondantes à  cette  valeur.  Car,  lorsqu'une  courbe  en  enveloppera 
d'autres,  on  pourra  déterminer  la  somme  des  racines  de  l'équation  (5), 
correspondantes  à  des  points  situés  sur  ces  diverses  courbes,  avec  la 
somme  des  puissances  semblables  de  ces  racines,  soit  en  tenant  compte, 
soit  en  faisant  abstraction  des  points  situés  sur  la  courbe-enveloppe,  et 
obtenir  en  conséquence  la  somme  des  racines  correspondantes  aux 
seuls  points  situés  sur  la  courbe  enveloppe,  avec  la  somme  de  leurs 
puissances  semblables.  Ce  n'est  pas  tout,  si  l'une  des  équations  (9) 
ou  (10)  admet  des  racines  égales,  on  pourra  développer  séparément 
chacune  des  racines  correspondantes  de  l'équation  (5)  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  fractionnaires  de  t  ou  de  -p  lorsque  le  module  T 

du  paramètre  t  sera  inférieur  ou  supérieur  aux  modules  de  toutes  ses 
valeurs  principales.  Ainsi,  par  exemple,  si,  l'équation  (9)  offrant  m  ra- 
cines égales  à  %,  le  module  T  de  t  est  inférieur  à  tous  les  modules  prin- 
cipaux de  ce  paramètre,  alors,  en  posant 

(h)  t  =  ~">, 

on  pourra  développer  chacune  séparément,  suivant  les  puissances  as- 
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rendantes  de  t,  celles  des  racines  de  l'équation  (5)  qui  deviendraient 
égales  à  a  pour  t  =  o.  Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  du 
théorème  II,  lorsqu'on  applique  ce  théorème  à  l'équation  (5)  résolue 
par  rapport  à  t. 

Les  variables  x  et  t  étant  supposées  liées  entre  elles  par  l'équa- 
tion (5),  les  valeurs  principales  de  t  vérifieront  à  la  fois  cette  équation 
et  sa  dérivée 

(12)  ïl'(x)  -t-  t  Tx>'{x)  =  o; 

et  les  valeurs  correspondantes  de  la  variable  x,  c'est-à-dire  les  valeurs 
principales  de  x,  seront  déterminées  par  la  formule 

W{x)        m'ix)  Jl(x)        W(x) 

(i3)  t^ — r== — ; — h      OU 


U[x)        zs[x)  rn[x)        gj'(.t' 


Si  dans  cette  dernière  on  écrit  x-\-y\l—i  au  lieu  de  x,  on  obtiendra 
l'équation 

II (.r  -\-y\f—  ')        II'(a:4-  Y\l—  1) 


fi/n 


cr(.rH-jy/—  1)        m'(x+jv/— C 


;i  laquelle  satisferont  les  coordonnées  a?,  j  des  points  de  réunion  ou 
de  séparation  des  courbes  de  première  ou  de  seconde  espèce  représen- 
tées par  la  formule  (8). 

Observons  encore  que,  dans  le  cas  où  les  fonctions  Tl(x),  xs{x)  sont 
de  forme  réelle,  l'équation  (8)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 


l5)  T2_n(ar+.rV—  1)  n(ar—  y\l~- 


5j( x  -+- y  V  —  '  )  CJ ( x  —  j'y/ —  1 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

,6)  -§R=fw- 


les  équations  (12),  (i3),  dont  le  système  détermine  les  valeurs  princi- 
pales de  t  et  de  x,  se  réduiront  à 

(17)  /r=f(x),       V(X)  =  0. 
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Par  suite,  les  courbes  de  première  et  de  seconde  espèce,  correspon- 
dantes à  un  module  donné  T  du  paramètre  /,  seront  représentées  par 
l'équation 

(i8)  T  =  mod.  i{x-hy\J —  i), 

ou,  si  f(x)  est  de  forme  réelle,  par  l'équation 

(i9)  T*  =  f(*+7^=7)  î(x-rsJ~*)> 

et  les  coordonnées  des  points  de   réunion  ou   de   séparation  de  ces 
mêmes  courbes  satisferont  à  la  condition 

(20)  î'(x-\-y\J — l)  =  0. 

C'est  au  reste  ce  que  l'on  peut  démontrer  comme  il  suit  : 

Si,  pour  une  valeur  donnée  de  T,  deux  branches  de  courbes  se  réu- 
nissent en  un  point,  on  pourra  couper  ces  deux  branches  dans  le  voi- 
sinage du  point  de  réunion  par  une  droite  parallèle  à  celle  qui  a  pour 
équation  y  =  ô.r,  0  étant  une  constante  choisie  arbitrairement,  et  sa- 
tisfaire à  l'équation  (19),  non  seulement  par  les  valeurs  de  x,  y  rela- 
tives au  point  de  la  droite  situé  sur  la  première  branche  de  courbe, 
mais  encore  en  substituant  à  ces  valeurs  les  coordonnées  du  point 
situé  sur  la  seconde  branche,  que  je  supposerai  désignées  par  x  4-  Ar, 
y  -h  Av,  la  différence  finie  Aj  étant  de  la  forme 

(•21)  Aj=9Ax. 

Cela  posé,  si  l'on  nomme  u  le  logarithme  du  produit 

t(x  -4- ysj—  1)  î{x—y^—\), 

l'équation  (19)  donnera  non  seulement 

(22)  u  =  1  logT, 

mais  encore 

,     .,,  «  ÀH 

(2.3)  Alt  =  O,        OU       -t—  =  0; 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  IV.  8 
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puis  on  conclura  des  formules  (21)  et  (22),  en  faisant  converger  A> 
vers  la  limite  zéro, 


24) 


dy  da       ^fffl- 


quel  que  soit  0;  par  conséquent. 


ùx 


du 


—  o. 


Or,  il  est  aisé  de  voir  que  ces  dernières  équations  entraînent  les  deux 
formules 


>5) 


x 


)'\ 


O, 


r(x 


Jv 


F- 


C'est  à  peu  près  ainsi  que  j'avais  établi  à  Turin  la  formule  (i4),  de  la- 
quelle j'avais  déduit  le  théorème  II,  et  les  autres  théorèmes  énoncés 
dans  la  Gazette  de  Piémont  du  22  septembre  i832. 

Si,  dans  l'équation  (19),  on  attribue  à  x,  y  les  valeurs  qui  corres- 
pondent au  point  de  réunion  ou  de  séparation  de  deux  courbes,  puis 
d'autres  valeurs  très  voisines  correspondantes  à  un  second  point  situé 
sur  l'une  des  courbes  et  très  rapproché  du  premier;  en  nommant  s 
l'arc  compté  à  partir  du  point  de  réunion  ou  de  séparation,  et  prenant 
cet  arc  s  pour  variable  indépendante,  on  trouvera  que,  dans  le  passage 
du  premier  point  au  second,  le  logarithme  du  second  membre  de  l'é- 
quation (19)  reçoit  un  accroissement  qui,  eu  égard  aux  formules  (25), 
est  sensiblement  proportionnel  à 


I 


F(x  +  ysj  —  1)        f"(.r— .yV— 1 


î[x-.yJ 


dx  dy 

ds    ds 


I dx-        dy- 
\ds*  '  '  ~dsî 

f  (z  +  rv/—  ' 


rv' 


x 


■rs/- 


*—  rv 


En  égalant  cet  accroissement  à  zéro,  on  obtiendra  une  équation  qui 

fournira  pour  -f-  deux  valeurs  dont  le  produit  sera   — 1;  d'où  il  suit 

que  deux  branches  de  courbe,  en  se  rencontrant,  se  couperont  à  angles 
droits.  On  prouvera  pareillement  que,  si  n  branches  de  courbe  se  réu- 
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nissent  au  même  point,  leurs  tangentes  en  ce  point  comprendront 
entre  elles  des  angles  dont  chacun  sera  le  quotient  de  deux  angles 

droits  par  le  nombre  //.  En  effet,  si  l'on  pose  -^-  =  8,  la  valeur  de  8, 

relative  au  point  dont  il  s'agit,  sera  donnée  par  une  équation  de  la 
forme  cos(c -h  wô)  =  o,  c  désignant  une  quantité  qui  ne  variera  pas 
dans  le  passage  d'une  courbe  à  l'autre,  et  rendra  le  binôme 


cosc  +  \j —  i  sine 

égal  au  quotient  qu'on  obtient  quand  on  divise  l'expression  imaginaire 

{"{x  -\-  rd—  i)  -  ,    ,      ,      • 

•     ,   par  le  module  de  cette  même  expression. 

f(*  +  rv-i)  v  l 

Si  l'on  pose 

(26)  f(a7+jv/:=ri)  =  es+pVZ7, 

S  et  P  désignant  deux  fonctions  réelles  de  oc,  y,  l'équation  (18)  don- 
nera simplement 

T  =  e\ 

D'ailleurs  on  déduira  de  l'équation  (26)  les  formules 


dr  .  '  f(J?+jv/_i)  \àx 

()2s       — <?2P        /<?2S      — on 


as      , —  dv     ['{x  +  yj-i)  -      /as      , — -<?p 


(»s; 


V—  »  Â^T  =  —     XIÎ  +  V—  >  5XT    ' 


c);  -  dy-  \ôx-  dx- 

<P*  _  d_2S        <72P  ()2P 

'Jr2  ~      "  ~dx~î  '      d^2  =      "  d?2 


et  en  vertu  de  celles-ci,  jointes  à  l'équation  (20),  on  aura,  pour  chaque 
valeur  principale  de  T  ou  de  S, 

.    ,  as         os         ^)-s        d2s 

^  âl-   =  °'     dy   =  °'     d^  =     ~d^' 

Donc,  généralement,  chaque  valeur  principale  de  T  ou  de  S  sera  tout 
à  la  fois  un  maximum  relatif  à  .r,  et  un  minimum  relatif  à  j,  ou  un 
maximum  relatif  à  y,  et  un  minimum  relatif  à  x. 
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On  prouvera  encore  aisément  que,  si  la  fonction  î{x)  étant  de  forme 
réelle,  on  prend  T-  pour  l'ordonnée  d'une  surface  courbe,  les  coor- 
données x,  y  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  tracée  sur  cette  surface 
vérifieront  l'équation 

3o  f, ^-L^const. 

î[x  —  ysj—  i) 

Les  principes  que  nous  venons  d'établir  fournissent,  pour  la  résolu- 
tion des  équations,  les  méthodes  indiquées  dans  ma  Lettre  du  29  jan- 
vier 18^7.  Si  l'on  veut  maintenant  obtenir  les  propositions  énoncées 
dans  ma  Lettre  du  2/4  février,  il  suffira  de  remplacer  les  équations  (17), 
(18),  (19)  par  les  suivantes  : 

*==K  —  e^V^T  {•(*•),     f^j_0>     T  =  mod.[K--  e^V^T  f(#  +  jy/ZT])], 

T2  =  [K  —  e*^  f (  x  +  y  /=!  )]  [  K  -  e^V=ï  f (  x  _  y  VC~  j]  ? 

K,  tô  désignant  deux  quantités  réelles,  et  le  paramètre  t  ne  différant 
pas  de  celui  que  nous  avons  désigné  par  i  dans  la  Lettre  en  question. 
La  discussion  des  courbes  représentées  par  la  formule 

T-'  =  [K  -  e^~  ({x  4- Jv/~)][R  -  e~™^  {{x  -  y  v'~)] 

n'offrira  pas  plus  de -difficulté  que  celle  des  courbes  représentées  par 
la  formule  (i5)  ou  (19)  et  cette  discussion,  jointe  aux  formules  établies 
dans  le  Mémoire  lithographie  sous  la  date  du  17  décembre  i83i,  four- 
nira les  méthodes  présentées  dans  ma  Lettre  du  24  février  pour  la 
résolution  de  l'équation  f(.r)  =  o.  Au  reste,  je  me  propose  de  vous 
transmettre  prochainement  de  nouveaux  détails  sur  cet  objet,  ainsi 
que  la  démonstration  du  théorème  général  sur  la  convergence  des 
séries  qui  représentent  les  intégrales  d'un  système  d'équations  diffé- 
rentielles. 

Goritz,  5  mai  1837. 
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15. 


Analyse  mathématique.  —  Deuxième  Lettre  sur  la  résolution  des  équations 

de  degré  quelconque. 

C.  K.,  t.  IV,  p.  8o5  (29  mai  i83;). 

Soit 

(1)  î(x)  =  o 

une  équation  du  degré  /?,  dans  laquelle  le  coefficient  de  xn  se  réduit  à 
l'unité,  en  sorte  qu'on  ait  identiquement 

(2)  î[x)  =  xn  +  aKxn~K  +  a-2Xn~2  -h.  .  .+  an^Kx  4-  «u, 

<-/,,  «o,  ...,  <?,,-!,  ««  étant  des  coefficients  réels  ou  imaginaires.  Soit 
d'ailleurs  k  une  constante,  réelle  ou  imaginaire,  dont  le  module  sur- 
passe le  plus  grand  des  modules  principaux  de  ï(oc).  D'après  ce  qui  a 
été  démontré  dans  ma  Lettre  du  G  mai,  on  pourra  développer,  suivant 
les  puissances  descendantes  et  fractionnaires  de  k,  les  racines  de  l'é- 
quation 

(3)  t(x)  =  k. 

Pour  y  parvenir,  il  suffira  d'employer  les  formules  tirées  du  calcul  des 
résidus,  ou  bien  encore  la  formule  de  Lagrange,  en  opérant  comme  i! 
suit. 

L'équation  (3)  étant  écrite  ainsi, 

(4)  x"  -+■  rt)  x"~'  4-  a>xn~'2  +  ...  4-  au^,x  4-  fin  =  k, 
si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité, 

(  V  x  —  -,      1  4-  a,  z  4-  a2z--h.  .  .4-  anz"  =  [œ (-)]", 

z 

en  choisissant  ct(z)  de  manière  que  l'on  ait 

(6)  bt(o)  =  i, 
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cette  équation  deviendra 

el  on  la  vérifiera  en  posant 

.8;  z  =  lv(z), 

pourvu  que  l'on  désigne  par  1  une  des  racines  de  l'équation  binôme 

9  X»  =  JL. 

Or,  les  valeurs  de  z  et  de  F(s)  tirées  de  l'équation  (8),  en  vertu  de  la 
formule  de  Lagrange,  pour  un  module  de  X  suffisamment  petit,  ou,  ce 
qui  revient  au  mémo,  pour  un  module  de  k  suffisamment  grand,  se- 
ront 


OTl°J   '    i.a         rfe         '    i.a.3        dï> 
Pi 

j  F(z)  =  F(o)  +  >  F'(o)bj(o) 
m;    -  X2    rf|F(e)[w(«)?l  X»      *iF'(e)[o(e)]» 


i.v>.  rfe  i.a.3  r/î- 

£  devant  être  réduit  à  zéro  après  les  différentiations,  et  nr(o)  ne  diffé- 
ra n t  pas  de  l'unité.  On  obtiendra  donc  sans  peine  les  valeurs  de  s  et 
de  F(s),  par  conséquent  celles  de  [w(g)]~'  et  de 

(ia)  *=I  =  X-«[o(*)]-S 

développées  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  et 
entières  de  X,  ou  descendantes  et  fractionnaires  de  k,  lorsque  le  mo- 
dule de  k  surpassera  tous  les  modules  principaux  de  f(a?),  c'est-à-dire, 
ceux  qui  correspondent  aux  racines  de  l'équation 

(.3)  f'(a?)  =  o. 

Pour  remplir  cette  condition,  il  suffirait  de  supposer  k  équivalent  à 
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2/-",  /*  étant  la  valeur  de  x  qui,  dans  l'équation  (i),  rendrait  le  premier 
terme  égal  à  la  somme  de  tous  les  autres.  En  effet,  soient 

Ai,   A21    •  •  •  ,   A„_,,   An 

les  modules  des  coefficients 

(t\ ,   <i-i,    ■  ■  ■  ,   (ln-\ ,   On  ; 

la  valeur  de  r  dont  il  s'agit  sera  donnée  par  la  formule 

(i4)  .       r«  —  A,r"-«  —  A2r"-2  —  . ..—  A„_,r  —  A„  =  o, 

et  surpassera  celle  que  fournirait  l'équation 

(i5)  «/•»-'  —  (»  — i) A,r»-2  —  («  —  2)A2.-"-3  —  .  .  .  —  A«_i  =  o, 

de  laquelle  on  tirerait 

r» — Air«-' —  A2r"-î  — ... A,2_1r=o, 

et,  par  suite, 

r"  —  A,r"-'  —  A2/-"   -  — .  . .  —  A„_,/*—  A«<o. 

Donc  la  valeur  de  r  donnée  par  la  formule  (i4)  surpassera  les  modules 
de  toutes  les  racines  de  l'équation 

nx"-'  -+-  (n  —  i)«i  ,r"~2  -+-  [n  —  2)<r2^"-s  +  ...-+-  an-  i  =  o,     ou     f'(,r)  =  o; 

comme  on  le  démontrera  facilement  à  l'aide  des  raisonnements  donl 
nous  avons  fait  usage  dans  Y  Analyse  algébrique  (p.  480).  D'ailleurs,  il 
résulte  évidemment  de  l'équation  (1/4)  que,  pour  un  module  de  x  égal 
ou  inférieur  à  cette  valeur  de  r,  le  module  de  f(.r)  ne  surpassera  pas 
2r",  ou  le  double  de  r". 

Après  avoir  ramené,  par  le  calcul  des  résidus,  ou  par  le  théorème 
de  Lagrange,  la  résolution  de  l'équation  (3)  à  la  résolution  d'une  équa- 
tion binôme,  savoir,  de  l'équation  (9),  du  moins  pour  une  valeur  du 
paramètre  k  suffisamment  grande,  il  reste  à  montrer  comment  on  peut 
revenir  de  l'équation  (3)  à  l'équation  (1).  Or,  pour  y  réussir,  il  suffira 
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de  faire  varier  un  nouveau  paramètre  i  entre  les  limites  i '  =  o,  i  =  k, 
dans  une  nouvelle  équation  de  la  forme 

(16)  f[x)  =  h-i; 

et  l'on  pourra  même  supposer  que,  dans  ce  trajet,  le  rapport  j-  reste 

toujours  réel  et  positif.  Chacune  des  constantes^-,  i  pouvant  d'ailleurs 
être  imaginaire,  nous  écrirons  clans  les  équations  (3),  (9)  et  (iG), 

l(e-vsj~\     et     /e-^V^T, 

au  lieu  de 

k     et     i; 

et  par  suite  ces  équations  deviendront 

(17)  e™^  i[x)  =  h, 

(18)  ^=j-eWH( 

(19)  eCTVrî"f(^)  =  /f*—  1, 

les  valeurs  de  k,  i  pouvant  être  supposées  ici  réelles  et  positives,  et  ni 
désignant  un  arc  réel,  que  nous  resterons  libres  de  choisir  arbitraire- 
ment. 

Remarquons  à  présent  que  toutes  les  racines  de  l'équation  (19)  se- 
ront développables  par  le  calcul  des  résidus,  ou  par  la  formule  de 
Lagrange,  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  et 
entières  du  paramètre  i,  si  la  valeur  réelle  et  positive  attribuée  à  ce 
paramètre,  dans  l'équation  (19),  est  inférieure  aux  modules  de  toutes 
les  valeurs  principales  de  i.  Or,  ces  valeurs  principales,  qui  pourront 
être  imaginaires,  se  confondront  avec  les  valeurs  de  la  fonction 

(20)  h~e^~{[x), 

correspondantes  aux  racines  de  l'équation  dérivée 

(i3)  V[x)  =  o. 

Si,  la  fonction  î(x)  étant  de  forme  réelle,  l'équation  (1)  a  toutes  ses 
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racines  réelles  et  inégales,  on  pourra  en  dire  autant  de  l'équation  dé- 
rivée (i3),  et  par  suite  les  valeurs  principales  de  la  fonction  f(.r)  se- 
ront toutes  réelles,  mais  différentes  de  zéro.  Alors,  si  l'on  pose 

(21)  gt  =  ±-,     eW11!"  — ±^^7, 

l'expression  (20),  réduite  à 

(22)  h  q=  ([x)\/—  1, 

offrira,  pour  chaque  valeur  principale  de  x,  un  module 

(23)  i*'  +  [f(*)]»|*. 


supérieur  à  k;  et  par  suite  toutes  les  racines  de  l'équation  (19)  seront 
développables,  même  pour  z'=/-,  en  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  i,  ces  séries  ayant  pour  premiers 
termes  les  racines  déjà  calculées  de  l'équation  (17).  Mais,  quand  on 
pose  i  =  k,  l'équation  (19)  se  réduit  à  l'équation  (1).  Donc,  si  l'équa- 
tion (1)  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales,  la  résolution  de  cette 
équation  pourra  être  réduite  à  celle  de  l'équation  (17),  par  conséquent 
à  celle  de  l'équation  binôme  (18).  Observons  d'ailleurs  qu'en  suppo- 
sant 


(24)  gj  —  -5      e™^<  = 


\ 


on  réduira  les  équations  (17),  (18),  (19)  à 


(25)  /,-=f»v-i, 

(2G)  l»=jsj~l, 


(27)  h  = :/  +  î[x)  y—  J>     ou     i  =  h —  t[&}\! —  i; 
tandis  qu'en  supposant 

(28)  bj  =  — -,     e^vf~-  —  j^~il 

2 
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on  réduira  les  équations  (17),  (18),  (19)  à 


39 


k  =  —  f[x))/—i, 


(3o)  l"  =  -T*' 


(3i)  k  =  i—î{x)\l—i,     ou     i=h  +  f(x)v/— 1. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

Théorème  T.  —  Lorsque  /équation  (1)  a  toutes  ses  racines  réelles  et  iné- 
gales, on  peut  obtenir  chacune  de  ces  racines  développée  en  série  conver- 
gente; et,  pour  y  parvenir,  il  suffit  de  poser  i  =  k,  dans  les  développements 
des  racines  de  l'équation  (27)  ou  (3i),  en  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  i,  ces  séries  ayant  pour 
premiers  tenues  les  racines  de  l'équation  (25)  ou  (29),  développées  suivant 
les  puissances  descendantes  et  fractionnaires  de  k,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  des  valeurs  de  1, 
propres  à  vérifier  l'équation  binôme  (26)  ou  (3o). 

Concevons  maintenant  que,  la  fonction  î{x)  étant  toujours  de  forme 
réelle,  l'équation  (1)  ait  encore  ses  racines  toutes  distinctes  les  unes 
des  autres,  par  conséquent  inégales,  mais  non  toutes  réelles.  Soient, 
dans  ce  cas,  m  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  (1),  et 

(3^)  (t,  b,   c,  cl,    .  .  .,  g,  II 

ces  mêmes  racines,  rangées  d'après  leur  ordre  de  grandeur;  deux  de 
ces  racines  réelles  prises  consécutivement,  par  exemple  a  et  b,  com- 
prendront toujours  entre  elles  au  moins  une  racine  réelle  de  la  déri- 
vée (i3).  Car  si,  en  supposante  réelle,  on  fait  croître  cette  variable  x 
entre  les  limites  x  =  a,  x  =  b,  la  fonction  f(x),  nulle  à  ces  deux 
limites,  acquerra  dans  l'intervalle  au  moins  une  valeur  numérique 
maximum,  pour  une  valeur  réelle  de  x,  qui  fera  évanouir  la  dérivée 
f'(x).  Donc,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  (1)  étant  m,  le 
nombre  des  racines  réelles  de  la  dérivée  (i3)  ne  pourra  être  inférieur 
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à  m  —  i,  et  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  la  dérivée  ne  pourra 
surpasser  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  l'équation  (i),  c'est- 
à-dire  n  —  m. 

D'autre  part,  si  l'on  nomme 


a 


ê  y  —  '  >     &■  —  S  y/  ■ 


deux  racines  imaginaires  conjuguées  de  l'équation  (i3),  les  valeurs 
principales  de  î{x)  correspondantes  à  ces  racines  seront  elles-mêmes 
conjuguées  et  de  la  forme 

A  +  By^T,     A  —  Bv/=rT, 

A,  B  désignant  deux  quantités  réelles  dont  la  seconde  deviendra  posi- 
tive quand  on  choisira  convenablement  le  signe  de  ê;  et  les  valeurs 
principales  du  paramètre  i  correspondantes  aux  mêmes  racines  seront, 
pour  l'équation  (27), 


B  v  -  1 V-  ',     i  =  k  -  (A  -  B  J—  1)  y/-  1 , 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(33)  /  =  /,  +  B   -Ay-^i,     i  =  k  —  B-Ay^^T, 

et,  pour  l'équation  (3i), 


(34)  1  =  *  — B  +  Av— 1,     /  =  /»+B  +  Av-i. 

Or,  la  première  des  expressions  (33)  et  la  seconde  des  expressions 
(34)  offriront  évidemment  des  modules  supérieurs  à  /•.  Donc,  si,  pour 
l'équation  (27)  ou  (3i),  on  détermine  les  modules  principaux  du  para- 
mètre i,  ceux  de  ces  modules  qui  surpasseront  la  quantité  positive  k 
seront  en  nombre  égal  ou  supérieur  à  la  somme  qu'on  obtient  en  ajou- 
tant au  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  dérivée  (i3)  la  moitié 
du  nombre  de  ses  racines  imaginaires.  Donc,  le  nombre  des  modules 
principaux  de  i  qui  ne  surpasseront  pas  la  quantité  k  sera  égal  ou  infé- 
rieur au  nombre  des  couples  de  racines  imaginaires  de  l'équation  (i3), 
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par  conséquent  égal  ou  inférieur  au  nombre  des  couples  de  racines 
imaginaires  de  l'équation  (i),  c'est-à-dire  à 


/?  —  m 


( 


Cela  posé,  si,  en  attribuant  au  paramètre  i  une  valeur  réelle  et  posi- 
tive, on  fait  croître  cette  valeur  par  degrés  insensibles,  depuis  i  =  o 
jusqu'à  i=  k,  les  racines  de  l'équation  (27)  ou  (3i)  commenceront  par 
être  développables,  chacune  séparément,  en  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  i,  et  ne  cesseront  pas  de  l'être  si  l'on 
remplace  la  valeur  réelle  et  positive  attribuée  à  /par  une  valeur  ima- 
ginaire dont  cette  valeur  réelle  soit  le  module. 

Les  mêmes  séries  continueront  d'être  convergentes  tant  que  la  va- 
leur positive  du  paramètre  i,  ou  son  module,  restera  inférieure  à  tous 
les  modules  principaux  de  ce  paramètre.  Mais,  le  module  de  «venant  à 
croître,  les  racines  devront  être  distribuées  en  divers  groupes  dont  le 
nombre,  d'abord  égal  à  n,  c'est-à-dire  au  degré  de  l'équation  (r),  dimi- 
nuera d'une  unité  chaque  fois  que  deux  racines  comprises  dans  deux 
groupes  différents  deviendront  égales  entre  elles  pour  une  valeur  don- 
née du  paramètre  i.  Alors  ces  deux  groupes  se  réuniront  en  un  seul, 
composé  de  racines  dont  la  somme,  ainsi  que  celle  de  leurs  puissances 
entières  de  degré  quelconque,  continuera  d'être  développable  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  i.  Si  trois,  quatre,  . . .  racines  comprises 
dans  trois,  quatre,  . . .  groupes  différents  devenaient  égales  entre  elles, 
la  valeur  principale  correspondante  du  paramètre  i  se  trouverait  four- 
nie par  une  valeur  principale  de  x,  qui  serait  elle-même  une  racine 
double,  triple,  ...  de  l'équation  (i3).  Alors  aussi,  le  module  de  i  ve- 
nant à  croître  au  delà  de  sa  valeur  principale,  les  trois,  quatre,  . . . 
groupes  différents  se  réuniront  en  un  seul.  Il  suit  de  ces  diverses  re- 
marques que,  si  l'on  nomme 

n  —  l 

le  nombre  des  groupes  correspondants  à  un  module  donné  de  i\  le 
nombre  entier  /  ne  pourra  surpasser  le  nombre  des  modules  princi- 
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paux  de  i  inférieurs  au  module  donné.  Donc,  si  ce  dernier  module  est 
égal  à  k,  le  nombre  /,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  ne  pourra  sur- 
passer la  quantité 

ii  —  m 

et  pour  chacune  des  équations  (27),  (3i),  réduites  à  l'équation  (1),  en 
vertu  de  la  supposition  i=  k,  le  nombre  des  groupes  de  racines  surpas- 
sera la  différence 

[y))  n =  -. 

v       '  11 

II  y  a  plus,  si  l'on  nomme  m'  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'é- 
quation (i3),  le  nombre  de  ses  racines  imaginaires,  savoir 


n  —  m  —  1 

1 


sera  égal  ou  supérieur  au  nombre  des  modules  principaux  de  i  qui  ne 
surpassent  point  la  quantité  k;  et  par  suite,  le  nombre  des  groupes  de 
racines,  pour  l'équation  (27)  ou  (3i),  réduite  à  l'équation  (1),  en  vertu 
de  la  supposition  i==  k,  sera  égal  ou  supérieur  à  la  différence 


„., .  n  —  m'  —  i        1 -\- )n' -\- n 

mj  n = 


Supposons  maintenant  que,  parmi  ces  groupes,  ceux  qui  renferment 
une  seule  racine  soient  en  nombre  égal  à  /;,,  ceux  qui  renfermenl 
deux  racines  en  nombre  égal  à  n.2,  ceux  qui  renferment  trois  racines 
en  nombre  égal  à  /*:J,  etc.  On  aura  tout  à  la  fois 

,  _    .                                                                                  .       1  -+-  m  +  n 
(  37  J  «i  +  «2+n;)+...=  OU>  -, 

(38)  «i  +  2n2  +  3ft;]+...=  //, 

puis  on  en  conclura 

n  -4-  /*  1  =  ou  >  9.  ( n  1  -+-  «2  -+-  n3  -+- . . .  )  =  ou  >>  i  +  m'  +  // , 


70  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADÉMIE. 

par  conséquent, 

(3g)  H|=ou>i  +  m',     «,>«/'. 

Donc,  le  nombre  nK  des  racines  qui  resteront  isolées,  et  séparément 
développables  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i=  k,  surpassera 
le  nombre  m'  des  racines  réelles  de  la  dérivée.  On  peut  donc  énoncer  le 
théorème  suivant. 

Théorème  II.  —  La  fonction  î{x)  étant  supposée  de  forme  réelle,  l'équa- 
tion 

(,)  f(*)  =  o, 

considérée  comme  déduite  de  la  formule  (27)  ou  (3i)  par  la  supposition 
i  =  /•,  offre  plus  de  racines  développa  Ides  en  séries  convergentes,  ordonnées 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  i,  que  l'équation  dérivée 

.3)  f»  =  o 

//  offre  de  racines  réelles. 

Corollaire.  —  Il  en  résulte  que,  dans  tous  les  cas,  une  racine  au 
moins  de  l'équation  (1),  si  le  degré  n  est  un  nombre  impair,  deux  ra- 
cines, si  le  degré  n  est  un  nombre  pair,  pourront  être  immédiatement 
développées  en  séries  convergentes. 

Les  théorèmes  I  et  II,  ainsi  que  j'en  ai  fait  l'observation  dans  ma 
Lettre  du  if\  février,  sont  du  nombre  de  ceux  auxquels  j'étais  par- 
venu à  Turin.  En  s'appuvant  sur  ces  théorèmes,  on  pourrait  développer 
successivement  en  séries  convergentes  toutes  les  racines  d'une  équa- 
tion donnée  î[x)  =  o.  Car,  après  avoir  développé  une  première  ra- 
cine sc0,  on  pourrait  en  développer  une  seconde  xt  considérée  comme 
racine  de  l'équation 


OC  —  OC  q 

puis  une  troisième  x2,  ...,  et  ainsi  de  suite.  Si  la  racine  x0  devenait 
imaginaire  ou   de  la  forme   a-+-ë\/--i,   alors  î{x)  étant  de  forme 
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réelle,  on  connaîtrait  immédiatement  la  racine  imaginaire  conjuguée 
oc  —  fi\l—  i»  et,  en  nommant  x{  cette  dernière,  on  pourrait  développer 
une  troisième  racine  x.2  considérée  comme  propre  à  vérifier  l'équation 

x"~2  -+-  (x0  +  xK  -+-  ai)x"-3  +.  .  .=  o,     etc. 

On  pourra,  d'ailleurs,  déterminer  les  limites  de  l'erreur  que  l'on  com- 
mettra sur  une  racine  en  réduisant  son  développement  à  un  nombre 
fini  de  termes,  et  réciproquement  déterminer  une  limite  du  nombre 
des  termes  qu'il  faudra  conserver  pour  obtenir  la  valeur  de  chaque  ra- 
cine avec  une  certaine  approximation,  par  exemple  à  ^  près,  N  étant 

un  nombre  entier  quelconque.  Les  problèmes  de  ce  genre  sont  préci- 
sément l'objet  du  nouveau  calcul  que  j'ai  appelé  Calcul  des  limites,  et 
qui  s'applique  même  aux  équations  transcendantes.  (  Voyez  le  Mémoire 
présenté  à  l'Académie  de  Turin,  le  n  octobre  i83i.) 

Je  passe  à  la  démonstration  du  théorème  III,  énoncé  dans  ma  Lettre 
du  24  février. 

Soient  a,  ê  deux  quantités  réelles,  f(a?)  étant  toujours  une  fonction 
entière  de  forme  réelle,  et 


(4o)  x  =  a-\-  §\l —  1 

une  valeur  de  x  propre  à  vérifier  l'équation  (27)  ou  (3i)  pour  une  va- 
leur donnée  réelle  ou  imaginaire  de  i.  Si  l'on  fait  varier  cette  dernière 
par  degrés  insensibles,  en  faisant  croître  son  module,  la  valeur  de  x, 
et  par  suite  celles  de  oc,  ê,  varieront  elles-mêmes  par  degrés  insen- 
sibles; mais  £  ne  pourra  changer  de  signe  avant  que  le  module  de  i 
devienne  supérieur  à  k.  En  effet,  ê  ne  pourra  changer  de  signe  sans 
passer  par  zéro,  c'est-à-dire  sans  que  x  devienne  réel,  et  pour  une  va- 
leur réelle  de  x  l'équation  (27)  ou  (3i)  fournira  un  module  de  /équi- 
valent à  l'expression  (23),  par  conséquent  égal  ou  supérieur  à  k,  sui- 
vant que  x  sera  ou  ne  sera  pas  racine  de  l'équation  (1).  Il  résulte  de 
cette  observation  que,  le  module  de  /venant  à  croître  depuis  la  limite 
zéro  jusqu'à  la  limite  k,  le  coefficient  ê  de  \j  —  1,  dans  une  racine  ima- 
ginaire de  l'équation  (27)  ou  (3i),  ne  pourra  jamais  changer  de  signe, 
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niais  seulement  s'évanouir  pour  i  =  k,  si  l'équation  (i)  a  des  racines 
réelles.  D'ailleurs,  avant  de  se  réunir  dans  un  même  groupe,  deux  ra- 
cines imaginaires  de  l'équation  (i),  dans  lesquelles  les  valeurs  de  ê  ou 
les  coefficients  de  y/--i  se  trouvent  affectés  de  signes  contraires,  doi- 
vent devenir  égales  entre  elles,  ainsi  qu'à  une  valeur  principale  de  x, 
et  par  suite  l'un  de  ces  coefficients  doit  changer  de  signe.  Donc, 
puisque  ce  changement  ne  saurait  avoir  lieu  avant  que  le  module  de  i 
devienne  supérieur  à  k,  nous  devons  conclure  que  les  racines  imagi- 
naires de  l'équation  (27)  ou  (3i),  dans  lesquelles  le  coefficient  de 
\J  —  1  sera  positif,  resteront  séparées  des  racines  imaginaires  dans  les- 
quelles le  coefficient  de  \]  —  1  sera  négatif,  tant  que  l'on  aura 

(40  mod;-</r. 

Alors  chaque  groupe  sera  exclusivement  formé  des  unes  ou  des  autres; 
par  conséquent  la  somme  des  unes,  aussi  bien  que  la  somme  des 
autres,  sera  développable,  avec  la  somme  de  leurs  puissances  entières 
de  degré  quelconque,  suivant  les  puissances  ascendantes  du  para- 
mètre i.  D'ailleurs,  tant  que  la  condition  (4.1)  sera  remplie,  il  est  évi- 
dent que  l'équation  (27)  ou  (3i)  n'admettra  point  de  racines  réelles. 

Lorsque  i  devient  précisément  égal  à  k,  l'équation  (27)  ou  (3i)  se 
réduit  à  l'équation  (1),  et  peut  offrir  des  racines  réelles.  Mais  alors  la 
somme  des  racines,  dans  lesquelles  le  coefficient  de  \]  —  1  avait  un 
signe  déterminé,  ne  pourrait  cesser  d'être  développable  en  série  con- 
vergente, ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i,  qu'autant 
qu'une  valeur  principale  de  i,  correspondante  à  une  valeur  principale 
de  x,  dans  laquelle  ê  s'évanouirait,  c'est-à-dire  à  une  valeur  principale 
et  réelle  de  x,  offrirait  pour  module  le  nombre  k.  Alors  aussi,  l'expres- 
sion (23)  devant  se  réduire  à  k,  on  aurait  à  la  fois 

i{x)  =  o,     f'[x)  =  o, 

et  par  conséquent  l'équation  (1)  admettrait  des  racines  égales,  contre 
l'hypothèse  généralement  admise  dans  ce  qui  précède.  Donc,  en  rêve- 
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nant  à  cette  hypothèse,  nous  pourrons  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  III.  —  La  fonction  î(x)  étant  supposée  réelle  el  entière,  si  l'on 
distribue  les  racines  toutes  imaginaires  de  l'équation  (25)  ou  (29)  en  deux 
suites  distinctes,  la  première  suite  comprenant  les  racines  dans  lesquelles  le 
coefficient  de  \J —  1  est  positif  et  la  seconde  suite,  les  raci/ies  dans  lesquelles 
le  coefficient  de  \J —  1  est  négatif;  les  mêmes  conditions  sont  remplies,  pour 
un  module  de  i  inférieur  à  k,  par  les  racines  de  l'équation  (27)  ou  (3i), 
qui  pourront  être  distribuées  en  deux  nouvelles  suites  correspondu/) (es  aux 
deux  premières,  et  composées  chacune  de  racùies  dans  lesquelles  les  coeffi- 
cients de  y' —  1  seront  tous  et  toujours  affectés  du  même  signe.  Alors  la 
somme  des  termes  de  la  troisième  ou  quatrième  suite,  ainsi  que  la  somme 
de  leurs  puissances  entières  de  degré  quelconque,  sera  dèveloppable  en  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i,  le  premier  terme  de 
fa  série  étant  la  somme  des  termes  de  la  première  ou  de  la  seconde  suite,  ou 
de  leurs  puissances  entières  du  degré  donné.  Si  l'équation  (1)  n'a  point  de 
racines  égales,  les  séries  obtenues  ne  cesseront  pas  d'être  convergentes 
quand  on  posera  i  =  k,  ce  qui  réduira  les  formules  (27)  et  (3i)  à 
l'équation  (1)  elle-même,  et  par  conséquent  l'équation  (1)  pourra  être  dé- 
composée en  deux  autres  dont  les  racines  coïncideront  respectivement  avec 
les  termes  de  la  troisième  suite,  puis  avec  les  termes  de  la  quatrième. 

Corollaire.  —  Parmi  les  racines  réelles  que  peut  admettre  l'équa- 
tion (1),  il  importe  de  savoir  quelles  sont  celles  qui  devront  être  cen- 
sées appartenir  à  la  troisième  suite  ou  à  la  quatrième.  Or,  pour  décider 
cette  question  relativement  à  une  racine  donnée  de  l'équation  (r),  à  la 
racine  a  par  exemple,  il  suffira  de  rechercher  si,  en  considérant  h» 
racine  a  comme  la  limite  vers  laquelle  converge  une  racine  imaginaire 
de  l'équation  (27)  ou  (3i),  tandis  que  le  module  de  i  croît  et  converge 
vers  la  limite  k,  on  doit  supposer  dans  cette  racine  imaginaire  le  coef- 
ficient de  \ '—  1  ou  positif  ou  négatif.  Soit 

(42)  x  =  a  +  d  -+-.$\/—i 

la  racine  imaginaire  dont  il  s'agit,  S,  s  désignant  deux  quantités  réelles. 

OEuvres  de  C .  —  S.  1,  t.  IV.  IO 
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qui  deviennent  infiniment  petites  pour  une  valeur  de  i  infiniment  rap- 
prochée de  k,  et  s'évanouissent  pour  i=  k.  Posons  en  outre 


(43)  f(a  +  ô±EV'-i)  =  D±eEv'-i, 

D,  E  désignant  encore  deux  quantités  réelles.  En  vertu  des  formules 

(  42),  (43),  les  équations  (27)  et  (3i)  donneront 


(44)  i  =  k-heE  —  Ds[- 


(45)  i  =  /f  —  eE  +  Dv'-r, 

la  valeur  de  E  étant 

,  ,(.  E  _  i{a  ■+-  0  +  e  y/-  1  )  —  {{a  -+-  0  —  s  y' 


2  E  y/ —  I 

Donc,  pour  que  la  valeur  de  i  fournie  par  l'équation  (27)  ou  par  l'équa- 
tion (3i)  offre  une  partie  réelle  inférieure  à  k,  et  à  plus  forte  raison 
un  module  inférieur  à  k,  il  sera  nécessaire  que  le  signe  de  e,  ou  du 
coefficient  de  y  —  1  dans  f(œ),  soit  opposé  dans  le  premier  cas,  pareil 
dans  le  second,  au  signe  de  la  quantité  réelle  E  déterminée  par  l'équa- 
tion (4^).  Mais,  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  e  et  à,  cette 
quantité  se  réduit  sensiblement  à 

{'[a -h  S)     ou     f'(a), 

» 

Donc,  les  racines  réelles  de  l'équation  (1)  étant  considérées  comme  des 
limites  vers  lesquelles  convergent  des  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion (27)  ou  (3i),  tandis  que  le  module  de  i  croît  et  converge  vers  la 
limite  /',  le  coefficient  de  \J  —  1,  dans  chacune  de  ces  racines  imagi- 
naires, offrira  un  signe  dépendant  de  celui  que  prendra  la  fonction 
dérivée  f'(a?)  pour  une  valeur  de  x  égale  à  la  racine  réelle  correspon- 
dante de  l'équation  (1),  savoir,  un  signe  opposé  à  celui  de  f'(-a?)  s'il 
s'agit  de  l'équation  (27),  et  un  signe  pareil  à  celui  de  f'(-r)  s'il  s'agit 
de  l'équation  (3i).  En  conséquence,  parmi  les  suites  de  racines  men- 
tionnées dans  le  théorème  précédent,  la  troisième  comprendra  les  ra- 
cines réelles  de  l'équation  (1)  propres  à  fournir  des  valeurs  ou  néga- 
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tives  ou  positives  de  la  fonction  dérivée  f'(x),  et  la  quatrième  les 
racines  réelles  propres  à  fournir  les  valeurs  ou  positives  ou  négatives 
de  f'(jr),  suivant  que  l'équation  (i)  sera  déduite,  par  la  supposition 
i  =  k,  ou  de  la  formule  (27),  ou  de  la  formule  (3i).  D'ailleurs  les  ra- 
cines réelles 

a,  b,  c,  cl,    .  .  . ,  g,  h 

de  l'équation  (1)  étant  rangées  d'après  l'ordre  de  leurs  grandeurs,  lors- 
qu'on reviendra,  en  suivant  l'ordre  inverse,  de  la  dernière  h  à  la  pre- 
mière a,  ces  racines  fourniront  des  valeurs  de  f'(a?)  alternativement 
positives  et  négatives,  la  valeur  f'(/i)  qui  correspond  à  la  dernière 
racine  étant  positive.  En  effet,  la  fonction  f(.r),  qui  s'évanouit  quand 
x  se  réduit  à  l'une  de  ces  racines,  doit  nécessairement,  dans  le  pas- 
sage de  l'une  à  l'autre,  commencer  par  croître  et  finir  par  décroître, 
ou  commencer  par  décroître  et  finir  par  croître.  Mais,  à  partir  du  mo- 
ment où  la  valeur  croissante  de  x  atteint  la  dernière  racine  réelle  h,  il 
faut  que  la  fonction  f(x)  croisse  pour  devenir  positive,  puisque  avec 
son  premier  terme  x"  elle  doit  être  positive  pour  de  très  grandes  va- 
leurs de  x.  D'autre  part,  on  sait  que  la  dérivée  f'(a?)  est  positive  ou 
négative  suivant  que  la  fonction  f(.r)  croit  ou  décroît  pour  des  valeurs 
croissantes  de  x.  Cela  posé,  si  le  nombre  m  des  racines  réelles  a,  b,  c, 

d,   ...,  g,  li  est  impair,  la  fonction  dérivée  i\x)  sera  négative  pour 

m  —  1        .  ,   ,, 

racines  réelles,  savoir 

2 

b,  cl,   . . .,  g, 

m-\-i         ■  ,   ,, 

et  positive  pour  — - —  racines  réelles,  savoir 

a,   c,    .  . .,   h. 

Si,  au  contraire,  le  nombre  ra  est  pair,  la  fonction  f'(a?)  sera  négative 

pour  —  racines  réelles,  savoir 
1  •>. 

a,  c,   .  .  . ,  g, 
et  positive  pour  —  racines  réelles,  savoir 

b,  il,    .  .  . ,   h. 
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Donc,  si  l'on  pose,  pour  une  valeur  impaire  de  m, 

(  {7  )  u  =  [x  —  b)[x~-d)...  [x  —  g), 

(48)  v  =  ( x  —  a){x  —  c).  .  .[x  —  h), 

et  pour  une  valeur  paire  de  m, 

(4-9)  u  =  [x  —  a)[x  —  c).  .  Ax  —  g), 

(  5o  )  v  =  (  x  —  b  )  (  x  —  d  ) . . .  (  x  —  h )  ; 

si  d'ailleurs  on  nomme  U  le  produit  des  facteurs  simples  qu'on  obtient 
en  retranchant  successivement  de  x  les  racines  imaginaires  dans  les- 


quelles le  coefficient  de  \]  —  i  est  négatif,  et  V  le  produit  des  facteurs 
simples  conjugués  aux.  premiers;  la  troisième  et  la  quatrième  des 
suites  mentionnées  dans  le  théorème  précédent  auraient  pour  termes 
les  racines  de  l'équation  (i)  propres  à  vérifier  la  première  et  la  seconde 
des  deux  formules 

(5i)  «0  =  o, 

(5a)  vV  =  o, 

ou  bien  encore  la  première  et  la  seconde  des  deux  formules 

(53)  cO  =  o, 

(54)  uV  =  o, 

suivant  que  l'on  supposera  l'équation  (r)  tirée  de  la  formule  (27)  ou  de 
la  formule  (3i)  par  la  supposition  i=  Je.  D'ailleurs,  les  coefficients  des 
équations  (5i)  ou  (52)  et  (53)  ou  (54)  se  déduiraient  sans  peine  de 
la  somme  des  termes  de  la  troisième  ou  de  la  quatrième  suite,  et 
de  la  somme  de  leurs  puissances  semblables  et  entières  des  divers 
degrés.  Donc  l'équation  (1),  ou 

(55)  aoUV  =  o, 

pourra  être,  en  vertu  du  théorème  III,  décomposée  à  volonté  soit 
dans  les  équations  (5i)  et  (52),  soit  dans  les  équations  (53)  et  (54)- 
Mais,  en  divisant  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  les  premiers 
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membres  des  équations  (5i)  et  (53),  ou  (52)  et  (54),  on  réduira  ces 
équations  à 

56  u  =  o,    c  =  o. 

De  même,  en  divisant  par  leur  pins  grand  commun  diviseur  les  pre- 
miers membres  des  équations  (5i)  et  (54),  ou  (52)  et  (53),  on  réduira 
ces  équations  à 

V  U  =  o,     V  =  o. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  La  fonction  entière  î(x)  étant  réelle,  et  les  racines  de 
l'équation  (i)  inégales  entre  elles,  cette  équation  pourra  toujours  être  dé- 
composée en  quatre  autres,  qui  offrent  seulement  : 

La  première,  les  racines  réelles  pour  lesquelles  f'(a?)  est  négatif; 

La  seconde,  les  racines  réelles  pour  lesquelles  f'(x)  est  positif  ; 

La  troisième,  les  racines  imaginaires  dans  lesquelles  le  coefficient  de 
y]--  i  est  négatif; 

La  quatrième,  les  racines  imaginaires  dans  lesquelles  le  coefficient  d< 
\  —  i  est  positif 

Corollaire.  —  Cette  proposition  coïncide  avec  le  théorème  III  de  ma 
Lettre  du  24  février,  et  lorsqu'on  la  joint  au  théorème  I,  elle  fournit  la 
détermination  complète  des  racines  réelles  d'une  équation  de  degré 
quelconque.  J'ajouterai  que  cette  détermination  peut  encore  être  sim- 
plifiée à  l'aide  des  considérations  suivantes  : 

Soient  s  la  somme  des  racines  de  l'équation  (1),  ou  de  leurs  puis- 
sances semblables  d'un  degré  donné  /,  et 


s  +  iV-i 

la  somme  des  puissances  semblables,  et  de  même  degré,  des  racines 

de  l'équation  (5i), 

*,  S,  T, 

désignant  trois  quantités  réelles.  Il  est  clair  que  les  sommes  des  puis- 
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sances  semblables,  et  du  degré  /,  des  racines  des  quatre  équations  (5i), 

(52),  (53),  (54)  seront  respectivement,  pour  les  équations  (5i)  et  (52), 

(58)  S  +  TV~, 


(  59  )  s  —  S  —  T  y  —  1 

et  pour  les  équations  (53),  (54) 


'60)  i-S  +  Ty'-i, 


(-61)  S-ïv'-i. 

Cela  posé,  si  l'on  retranche  l'expression  (58)  de  l'expression  (60),  la 
différence 

(62)  5--2S 

représentera  évidemment  la  somme  des  puissances  semblables,  et  du 
degré  /,  des  racines  réelles  de  l'équation  (1),  ces  puissances  étant 
prises  avec  le  signe  -+-  ou  avec  le  signe  —  suivant  que  les  racines 
réelles  dont  il  s'agit  vérifieront  l'une  -ou  l'autre  des  formules 

U  =  O,       V  =  o, 

c'est-à-dire  suivant  que  les  valeurs  de  î\oc)  correspondantes  à  ces  ra- 
cines seront  positives  ou  négatives.  On  aura  donc,  pour  des  valeurs 
impaires  de  m, 

(63  )  s  —  2S  =  ^  —  b* 4-  c'-  d*  + . . . -  gt  +  h1, 

et,  pour  des  valeurs  paires  de  m, 

(64)  *-aS  =  -a'+4'-c'  +  (/'-..".-  g1  +  h1. 

Si  le  nombre  /  est  impair,  la  formule  (63)  ou  (64),  dans  laquelle  S  re- 
présente la  somme  d'une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  i  =  k,  fournira,  pour  une  valeur  impaire  de///, 
la  somme  des  puissances  semblables,  et  du  degré  /,  des  ///  racines  de 
l'équation 

65  l  [x  —  a)[x  +  b)  [x  —  c)  [x  4-  d). .  .[x  -+-  g)  (x  —  /i)=  0, 
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ou,  pour  des  valeurs  paires  de  m,  la  somme  des  puissances  semblables, 
et  du  degré  /,  des  m  racines  de  l'équation 

(66)  [x  -+-  a)  [x  —  b)  [x  -f-  c)(x  —  d) . . . (x  -+-  g-)  [x  —  h)  =  o. 

D'ailleurs,  étant  donnée,  pour  une  équation  du  degré  m,  la  somme  des 

puissances  semblables  des  racines   des  degrés  représentés   par    les 

nombres 

i,  3,  5,  7,   . . .,  [im  —  i), 

on  en  tire  aisément,  à  l'aide  de  formules  toutes  linéaires,  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  dedans  le  premier  membre  de  cette 
équation.  On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  suivante  : 

Théorème  Y.  —  La  fonction  f(#)  étant  supposée  entière  et  déforme 
réelle,  et  les  racines  de  l'équation  (i)  inégales  entre  elles,  on  pourra  déter- 
miner immédiatement,  à  l'aide  de  séries  convergentes,  les  coefficients  d'une 
autre  équation  qui  offrirait  seulement  pour  racines  les  racines  réelles  de 
l'équation  (i)  prises  avec  le  signe  -f-  ou  avec  le  signe  —  suivant  qu'elles 
correspondent  à  des  valeurs  positives  ou  négatives  de  f'(.r). 

Corollaire.  —  Le  théorème  V,  joint  au  Ier,  suffit  à  la  détermination 
de  toutes  les  racines  réelles  d'une  équation  de  degré  quelconque.  Je 
me  propose  de  revenir,  dans  une  Note  nouvelle,  sur  cette  détermina- 
tion, d'éclaircir  encore  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  en  montrant  la  mé- 
thode appliquée  à  des  exemples  numériques,  et  d'établir  d'autres  théo- 
rèmes relatifs  à  la  résolution  des  équations.  Parmi  ces  théorèmes,  on 
doit  distinguer  ceux  auxquels  on  est  conduit  lorsque,  dans  les  foi- 
mules  (17),  (18),  (19),  la  valeur  de  u  cesse  d'être  égale  à  ±  - •  On  doit 

surtout  remarquer  le  cas  où  l'on  a  eCTv/_l  =  ±  1.  On  peut  aussi  établir 
facilement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VI.  —  n(,r)  et  xs[x)  désignant  deux/onctions  entières,  la 
première  du  degré  n,  la  seconde  du  degré  m  <  //,  et  dans  lesquelles  les 
coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  x  sont  réduits  èi  l'unité,  supp'o- 
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sons  que  les  racines  réelles  et  finies  des  deux  équations 

(67)  0(a?)  =  o, 

(68)  w[x)  =  o, 

étant  rangées  par  ordre  de  grandeur,  forment  la  suite 

«,  6,  y,   .  . . ,  A,  ;j.,  v. 

En  donnant  à  cette  suite,  pour  termes  extrêmes,  —  go  ,  4-  go  ,  on  ob- 
tiendra celle-ci 

(69)  —  00  ,  a,  ê,  y,    .  ..,  >.,  [j.,  v,  x  ; 

et,  si  l'on  nomme  i  une  quantité  réelle  positive,  deux  termes  de  la  dernière 
suite,  j)/is  consécutivement,  pourront  comprendre  entre  eux  des  racines 
réelles  d'une  seule  des  deux  équations 

(70)  n(x)  —  i  vs[x)  =  o, 

(71)  U(x)  -+-  i  &(x)  —  o. 

Si  l'on  nomme  Ier;  2e,  3e,  ...  intervalle  les  intervalles  compris  entre 
le  ier  et  le  2e  terme,  entre  le  2e  et  le  3e,  entre  le  3e  et  le  4e,  . . .,  les  ra- 
cines réelles  de  l'équation  (70)  ne  pourront  être  renfermées  que  dans 
le  ier,  le  3e,  le  5e,  ...  intervalle,  lorsque  //  —m  sera  pair,  et  dans  le  2e, 
le  4e >  le  6e,  . . .  intervalle,  lorsque  //  —  m  sera  impair.  Ce  sera  l'inverse 
pour  l'équation  (71).  De  plus,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion (70)011(71)  qui  pourront  se  trouver  comprises  dans  l'intervalle 
compris  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (70),  par  exemple 
entre  ê  et  y,  sera  impair  si  ces  deux  termes  sont  racines  réelles,  l'un 
de  l'équation  (67),  l'autre  de  l'équation  (68).  Le  même  nombre  sera 
pair  et  pourra  se  réduire  à  zéro  dans  le  cas  contraire. 

Nota.  —  Lorsque  deux,  trois,  ...  racines  de  l'équation  (70)  ou  (71) 
deviennent  égales,  on  ne  doit  pas  cesser  de  considérer  leur  valeur  com- 
mune comme  représentant  deux,  trois,  ...  termes  de  la  suite  (69). 
Seulement  ces  termes  sont  égaux  entre  eux. 
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14. 


Analyse  mathématique.  -  -  Note  sur  un  théorème  relatif  aux  racines 

des  équations  simultanées. 


C.  R.,  t.  V,  p.  6.  (3  juillet  1837. 


i3  juin  1 83 


/• 


Le  Compte  rendu  de  la  séance  du  i5  mai  1837  (')  contient  une  Note 
de  MM,  Sturm  et  Liouville,  sur  le  théorème  qui  termine  un  Mémoire 
lithographie  à  Turin,  sous  la  date  du  i5  juin  1 833.  Je  regrette  que  ce 
Mémoire  ne  soit  point  parvenu  à  MM.  Sturm  et  Liouville;  ils  y  au- 
raient vu  que  j'étais  complètement  d'accord  avec  eux  sur  l' utilité  de 
résoudre  par  des  principes  élémentaires  les  questions  relatives  à  la 
détermination  du  nombre  des  racines  réelles  ou  imaginaires  des  équa- 
tions. Il  y  a  plus  :  le  but  de  ce  Mémoire  était  précisément  de  montrer 
comment  on  peut  résoudre  directement  de  semblables  questions  sans 
recourir  à  des  formules  de  Calcul  intégral.  Au  reste,  il  était  tout  simple 
qu'en  i833  je  fusse  pénétré  de  cette  pensée,  puisque  déjà  en  i8i3 
c'était  sur  des  principes  élémentaires  que  j'avais  fondé  une  méthode 
pour  déterminer  a  priori  le  nombre  des  racines  réelles  positives  et  le 
nombre  des  racines  réelles  négatives  d'une  équation  de  degré  quel- 
conque. Le  Mémoire  qui  renfermait  cette  méthode,  présenté  à  l'In- 
stitut dans  la  séance  du  17  mai  18  1 3,  et  approuvé  sur  le  rapport  de 
M.  Poisson,  est  précisément  celui  duquel  il  résulte  que,  pour  une 
équation  de  degré  quelconque,  on  peut  toujours  obtenir  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  des  coefficients,  tellement  choisies  que,  si  l'on 
remplace  chacune  d'elles  par  -h  1  quand  elle  est  positive,  par  -  1 
quand  elle  est  négative,  la  somme  des  quantités  4-  1  ou  —  1  ainsi  trou- 
vées est  précisément  égale  au  nombre  des  racines  réelles  comprises 
entre  des  limites  données.  [Voir  le  rapport  de  M.  Poisson,  l'exposé 

1  1  Voir  Comptes  rendus  du  8  mai  i83;,  p.  672  [Œuvres  de-  C,  S.  I,  t.  IV,  p.  .j  >)  cl  du 
i5  mai  1837.  p.  720. 

OEuvrcs  de  C.  —  S.  I,  t.  IV.  I  I 


82  COMPTES   RENDUS  DE  L'ACADÉMIE. 

sommaire  de  la  méthode  imprimée  chez  Mme  Courcier,  avec  la  date  du 
in  mai  1 8 j 3,  et  le  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique.) 


Pressé  par  le  temps,  je  n'ai  pu  développer  la  pensée  qu'expriment  les 
dernières  lignes  de  ce  Mémoire,  et  je  me  suis  vu  obligé  d'omettre  la 
démonstration  du  théorème  VIII.  Ce  théorème,  qu'on  peut  généraliser 
encore,  entraîne  comme  conséquence  les  propositions  sur  le  nombre 
des  racines  imaginaires  énoncées  dans  le  Mémoire  de  i83i,  et,  pour  les 
en  déduire,  il  suffit  de  prendre  pour  ï{x,  y)  et  Y(x,  y)  la  partie  réelle 
et  le  coefficient  de  \J--i  dans  une  fonction  entière  de  la  variable  ima- 


h 


ginaire  x  -h  y  \j —  r . 

Dans  ce  cas,  et  dans  beaucoup  d'autres,  par  exemple,  lorsque  la 
fonction  (ï>(.r,  y)  -/\x,  y)  --  <p(a?,  y)  X(a?f  y)  reste  continue  et  ne  s'é- 
vanouit pas  entre  les  limites  données,  le  théorème  est  exact  et  la  dé- 
monstration que  j'ai  indiquée  subsiste.  Mais  on  peut  se  demander  si 
l'on  doit  conserver  l'énoncé  du  théorème  dans  toute  sa  généralité. 
MM.  Sturm  et  Liouville  se  sont  prononcés  pour  la  négative,  et  ils  ont 
eu  raison.  Ils  ont  fait  l'observation  très  juste  qu'un  examen  attentif 
de  cette  démonstration  même  devait  conduire  à  l'opinion  qu'ils  mani- 
festent; et  j'avouerai  à  ce  sujet  que,  trouvant  cette  démonstration  trop 
peu  développée  dans  ma  Lettre  du  22  avril,  j'avais  entrepris,  dès  le  o.\, 
la  rédaction  d'une  Note  plus  étendue  que  je  nie  proposais  d'adresser  à 
l'Académie;  mais,  arrivé  à  la  treizième  page  de  cette  Note,  je  me  trou- 
vai arrêté  par  quelques  difficultés  qui  me  firent  prendre  le  parti  d'en 
ajourner  l'envoi  jusqu'au  moment  où  l'on  aurait  publié  dans  les  Comptes 
rendus  les  démonstrations  des  autres  théorèmes  relatifs  à  la  résolution 
des  équations,  et  que  j'avais  précédemment  énoncés.  En  conséquence, 
à  peine  rétabli  d'une  indisposition  assez  grave,  je  profitai  des  premiers 
moments  de  loisir  pour  exposer  la  nouvelle  méthode  de  résolution  des 
équations  qui  se  trouve  développée  dans  mes  deux  Lettres  adressées 
a  l'Académie,  sous  les  dates  du  2  et  du  j3  mai.  L'observation  de 
MM.  Sturm  et  Liouville  m'avant  engagé  à  revoir  la  Note  commencée 
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le  24  avril,  j'ai  reconnu  qu'en  vertu  des  principes  mêmes  établis  dans 
cette  Note,  le  théorème  VIII  peut  devenir  inexact  dans  le  cas  où  la 
fonction  ${x,  y)  ^(a?,  y)  —  <p(a?,  y)  X(a?,  y)  s'évanouirait  entre  les 
limites  données,  mais  que,  même  dans  ce  cas,  le  théorème  subsiste 
encore,  s'il  n'existe  point,  entre  les  limites  dont  il  s'agit,  des  valeurs 
réelles  de  x,  y  propres  à  vérifier  simultanément  les  deux  équations 

(A)  $(*,/)  x[x*T)  —  ?(*>/)  x(*V.T)  =  ?>     F(\r,r)  =  o. 

Ainsi,  pour  rectifier  l'énoncé  du  théorème,  il  suffit  d'y  joindre  la 
condition  que  le  système  des  équations  (A)  ne  puisse  être  vérifié  pour 
des  valeurs  réelles  de  ce,  y  comprises  entre  ces  limites.  Alors  en  effet, 
la  démonstration  indiquée  est  applicable,  et  l'on  ne  rencontre  plus  les 
mêmes  difficultés.  Au  reste,  je  me  propose  de  reproduire  dans  une 
autre  Lettre  les  diverses  méthodes  à  l'aide  desquelles  j'étais  parvenu  au 
théorème  VIII,  et  qui  toutes  supposent  implicitement  la  condition  ci- 
dessus  énoncée. 

Quant  à  la  démonstration  élémentaire  que  MM.  Sturm  et  Liouville 
ont  donnée  de  mon  théorème  sur  les  racines  imaginaires,  et  que  je  ne 
connais  pas  encore,  n'ayant  pas  reçu  leur  Mémoire,  quoique  peut-être 
elle  soit  du  nombre  de  celles  qui  se  déduisent  des  principes  que  j'avais 
indiqués  ou  établis,  toutefois,  comme  ils  n'ont  eu  nulle  connaissance 
du  Mémoire  de  i833,  qui  d'ailleurs  ne  renferme  explicitement  ni  cette 
démonstration  ni  même  celle  du  théorème  VIII,  il  est  clair  qu'ils  ont 
tout  le  mérite  de  la  découverte,  et  qu'on  doit  leur  savoir  gré  de  l'avoir 
publiée. 
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15. 

Analyse  mathématique.  —  Note  sur  la  résolution  des  équations  de  degré 

quelconque. 

C  R.,  t.  V,  p.  3oi.  (27  août  i8i;. 

19  août  1837. 

Les  principes  établis  dans  les  différentes  Lettres  que  j'ai  eu  l'hon- 
neur de  transmettre  à  l'Académie  fournissent,  comme  on  l'a  vu,  des 
méthodes  générales  pour  la  résolution  des  équations  de  tous  les  de- 
grés. En  suivant  l'une  de  ces  méthodes,  fondée  sur  le  troisième  théo- 
rème énoncé  dans  ma  Lettre  du  i!\  février,  on  développe  immédia- 
tement chaque  racine  d'une  équation  en  série  convergente,  lorsque 
toutes  les  racines  sont  réelles,  et  l'on  peut  toujours  ramener  la  ques- 
tion a  ce  dernier  cas  en  se  débarrassant,  comme  on  l'a  expliqué,  des 
racines  imaginaires.  Mais  quoique,  sous  le  point  de  vue  théorique, 
cette  méthode  ne  laisse  rien  à  désirer,  il  peut  être  avantageux  de  lui 
substituer,  dans  la  pratique,  l'une  des  autres  méthodes  qui  se  dédui- 
sent des  principes  exposés  dans  mes  diverses  Lettres,  et  en  particulier 
celles  qui  se  fondent  sur  plusieurs  théorèmes  que  je  vais  énoncer  en 
peu  de  mots. 

Considérons  une  équation  du  degré  //.  On  pourra  la  réduire,  même 
d'une  infinité  de  manières,  à  la  forme 

y[x)  —  i, 

'j  x  désignant  une  fonction  entière  ou  fractionnaire,  et  i  un  paramètre 
réel  ou  imaginaire.  Or,  comme  je  l'ai  fait  voir,  la  résolution  de  cette 
équation  pourra  toujours  être  ramenée,  pour  de  très  petites  valeurs 
de  /,  à  la  résolution  de  l'équation  auxiliaire 

cp(.r)  =0, 

et,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  î,  à  la  résolution  de  l'équation 
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auxiliaire 

ç(jr)=i. 

Il  y  a  plus;  si  l'on  nomme  valeurs  principales  de  x  celles  qui  vérifient 

l'équation  dérivée 

9'fx)  =  o, 

sans  vérifier  l'une  des  deux  équations  auxiliaires,  et  modules  princi- 
paux de  i  =  ç(a?)  ceux  qui  répondent  aux  valeurs  principales  de  x, 
toutes  les  racines  de  la  proposée  seront  développables  suivant  les 
puissances  ascendantes  ou  descendantes  du  paramètre  i  lorsque  le 
module  donné  de  ce  paramètre  sera  inférieur  ou  supérieur  à  tous  ses 
modules  principaux.  Enfin,  si  l'on  fait  correspondre  à  chaque  expres- 
sion imaginaire  un  point  situé  dans  un  plan  donné,  en  prenant  la 
partie  réelle  et  le  coefficient  de  y—  i  pour  l'abscisse  et  l'ordonnée  de 
ce  point,  les  expressions  réelles  correspondront  toujours  à  des  points 
situés  sur  l'axe  des  abscisses,  et  les  diverses  valeurs  de  x  propres  à 

résoudre  l'équation 

y(x)  —  i, 

pour  un  module  donné  de  /,  correspondront  à  des  points  situés  sur 
un  système  de  courbes  qui  pourront  être  de  deux  espèces  différentes. 
Nous  avons  nommé  courbes  de  première  espèce  celles  qui  s'élargis- 
sent, et  courbes  de  seconde  espèce  celles  qui  se  rétrécissent,  pour  une 
valeur  croissante  du  module  de  i;  et  nous  avons  fait  voir  que  l'équa- 
tion proposée  peut  toujours  être  décomposée  en  autant  d'équations 
partielles  qu'il  y  a  de  courbes  distinctes.  Or  si,  la  fonction  o(x)  étant 
de  forme  réelle,  on  attribue  au  paramètre  /une  valeur  réelle,  chacune 
des  courbes  traversées  par  l'axe  des  abscisses,  étant  symétrique  par 
rapport  à  cet  axe,  ne  pourra  le  couper  en  plus  de  deux  points,  bois 
le  cas  des  racines  égales.  Donc  alors  chacune  des  équations  partielles 
offrira  au  plus  deux  racines  réelles.  Ainsi  se  trouve  établie  la  propo- 
sition suivante  : 

Théorème  I.  — ■  En  supposant  résolues  1rs  équations  cuir  Maires 

<?(■*■)  =  o,     <p(*)  =  ï, 
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on  peut  généralement  décomposer  une  équation  de  la  forme 

<p(*)  =  i 
en  équations  partielles  dont  chacune  offre  au  plus  deux  racines  réelles. 

Corollaire.  —  Si  la  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles,  elle  sera 
immédiatement  décomposable  en  facteurs  réels  du  premier  ou  du  se- 
cond degré. 

A  ce  théorème  on  peut  en  joindre  plusieurs  autres  dont  je  vais  tran- 
scrire les  énoncés,  me  réservant  d'en  offrir  la  démonstration  dans  une 
autre  Lettre. 

Théorème  II.       Si  l'on  donne  successivement  à  la  fonction  cp  [x)  les  deux 

formes 

k—f\x),     k-hf[x), 

I  x)  désignant  une  fonction  entière  de  forme  réelle,  et  k  une  constante 
réelle  ou  imaginaire  dont  le  module  surpasse  tous  les  modules  principaux 
de  f(x);  si  d'ailleurs  on  suppose  inégales  entre  elles  les  racines  de  l'équa- 
tion 

f[x)  =  o, 

cette  équation,  que  t 'on  pourra  présenter  sous  l'une  quelconque  des  formes 

h  —f{x)  =  /',     k  -+-f(x)  =  i, 

en  donnant  au  paramétre  i  la  valeur  k,  offrira,  sous  l'une  de  ces  formes, 
au  moins  une  racine  développable  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i. 
On  pourra  d'ailleurs,  dans  l'hypothèse  admise,  développer  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  k  les  racines  de  chacune  des  équations  auxiliaires 

k—f{x)  =  o,     k+f(x)  =  o. 

Théorème  III.  -  -  Les  mêmes  choses  étant  admises  que  dans  le  théorème 
précédent,  si  l'on  forme  divers  groupes  avec  les  racines  de  l'équation 

f[x)  =  o, 

présentée  d'abord  sous  la  forme 

k  —f(x)  =  i, 
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puis  sous  la  forme 

*+/(*)  =  !, 

en  composa  ut  charpie  groupe  des  racines  qu'il  est  indispensable  d'ajouter 
entre  elles  pour  obtenir  une  somme  développable  en  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  ])uissances  ascendantes  de  i,  deux  racines  distinctes  ne 
pourront  en  général  se  trouver  réunies  dans  le  premier  cas,  sans  être  sé- 
parées dans  le  second,  ni  réunies  dans  le  second  cas,  sans  être  séparées  dans 
le  premier. 

Corollaire.  —  Après  avoir  développé  toutes  les  racines  de  chacune 

des  équations 

h  —/(*)  =  '".    *+/(•*)  =  '» 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  i,  et  calculé  les  sommes  for- 
mées par  l'addition  des  développements  qu'il  est  nécessaire  d'ajouter 
entre  eux  pour  obtenir  des  séries  convergentes,  il  suffira,  pour  obtenir 
chaque  racine,  de  réunir  entre  elles  plusieurs  de  ces  sommes,  prises 
les  unes  avec  le  signe  -h,  les  autres  avec  le  signe  — . 

Exemple.  —  Si,  l'équation  proposée  ayant  toutes  ses  racines  réelles, 
on  suppose  la  constante  /•  réelle  et  positive,  les  développements  cor- 
respondants aux  racines  réelles  des  équations  auxiliaires  seront  con- 
vergents, ainsi  que  la  somme  des  développements  correspondants  à 
deux  racines  imaginaires  conjuguées.  Cela  posé,  si  l'on  nomme 

a,  b,  c,d,  . .  .,f,g,  l> 

les  racines  réelles  rangées  par  ordre  de  grandeur,  et  si,  n  étant  le  de- 
gré de  l'équation  donnée,  on  suppose  le  premier  terme  de  f{x)  réduit 
à  .*■",  alors,  pour  des  valeurs  paires  de  n,  l'équation  auxiliaire 

f[x)-1,  =0 

fournira  le  moyen  de  calculer  les  racines  a,  h,  avec  les  sommes 

b  +  c,  d-hc,  . . .,  f+g, 
tandis  que  l'équation  auxiliaire 

f[x)-\-h  =o 
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fournira  le  moyen  de  calculer  les  sommes 

a  -+-  b,  c  -+-  ci,    .  .  .,  g  +  h. 

Au  contraire,  si  n  est  impair,  la  première  équation  auxiliaire  fournira 
la  racine  //,  avec  les  sommes  a  -+-  b,  c  -h  d,  . . .,  f-\-  g;  et  la  seconde, 
la  racine  a,  avec  les  sommes  b-\-c,  d-\-e,  .  .  .,  g+h.  Dans  l'une  et 
l'autre  hypothèse,  on  obtiendra  immédiatement  la  plus  petite  et  la 
plus  grande  racine,  les  autres  étant  données  par  les  formules 

b=  (a-\-  b)  —  a,     c  =  [b  -+-  c)  ~  la  -+-  b)  +  a 


16. 

Analyse  mathématique.  Méthode  générale  pour  la  détermination  des 

racines  réelles  des  équations  algébriques  ou  même  transcendantes. 

C.  II.,  i.  V,  p.  T.;.  I  ï  septembre  1837.) 

La  méthode  que  je  vais  exposer  est  tellement  simple  qu'il  y  a  lieu 
de  s'étonner  qu'elle  ne  se  soit  pas  présentée  plus  tôt  à  l'esprit  des 
géomètres.  D'un  autre  côté,  elle  est  tellement  générale  qu'elle  fournit 
immédiatement  des  valeurs  aussi  approchées  qu'on  le  désire  de  toutes 
les  racines  réelles  des  équations  algébriques,  souvent  même  des  équa- 
tions transcendantes.  Enfin  les  approximations  successives  sont,  non 
seulement  très  faciles,  mais  encore  très  rapides,  pour  le  moins  aussi 
rapides  que  dans  la  méthode  newtonienne,  et  il  arrive  bientôt  un  mo- 
ment où  le  nombre  des  chiffres  décimaux  est  plus  ([lie  doublé  à  chaque 
opération  nouvelle.  Tous  ces  avantages  réunis  ne  me  permettent  pas 
de  révoquer  en  doute  la  nouveauté  de  la  méthode,  quoique  je  n'aie 
en  ce  moment  à  ma  disposition  aucun  Ouvrage  écrit  sur  le  même  sujet. 
Mais  ils  sont  tellement  sensibles  que  la  méthode,  une  fois  livrée  au 
public,  ne  pourrait  manquer,  ce  me  semble,  d'être  adoptée  et  mise  en 
pratique  par  tous  les  amis  des  sciences.  Je  commencerai  par  énoncer 
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deux  des  principaux  théorèmes  sur  lesquels  elle  s'appuie;  puis  je  dé- 
duirai de  ces  théorèmes  la  méthode  elle-même. 

Théorème  I .  —  Supposons  que  les  deux  fonctions 

f[x),     F[x), 

étant  l'une  et  l'autre  positives  pour  x  =  a,  restent  finies  et  continues  entre 

les  limites 

x  =  a,     x  =  b, 

et  vérifient  constamment,  dans  cet  intervalle,  la  condition 

f[x)<F(x). 
Si  la  seconde  des  équations 

(')  f[x)  —  o, 

(2)  F(ar)  =  o 

offre  une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre  les  limites  données,  et 
si  Von  nomme  c  celle  de  ces  racines  qui  est  la  plus  voisine  de  la  limite  a, 
l'équation  (i)  offrira  elle-même  une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises, 
non  seulement  entre  les  limites 

a     et     b, 

mais  encore  entre  les  limites  plus  resserrées 

a     et     c. 

Démonstration.  —  En  effet,  dans  l'hypothèse  admise,  la  condition 

/(*)<F(*), 

étant  vérifiée  pour  x  =  c,  en  même  temps  que  l'équation  (2),  donnera 

f(c)<o; 
et,  comme  on  aura  d'ailleurs 

la  fonction  f[x)  passera  du  positif  au  négatif,  tandis  que  la  variable  x 
passera  de  la  valeur  x  =  a  à  la  valeur  x  =  c.  Donc  cette  fonction,  va- 
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riant  dans  l'intervalle  par  degrés  insensibles,  puisqu'elle  reste  con- 
tinue, .s'évanouira  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  c. 

Le  théorème  I,  dans  lequel  on  peut  supposer  à  volonté  b  <  a,  ou 
h  >  a,  entraîne  évidemment  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Soit 

i)  f[x)  =  o 

une  équation  dont  le  premier  membre  reste  fonction  continue  de  oc,  entre 
des  limites  données 

(a)  x  =  x0,     x  =  X^>x(). 

Soient  encore 

xs{x),  ty[x)\    R{x\,  W{x) 

quatre  Jonctions  qui  restent  continues  entre  ces  limites,  et  se  réduisent  à 
des  quantités  affectées  du  même  signe  que  f(x),  les  deu.r  premières  pour 
x  =  x{),  les  deux  dernières  pour  x  =  X.  Supposons  d' ailleurs  qu'entre  les 
limites  données  ces  diverses  fonctions  vérifient  constamment  les  conditions 

,m  w{x)         f"\x)      ^  <\>[x)  * 

(A)  n(.r)   <.f[x)         W(x) 

Uj  /(X)^/(X)  ^/(X)' 

le  signe  <  pouvant  être  remplacé  par  le  signe  =  quand  la  variable  x  se 
réduit,  dans  la  formule  (3),  à  la  limite  .r0,  ou,  dans  la  formule  (4),  à  la 
limite  X .  Enfin  concevons  que,  dans  le  cas  où  des  valeurs  de  x  renfermées 
entre  x0,  X  vérifieraient,  comme  racines,  soit  l'équation  (i),  soit  une  ou 
plusieurs  des  équations  auxiliaires 

(5)  m[x)  =  o, 

(6)  fjM  ù(*)  =  o, 

(7)  n(^)  =  o, 

(8)  Y(jr)  =  o, 

on  nomme 

i  et  E  la  plus  petite  et  la  plus  grande  de  ces  racines,  pour  l'équation  (i), 
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.r(l  -h  [x  la  plus  petite,  pour  l équation  (5), 
cc0  -h  v  la  plus  petite,  pour  l'équation  (G), 
X  —  M  la  plus  grande,  pour  V équation  (7), 
X  —  N  la  plus  grande,  pour  l'équation  (8). 

Si  l'équation  (1)  admet  effectivement  des  racines  réelles  comprises  entre 
les  limites  ac0,  X,  l'existence  de  ces  racines  entraînera  l'existence  des  ra- 
cines 

xq  +  [j.,     X  —  M, 

qui  pourront  être  substituées  avec  avantage  aux  limites  x0,  X,  attendu  que 
l'on  aura 

(9)  ^o+H<t, 

(10)  Z<X-M, 

les  deux  racines  t,  E  pouvant  être  distinctes  ou  se  réduire  à  une  seule.  De 
plus,  l'existence  de  la  racine  x0  -+-  v  entraînera  toujours  l'existence  des 
racines  c,  E  distinctes  ou  non  l'une  de  l'autre,  et  par  suite  des  racines 

x0  -+-  p.,    X  —  M 
qui  vérifieront  la  condition  (10)  ainsi  que  la  suivante-: 

(11)  .r0  +  u-  «<  \  <C  #0  +  v. 

Pareillement  l'existence  de  la  racine  X  —  N  entraînera  toujours  l'exis- 
tence des  racines  c,  Z,  distinctes  ou  non  l'une  de  l'autre,  et  par  suite  des 

racines 

a-o  +  u,     X-M 

qui  vérifieront  la  condition  (())  avec  la  suivante  : 

(12)  X-X<Z<X-M. 

Corollaire  I.  —  Si  la  limite  x0  était  racine  de  l'équation  (1),  elle  de- 
vrait être  pareillement  racine  de  l'équation  (5);  et,  en  excluant  cette 
racine,  on  pourrait  énoncer  encore  le  théorème  II,  pourvu  que  l'on 
remplaçât,  dans  la  formule  (3),  la  quantité /(■*',,)  par/(\r„  -h  s),  t  dési- 
gnant un  nombre  infiniment  petit. 
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Corollaire  IL  —  Si  la  limite  X  était  racine  de  l'équation  (i),  elle  de- 
vrait être  pareillement  racine  de  l'équation  (7);  et  en  excluant  cette 
racine,  on  pourrait  encore  énoncer  le  théorème  II,  pourvu  que  l'on 
remplaçât,  dans  la  formule  (4),  la  quantité /(X)  par/(X  —  e),  1  dési- 
gnant un  nombre  infiniment  petit. 

Corollaire  III.  —  Supposons  la  fonction /(.r)  décomposée  en  deux 
autres 

dont  les  dérivées 

soient,  la  première  toujours  croissante,  et  la  seconde  toujours  décrois- 
sante, pour  des  valeurs  croissantes  de  x,  comprises  entre  les  limites 
données;  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si,  ces  limites  étant  positives, 
et ■  /(oc)  une  fonction  entière,  on  prend  pour  <p(a?)  la  somme  des  termes 
positifs,  et  pour  —  x(x)  Ul  somme  des  termes  négatifs.  En  désignant 
par  a  une  quantité  comprise  entre  les  limites  x0,  X,  ou  même  équiva- 
lente à  l'une  de  ces  limites,  on  aura,  en  vertu  d'une  formule  connue, 

(i3)        <p(af)==<p(a)-t-(a?  —  a)  <p'(«),     x(x)  =  %(«)  +  (*  —  a)  Xfiv)> 

les  quantités  u,  v  étant  renfermées  elles-mêmes  entre  a  et  or,  &  plus 
forte  raison  entre  les  limites  a?0,  X;  puis,  en  ayant  égard  à  l'équation 

identique 

([4)  f(x)  =  ®(x)-x(x), 

on  tirera  des  formules  (i3) 

(.5)  /(*)=/(«)  H- (*-«)[.?'(«) -X»]- 

Comme  on  aura  d'ailleurs,  dans  l'hypothèse  admise, 

(16)  ?'(*»)<  ?'(«)<  ?'(X),     7;(*o)<y»<//(X), 

la  formule  (i5)  donnera 

(•7)  f{x)<f(a)  +  (x-a)[9'(X)-7;(x0)l 

(18)  f[x)  >f[a)  +  (x-  a)[<p'(*0)  -  '/(X)]; 
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puis,  en  divisant  par  /(a)  les  deux  membres  de  celles-ci,  on  trouvera  : 
i°  si  /(a)  est  positif, 

,  ^  CP'(-^O)   Y'(X)    ,  ,        ^     f[x)        ^  P'(X)   -/"[.To)    , 

(<9)      l+T      /(„)        '(»-«)<^f<'  +  T'    V)      "(«-")! 
2"  si  /(«)  est  négatif, 

(„)      ,+  fl    y-(aj         'a;-a»</bl<'+         /(«)         (*-«)■ 
Si  maintenant  on  désigne,  pour  abréger,  par 


i  i 

et     —  ■= 

ce  p 

le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  rapports 

,     .  ?Vo)-y/(X)       9'(X)-X'(xo) 

et  par 

i      i 

A'   E 

le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rapports 


ii 


y'(go)-X'(X)        9-(X)-x'(xn; 


/(X)  /(X) 

on  tirera  de  la  formule  (19)  ou  (20)  :  i°  en  y  remplaçant  a  par  x0, 

(25)  '-^-</I^i<'--s-' 

20  en  y  remplaçant  «  par  X, 

W)  ,  +  -ir-<7[x]<,  +  -]r- 

Comme  les  trois  membres  dont  se  compose  chacune  des  formules  (23  1, 
(24),  sont  trois  fonctions  de  x  qui  offrent  des  valeurs  égales  à  l'unité, 
par  conséquent  affectées  du  môme  signe,  quand  on  pose  x  =  x0  ou 
■r  =  X,  ces  formules  pourront  être  substituées,  dans  le  théorème  II. 
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aux  formules  (3)  et  (4);  et  alors  les  équations  (5),  (6),  (7),  (8),  ré- 
duites aux  suivantes  : 

(,5) 
(»6) 


(27) 


I  — 

X  —  x0 

=  0, 

oc 

I  — 

X  —  x0 

=  0, 

6 

]  + 

x—  X 

A 

=  0, 

1  4- 

x  -  -  X 

=  0, 

(18) 

offriront  pour  les  racines  les  quatre  quantités 

(-29)  x0  -f-  a,     Xo  +  t,     X  —  A,     X  —  B. 

Mais  chacune  de  ces  quantités  ne  pourra  se  confondre  avec  l'une  de 
celles  que  nous  avons  représentées,  dans  le  théorème  II,  par 

(3o)  xo  -+-  /*,     xo  ■+-  v,     X  —  M,     X -- X, 

qu'autant  qu'elle  restera  comprise  entre  les  limites  .r0,  X.  Cela  posé, 
le  théorème  II  entraînera  évidemment  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Soit 

(1)  /(*)=(> 

une  équation  dont  le  premier  membre  /(ce)  reste  fonction  continue  de  x, 
entre  les  limites 

Supposons  d'ailleurs  la  fonction  f[x)  décomposée  en  deux  autres 

<p(ar),     —l[x), 

qui  restent  elles-mêmes  continues  entre  les  limites  données,  et  soient  tou- 
jours la  première  croissante,  la  seconde  décroissante,  tandis  que  l'on  fait 

croître  x  entre  ces  limites.  Enfin,  nommons  —  --  le  plus  petit  et  —  ^  le  plus 

grand  des  rapports 


OL 


9'[x*)-X'(X)t     y'(X)-X'(*o: 
f[xQ)  f[x0) 
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Nommons,  au  contraire,  -r  le  plus  grand  et  ^  le  plus  petit  des  rapports 

y'(-ro)-y'fX)        <p'(X)-/(^0) 
/(X)  '  /(X) 

.SV  l'équation  (i)  o^re  f/es  racines  comprises  entre  les  limites  x0,  X,   les 

quantités 

Xq  -f-  or,     X  —  À 

seront  elles-mêmes  renfermées  entre  ces  limites,  et  comprendront  entre  elles 
toutes  les  racines  dont  il  s'agit.  De  plus,  il  suffira  que  l'une  des  quantités 

x0-hë,     X  —  B 

soit  comprise  entre  les  limites  xu,  X,  pour  que  l'équation  (i)  offre  certaine- 
ment des  racines  renfermées  entre  ces  limites.  Nommons  'i  la  plus  petite, 
et  E  la  plus  grande  de  ces  racines,  les  deux  racines  c,  E  pouvant  quelque- 
fois se  réduire  à  une  seule.  Si  la  quantité  x0  -+-  %  est  comprise  entre  les 
/unîtes  xn,  X,  on  pourra  en  dire  autant  des  quantités  xt)  -hoc,  X  --  A, 
qui  vérifieront  les  conditions 

(3i)  x0  +  a  <<  l  <r0  H-  ê, 

32  )  Z<X  — A; 

et  si  la  quantité  X  —  B  est  comprise  entre  x0,  X,  on  pourra  encore  en  dire 
autant  des  quantités  x{)  -h  x,  X  —  A,  qui  vérifieront  les  conditions 

(33)  xu  -f-  a.  <C  \, 

(34)  X-B<S<X-A. 

Ao/<7.  —  Lorsqu'à  la  formule  (i5)  on  substitue  la  suivante  : 

/(*)  =/(«)  +  (*  -  a)  /'(a)  +  J  (*  -  «)2[?»  -  *»], 

alors  on  obtient  le  théorème  suivant,  analogue  à  celui  qu'on  vient  d'é- 
noncer : 

Théorème  IV.  —  Le  premier  membre  de  l'équation  donnée 
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étant  un  polynôme  en  x  du  degré  n,  supposons  qu'on  cherche  la  racine 
positive  immédiatement  inférieure  à  une  limite  donnée  X.  On  posera 

«=/(X),     P=/'(X),        •        • 

et  l'on  prendra  pour  y  la  moitié  du  résultat  qu'on  obtient  en  écrivant  X 
au  lieu  de  x  dans  la  dérivée  du  second  ordre  de  la  partie  de  f{x)  qui  se 
compose  de  termes  affectés  d'un  signe  opposé  à  celui  de  la  quantité  /"(X); 
puis  on  résoudra  l'équation  du  second  degré 

(34)  a  +  £(x-X)-l-y(x-X)2:=o. 

Si  l'on  nomme  X,  la  plus  petite  racine  de  cette  dernière  équation  et 

X,  X| ,  Xo,  X.-),   . . . 

une  série  de  quantités  dont  la  troisième  se  déduise  de  la  seconde,  la  qua- 
trième de  la  troisième,  etc. . . ,  comme  la  seconde  se  déduit  de  la  première,  la 
racine  cherchée  sera  la  limite  vers  laquelle  convergera  très  rapidement  le 
terme  général  de  cette  série. 

Si  l'on  prenait  pour  X  une  limite  supérieure  à  toutes  les  racines  positives, 
la  méthode  indiquée  ferait  connaître  la  plus  grande  de  ces  racines. 

La  méthode  est  applicable  au  cas  même  où  X  serait  une  racine  positive 
déjà  trouvée,  et  fournirait  alors  la  racine  positive  immédiatement  infé- 
rieure. 

Démonstration.  —  En  conservant  les  notations  du  théorème  III,  et 
supposant  de  plus  x0  =  o,  X  >  o,  on  aura  non  seulement 

o[x)  =  ç(X)  +  "(*  -  X)  9'(X)  +  (-f^  ?'», 

u  étant  compris  entre  x0  et  X,  mais  aussi 

9>)>o,     9"(.M)<cp"(X), 

et  par  suite 

9(*)>9(X)  +  (*-X)?'(X), 

9(*)<9(X)  +  (*-X)  ?'(X)+(-r~aV)V(X), 
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on  trouvera  de  même  pour  des  valeurs  de  x  inférieures  à  X 

x(*)>x(X)  +  (*-x)x'(X)f 

x(^)<z(X)-4-(^-X)y;(X)+(jr^^)2-/:(.r); 
et  comme  on  a  f{x)  =  o(x)  —  i(x),  on  trouvera 

f[x)  >/(X)  +  [x  -  X)  /'(X)  -  (*~aX)V(X), 
/(*)  </(X)  +  (jt  -  X)  /'(X)  +  [X  '"  *>'  y"(X)  ; 

donc,  d'après  le  théorème  II,  la  plus  grande  des  racines  de  la  propo- 
sée inférieures  à  X  sera  surpassée,  si/(X)  est  positif,  par  la  plus  petite 
des  racines  de  l'équation  auxiliaire 

/(X)  +  (x-  X)  /'(X)  -  (*~aX)V(X)  =o; 

et,  si/(X)  est  négatif,  par  la  plus  petite  racine  de  l'équation 

/(X)  +  [x  -  X)  /'(X)  +  (*~X)>  **(*)  =  o. 
Donc,  etc. 

Exemple.  —  Soit  donnée  à  résoudre  l'équation  de  Lagrange 

^:i  —  7^  +  7  =  o, 

et  supposons  que  l'on  cherche  ses  racines  positives.  Comme  on  aura 
(voir  Y  Analyse  algébrique)  x3  -h  7  >>  i^^x*,  les  racines  positives  de  la 
proposée  seront  inférieures  à  la  racine  positive  de  l'équation  auxiliaire 
2\irjxi  =  -jx,  c'est-à-dire  à  j  =  r ,  75.  De  plus  la  formule  (1)  donnera, 
pour  X  —  1,  7"), 

(X3  —  7X  +  7)  +  (3X-  —  '])[x  --  X)  =  0,         x=i,"j...  environ, 

et  pour  X  =  1,7..., 

(X3  —  7X  +  7  )  +  (3X2  -  7 )  {x  -  X)  +  3X(jc  -  X)2  =  0,         x  =  i,38. . .. 

En  posant  de  nouveau  «r  =  1 ,38,  on  trouvera  x  =  1,3569....  En  po- 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  IV.  l3 
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saut  #  =  1,70,  on  trouvera  1,692.  Les  deux  racines  de  la  proposée 
sont  en  effet  i,356q  et  1,692. 

Ajoutons  :  i°que  les  conclusions  précédentes  subsisteront  lors  même 
que  f{x)  sera  une  fonction  transcendante,  si  cette  fonction  est  décom- 
posable  en  deux  parties  9 (a?)  et  yXx)  telles  que  chacune  des  dérivées 
®"{x),  y'\x)  acquerra  des  valeurs  positives  toujours  croissantes  pour  des 
valeurs  positives  de  oc;  20  dans  cette  seconde  méthode  les  équations 
auxiliaires  ne  sont  plus  linéaires,  mais  du  second  degré;  et  aussi  les 
approximations  sont  plus  rapides. 

On  démontre  facilement  que  les  méthodes  de  résolution  des  équa- 
tions que  nous  venons  d'indiquer,  méthodes  applicables  dans  tous  les 
cas,  comprennent,  comme  cas  particulier,  la  méthode  nev\  Ionienne  ; 
de  plus,  pour  que  cette  dernière  fournisse  des  valeurs  de  plus  en  plus 
approchées  des  racines  de  l'équation  f{x)  =  o,  comprises  entre  des 
limites  données  «r  =  œ0,  cc  =  X,  il  faut  et  il  suffit,  en  conservant  les 
notations  précédentes,  que  les  quantités 

9"(*„)-%"(X),     9"(X)-z>o) 

offrent  les  mêmes  signes.  Ce  résultat  si  simple  excitera  sans  doute 
l'attention  des  géomètres. 


17. 

Analyse  mathématique.  —  Détermination  des  racines  réelles  des  équations 

méthode  linéaire. 

C.  R.,  t.  V,  p.  417  (18  septembre  1837). 
(Simple  énoncé.) 
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18. 
Analyse  MATHÉMATIQUE.  —  Détermination  des  racines  réelles  des  équations. 

C.  R.,  t.  V,  p.  58j  (-23  octobre  1837). 

«  M.  Cauchy  adresse  un  Mémoire  sur  l'application  des  fonctions 
nommées  par  M.  Ampère  interpolaires,  à  la  détermination  des  racines 
réelles  des  équations.  » 

Les  propriétés  très  remarquables  de  ces  fonctions  conduisent  à  une 
méthode  nouvelle  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  resserrer  indéfiniment 
les  limites  des  racines  réelles  des  équations,  et  obtenir  de  ces  racines 
des  valeurs  aussi  approchées  que  l'on  voudra. 


19 

Physique  mathématique.  —  Mémoire  sur  les  vibrations  de  l'éther  dans  un 
milieu  ou  dans  le  système  de  deux  milieu  r,  lorsque  la  propagation  de 
la  lumière  s 'effectue  de  la  même  manière  en  tous  sens  autour  de  tout 
axe  parallèle  à  une  droite  donnée. 

C.  R.,  t.  VII,  p.  ;5i  (29  octobre  i838). 

Montrer  comment  les  lois  des  phénomènes  lumineux  peuvent  se  dé- 
duire des  équations  qui  représentent  les  mouvements  vibratoires  d'un 
système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  ré- 
pulsion mutuelles,  tel  est  l'objet  de  divers  Mémoires  que  j'ai  publiés  à 
diverses  époques,  et  en  particulier  du  Mémoire  sur  la  Dispersion,  imprimé 
à  Paris  en  i83o;  de  huit  livraisons  des  Nouveaux  Exercices,  imprimées 
à  Prague,  et  d'un  Mémoire  lithographie  sous  la  date  d'août  i83G.  Ce 
dernier  Mémoire  se  composait  de  deux  Parties.  La  première  offrait  des 
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formules  générales  d'analyse  applicables  à  un  grand  nombre  de  ques- 
tions diverses.  La  seconde  avait  spécialement  pour  objet  l'étude  des 
lois  suivant  lesquelles  se  développent  les  divers  phénomènes  lumineux. 
Les  sept  premiers  paragraphes  de  la  seconde  Partie,  déjà  publiés, 
offrent  lesformules  fondamentales  de  la  théorie  de  la  lumière.  Il  y  est 
successivement  question  des  équations  générales  du  mouvement  de 
l'éther,  des  couleurs,  des  mouvements  qui  deviennent  insensibles  à  de 
très  petites  distances,  ou  des  corps  opaques,  des  formules  générales 
qui  représentent  un  mouvement  vibratoire  quelconque  du  fluide  éthéré, 
des  milieux  où  la  propagation  de  la  lumière  s'effectue  suivant  les 
mêmes  lois  en  tous  sens,  ou  autour  de  tout  axe  parallèle  à  une  droite 
donnée;  enfin,  delà  propagation  des  ondes  planes  dans  les  corps  trans- 
parents. L'impression  du  Mémoire  dont  il  s'agit  a  été  interrompue  par 
des  circonstances  indépendantes  de  ma  volonté.  Mais  les  résultats  que 
devaient  contenir  les  derniers  paragraphes  se  trouvent  déjà  énoncés, 
pour  la  plupart,  soit  dans  les  Nouveaux  Exercices,  soit  dans  diverses 
lettres  adressées  à  MM.  Ampère  et  Libri,  et  publiées  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie.  Je  me  propose  maintenant  de  repro- 
duire successivement  ces  mêmes  résultats,  avec  quelques  développe- 
ments, dans  une  suite  de  Mémoires  dont  j'ai  l'honneur  d'offrir  aujour- 
d'hui le  premier  à  l'Académie.  Je  vais  indiquer  son  objet  en  peu  de 
mots. 

Comme  je  l'ai  dit,  dans  la  première  Partie  du  Mémoire  lithographie, 
d'août  i83G,  on  est  souvent  fort  embarrassé  pour  établir,  dans  les  ques- 
tions de  Physique  mathématique,  les  conditions  relatives  aux  limites 
des  corps  et  aux  surfaces  qui  terminent  des  systèmes  de  molécules  sol- 
licitées par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelles.  Ainsi,  en 
particulier,  si  l'on  considère  des  ondes  sonores,  lumineuses,  etc.,  pro- 
pagées dans  un  corps  élastique,  dans  un  milieu  transparent,  etc.,  on 
pourra  aisément  suivre  la  propagation  du  mouvement  jusqu'à  une  très 
petite  distance  de  la  surface  qui  termine  ce  corps  ou  ce  milieu.  Mais  il 
n'en  sera  plus  de  même  à  l'instant  où  cette  distance  deviendra  compa- 
rable au  rayon  de  la  sphère  d'attraction  ou  de  répulsion  de  deux  mole- 
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cules,  et,  à  partir  de  cet  instant,  les  équations  qui  représentaient  les 
mouvements  vibratoires  dans  l'intérieur  du  corps  ou  du  milieu  pro- 
posé se  trouveront  altérées;  par  conséquent,  les  lois  déduites  de  ces 
équations  cesseront  de  subsister.  Cette  difficulté  se  reproduit  jusque 
dans  la  théorie  de  l'équilibre  d'un  système  de  molécules.  Pour  s'en 
débarrasser,  on  a  généralement  fait  abstraction  de  la  couche  très  mince 
des  molécules  situées  près  de  la  surface  extérieure  du  corps  à  une  dis- 
tance plus  petite  que  le  rayon  de  la  sphère  d'activité  sensible,  et 
appliqué  à  cette  surface  extérieure  les  formules  relatives  à  la  surface 
intérieure  de  la  couche  dont  il  s'agit.  Ainsi,  dans  l'Hydrostatique,  quand 
on  considère  un  liquide  et  Un  fluide  élastique  superposé,  on  admet 
que  la  pression  mesurée,  soit  dans  le  liquide,  soit  dans  le  gaz,  à  une 
très  petite  distance  de  la  surface  du  contact  des  deux  milieux,  ne  dif- 
fère pas  sensiblement  de  la  pression  exercée  en  un  point  de  la  surface 
elle-même.  C'est  encore  ainsi  que,  dans  la  théorie  des  vibrations  des 
corps  élastiques,  après  avoir  calculé  la  pression  intérieure,  pour  des 
points  situés  tout  près  de  la  surface  du  corps,  on  égale  cette  môme 
pression  à  celle  que  supporte  la  surface,  c'est-à-dire  à  zéro,  si  les  expé- 
riences s'exécutent  dans  le  vide,  ou  à  la  pression  atmosphérique,  si 
elles  s'exécutent  dans  l'air.  Toutefois,  il  faut  l'avouer,  cette  égalité 
entre  les  pressions  extérieure  et  intérieure  n'est  point  évidente  par 
elle-même,  et,  si  elle  a  effectivement  lieu,  elle  constitue  un  théorème 
de  Mécanique  qu'il  semble  nécessaire  de  démontrer. 

Lorsque  l'on  parvient  aux  limites  d'un  système  de  molécules,  et  que 
l'on  s'approche  de  la  surface  qui  le  sépare  d'un  autre  système,  il  suffit 
de  parcourir  un  petit  intervalle  pour  que  les  intégrales  des  équations 
d'équilibre  ou  de  mouvement  soient  notablement  modifiées,  et  pour 
que  des  changements  sensibles  s'opèrent,  non  seulement  dans  la  valeur 
de  la  densité,  qui  peut  être  différente  dans  les  deux  milieux,  mais  en- 
core dans  les  valeurs  des  autres  quantités,  telles  que  les  déplacements 
maxima  de  molécules,  les  vitesses  moléculaires,  les  vitesses  des  ondes 
sonores  ou  lumineuses,  etc.  Nous  n'avons  a  priori  nulle  certitude  qu'il 
ne  puisse  en  être  de  même  des  pressions,  et  nous  pouvons  ajouter  que 
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la  théorie  de  la  lumière  indique  des  variations  très  rapides  de  la  pres- 
sion qu'exercent  les  molécules  éthérées  dans  le  voisinage  de  la  surface 
extérieure  d'un  milieu  transparent.  On  voit  donc  combien  il  était  à 
désirer  que  l'on  pût  établir  une  méthode  générale  propre  à  fournir, 
dans  les  questions  de  Physique  mathématique,  les  conditions  relatives 
aux  limites  des  corps.  On  y  parvient,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  en 
suivant  celle  que  j'ai  indiquée  dans  le  §  IV  de  la  première  Partie  de 
mon  Mémoire  lithographie.  Le  Mémoire  que  je  présente  aujourd'hui  à 
l'Académie  renferme  l'application  de  cette  méthode  à  la  théorie  de  la 
lumière,  et  montre  comment  on  en  déduit  les  formules  publiées  dans 
les  Nouveaux  Exercices  et  relatives  à  la  surface  de  séparation  de  deux 
systèmes  de  molécules  éthérées  comprises  dans  deux  milieux  séparés 
par  une  surface  plane.  Pour  simplifier  les  calculs,  je  considère  spécia- 
lement le  cas  où  dans  chacun  des  deux  milieux  la  propagation  de  la 
lumière  s'effectue  de  la  même  manière  en  tous  sens  autour  de  tout  axe 
perpendiculaire  à  la  surface  de  séparation.  D'ailleurs,  le  système  de 
deux  milieux  homogènes  pouvant  être  considéré  comme  un  seul  milieu 
hétérogène,  je  commence  par  reproduire,  dans  le  §  Ier  du  nouveau 
Mémoire,  les  équations  du  mouvement  de  l'éther  dans  un  seul  milieu, 
telles  que  je  les  ai  données  à  la  page  69  du  Mémoire  lithographie,  sa- 
voir, celles  qu'on  obtient  en  supposant  que  la  propagation  du  mouve- 
ment s'effectue  de  la  même  manière  en  tous  sens  autour  de  tout  axe 
parallèle  à  une  droite  donnée.  Je  développe  ensuite  ces  équations  en 
m'arrêtant  à  la  première  approximation  qui  représente  les  mouvements 
auxquels  on  parvient  quand  on  néglige  la  dispersion  ;  puis,  dans  le  §  II, 
j'applique  les  formules  trouvées  dans  le  premier  paragraphe  au  système 
de  deux  milieux  homogènes  séparés  par  une  surface  plane,  et  je  déduis 
de  ces  formules  les  conditions  relatives  à  la  surface  de  séparation.  Ces 
conditions  sont  celles  que  j'ai  indiquées  à  la  page  2o3  des  Nouveaux 
Exercices. 
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20. 

Physique  mathématique.  —  Mémoire  sur  la  propagation  du  mouvement  par 
ondes  planes  dans  un  système  de  molécules  qui  s'attirent  ou  se  repoussent 
à  de  très  petites  distances.  Analogie  de  ces  ondes  avec  celles  dont  la  pro- 
pagation donne  naissance  aux  phénomènes  de  la  polarisation  de  la 
lumière  et  de  la  double  réfraction . 

C.  H.,  t.  VII,  p.  8Gj  (19  novembre  i838). 

Parmi  les  mouvements  que  peut  offrir  un  système  de  molécules 
sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelles,  on 
doit  surtout  remarquer  les  mouvements  vibratoires  périodiques.  Le 
calcul  montre  que  de  semblables  mouvements  peuvent  avoir  lieu  de 
telle  sorte  qu'à  chaque  instant  toutes  les  molécules  situées  dans  l'un 
quelconque  des  plans  perpendiculaires  à  une  droite  donnée  offrent  des 
vitesses  égales  et  dirigées  suivant  des  droites  parallèles.  Il  peut  d'ail- 
leurs arriver  que  Yamplitude  de  chaque  vibration,  c'est-à-dire  la  plus 
grande  distance  à  laquelle  une  molécule  vibrante  s'écarte  de  la  position 
qu'elle  occupait  dans  l'état  d'équilibre,  soit  une  distance  invariable  et 
indépendante  de  la  position  du  plan  perpendiculaire  à  la  droite  donnée, 
ou  bien  que  cette  distance  varie  avec  la  situation  de  ce  même  plan. 
Dans  le  premier  cas,  le  système  de  molécules  que  l'on  considère  peut 
être  divisé  en  tranches,  que  nous  appelons  des  ondes  planes,  par  une 
infinité  de  plans  équidistants,  perpendiculaires  à  la  droite  donnée,  et 
tellement  choisis  que  les  molécules  situées  dans  ces  divers  plans  soient 
toutes  au  même  instant  animées  de  vitesses  égales  et  dirigées  suivant 
des  droites  parallèles.  Alors  l'épaisseur  d'une  tranche  sera  ce  que  nous 
nommons  l'épaisseur  d'une  onde  plane  ou  la  longueur  d'une  ondulation. 
Lorsque  cette  épaisseur  sera  très  petite,  les  deux  plans  qui  termineront 
une  onde  se  confondront  sensiblement  l'un  avec  l'autre  comme  avec 
chacun  des  plans  intermédiaires,  et  l'on  pourra  en  conséquence  nom- 
mer plan  d'une  onde  tout  plan  perpendiculaire  à  la  droite  donnée.  Le 
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calcul  prouve  encore  que  chaque  onde  se  déplace  avec  le  temps,  et  se 
propage  avec  une  vitesse  constante  équivalente  au  quotient  qu'on  ob- 
tient quand  on  divise  l'épaisseur  d'une  onde  par  la  durée  d'une  vibra- 
tion moléculaire.  Cette  durée  est  le  temps  même  qu'emploie  une  molé- 
cule partant  d'une  position  donnée. pour  y  revenir,  en  vertu  de  son 
mouvement  rectiligne  ou  curviligne.  D'ailleurs,  lorsque  la  molécule 
ne  se  meut  pas  suivant  une  droite  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  le 
sens  opposé,  la  courbe  qu'elle  parcourt  est  généralement  une  ellipse, 
dans  laquelle  le  rayon  vecteur,  mené  du  centre  à  la  circonférence, 
décrit  des  aires  proportionnelles  au  temps.  Mais,  si  l'on  considère  deux 
molécules  diverses,  les  deux  rayons  vecteurs  menés  à  ces  deux  molé- 
cules, à  partir  des  centres  des  ellipses  qu'elles  décrivent,  ne  pourront 
être  parallèles  entre  eux  qu'autant  que  la  distance  entre  les  plans 
menés  parallèlement  aux  plans  des  ondes  parles  deux  molécules,  prises 
dans  l'état  de  repos,  serait  un  multiple  de  la  longueur  d'ondulation. 
Du  reste,  l'ellipse  décrite  par  une  molécule  peut  se  réduire  à  un  cercle, 
ou  même  à  une  ligne  droite,  et  alors  on  retrouve  le  mouvement  recti- 
ligne ci-dessus  mentionné.  Enfin,  pour  passer  du  cas  où  l'amplitude 
des  vibrations  est  invariable,  au  cas  où  cette  amplitude  varie  avec  la 
situation  du  plan  de  l'onde,  il  suffit  de  faire  décroître  les  dimensions 
de  l'ellipse  décrite  par  une  molécule,  ainsi  que  les  déplacements  de 
cette  molécule,  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  dans  le 
même  rapport  qu'une  exponentielle  dont  l'exposant  négatif  soit  pro- 
portionnel à  la  distance  qui  sépare  la  molécule  d'un  plan  fixe  mené  par 
l'origine  parallèlement  aux  plans  des  ondes.  Dans  tous  les  cas,  le  carré 
de  la  durée  des  vibrations  moléculaires  se  trouve  lié  à  l'épaisseur  des 
ondes  et  aux  cosinus  des  angles  que  forme  la  perpendiculaire  au  plan 
d'une  onde  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives  par  une  équa- 
tion du  troisième  degré,  dont  les  trois  racines  correspondent  à  trois 
systèmes  d'ondes  parallèles  à  un  même  plan.  Lorsque  certaines  condi- 
tions sont  remplies,  la  propagation  du  mouvement  s'effectue  en  tous 
sens,  suivant  les  mêmes  lois.  Alors  deux  racines  de  l'équation  du  troi- 
sième degré  deviennent  égales  entre  elles;  et  par  suite,  deux  des  trou 
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systèmes  d'ondes  se  réduisent  à  un  seul.  Alors  aussi,  les  vibrations 
rectilignes  des  molécules  seront  comprises  dans  les  plans  des  ondes, 
ou  perpendiculaires  à  ces  plans,  suivant  qu'il  s'agira  des  ondes  corres- 
pondantes à  la  racine  double  ou  à  la  racine  simple  de  l'équation  du 
troisième  degré. 

Il  est  facile  de  reconnaître  l'analogie  des  mouvements  que  nous 
venons  de  décrire  avec  ceux  qu'on  est  obligé  d'attribuer  aux  molé- 
cules du  fluide  lumineux,  ou  de  l'éther,  pour  rendre  compte  de  divers 
phénomènes  que  présente  la  théorie  de  la  lumière,  et,  en  particu- 
lier, de  la  polarisation  et  de  la  double  réfraction.  Si  l'on  considère 
les  formules  obtenues  pour  un  système  de  molécules  qui  s'attirent  ou 
se  repoussent  à  de  très  petites  distances  comme  pouvant  effectivement 
représenter  les  vibrations  des  molécules  éthérées  dans  les  phénomènes 
lumineux,  les  mouvements  elliptiques  ou  circulaires  ci-dessus  men- 
tionnés seront  ceux  que  présente  le  phénomène  de  la  polarisation 
elliptique  ou  circulaire,  tandis  que  la  polarisation  deviendra  rectiligne 
si  les  ellipses  décrites  par  les  molécules  se  réduisent  à  des  lignes  droites. 
De  plus,  les  deux  systèmes  d'ondes  planes,  qui  se  réduisent  à  un  seul 
quand  certaines  conditions  sont  remplies,  seront  les  ondes  planes  ad- 
mises par  Fresnel  dans  les  deux  systèmes  de  rayons  lumineux  que  pré- 
sentent les  cristaux  doués  de  la  double  réfraction,  et  qui  se  réduisent 
à  un  système  unique  dans  les  milieux  doués  de  la  réfraction  simple. 
Ces  considérations  se  trouvent  développées  dans  les  deux  Mémoires 
que  j'ai  l'honneur  d'offrir  aujourd'hui  à  l'Académie.  Le  premier,  déjà 
déposé  sur  le  bureau,  dans  la  séance  du  29  octobre  dernier,  a  pour 
titre  : 

Mémoire  sur  les  lois  de  la  polarisation,  lorsque  la  propagation  de  la 
lumière  s' effectue  par  ondes  planes,  dans  les  milieux;  transparents,  et  dans 
ceux  qui  absorbent  plus  ou  moins  complètement  la  lumière. 

Le  second  a  pour  titre  : 

Mémoire  sur  la  polarisation  rectiligne  et  la  double  réfraction. 

Ce  dernier  Mémoire  est  divisé  en  trois  paragraphes.  Dans  le  premier 
paragraphe,  après  avoir  rappelé  les  formules  qui  représentent  le  mou- 
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vement  de  l'éther  dans  le  cas  où  la  polarisation  est  rectiligne,  je 
cherche  ce  que  deviennent  ces  formules  quand  on  s'arrête  à  l'approxi- 
mation du  premier  ordre,  c'est-à-dire,  quand  on  néglige  la  dispersion. 
Dans  le  second  paragraphe,  je  montre  comment  on  peut  déduire  des 
formules  dont  je  viens  de  parler,  les  axes  optiques  des  milieux  doués 
de  la  double  réfraction.  Enfin,  dans  le  troisième  paragraphe,  j'indique 
une  méthode  très  simple  qui  fournit  immédiatement  l'équation  de  la 
surface  des  ondes.  J'ignore  si  cette  méthode  diffère  ou  non  de  celle 
que  M.  d'Ettingshausen  m'a  dit  avoir  substituée  avec  avantage  à  l'ana- 
lyse dont  je  m'étais  servi  pour  le  même  objet  dans  mes  leçons  au  Col- 
lège de  France  et  dans  mes  Exercices  de  Mathématiques.  J'ajouterai  que 
cet  habile  physicien  m'a  dit  aussi  avoir  déduit  des  formules  indiquées 
sous  le  n°  1 ,  dans  le  premier  Mémoire,  les  lois  de  la  polarisation  dans 
les  corps  transparents. 


21. 

Physique  mathématique.  —  Formules  extraites  des  deux  Mémoires  présentes 

dans  la  séance  du    iç)  novembre. 

C.  R.,  t.  VII,  p.  907  (26  novembre  i838). 

Considérons  un  système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'at- 
traction ou  de  répulsion  mutuelles,  et  soient,  au  bout  du  temps  t, 

les  déplacements  de  la  molécule  m  qui  coïncide  avec  le  point  {oc, y,  z), 
ces  déplacements  étant  mesurés  parallèlement  aux  axes  des  coordonnées 
supposés  rectangulaires  entre  eux.  Les  équations  du  mouvement  par 
ondes  planes  seront  de  la  forme 

(1)     £  —  Acos  (hr—  si  ■+-!),   73  =Bcos  (kr  —  st  ■+■  p),   'C  —  C  cos  (kr  —  st  +  y), 

la  valeur  de  /-étant 

r  =  ax  +  bjr  -\-cz. 
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Dans  ces  équations 

h,  s,  1,  y.,  v,     A,  B,  C,  a,  b,  c 

représentent  des  constantes  dont  les  deux  premières  sont  liées  avec 
l'épaisseur  /d'une  onde  plane,  la  durée  T  des  vibrations  moléculaires, 
et  la  vitesse  de  propagation  <>,  par  les  formules 

tandis  que  les  trois  dernières,  a,  b,  c,  assujetties  à  la  condition 

a2+  b-  +  c-=  i, 

représentent  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  perpendiculaire  au 
plan  d'une  onde  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives.  Par 
suite,  r  désigne  la  distance  de  la  molécule  m  à  un  plan  passant  par 
l'origine,  et  parallèle  aux  plans  des  ondes. 
On  tire  des  équations  (Y 


-  ■/>  l 

[i)  ^  sin(p  —  v)  +  g-  sinfv  —  1)  -+-  -r  s'm(l  —  u)  =  o, 

a  a  l 

et 

(3)         (s)"-  2"S  c  cos(p--v)^  (•è)2=sin2(F-i')J    •••• 

La  courbe  qui  a  pour  coordonnées  les  valeurs  de  ;,  r,,  'C,  déterminées 
par  les  formules  (2),  (3),  est,  en  vertu  de  ces  formules,  une  courbe 
plane  du  second  degré,  et   même  une  ellipse.   Elle  se  réduit  à  une 

droite  lorsqu'on  a 

1  =  p.  =  v. 

Alors,  en  effet,  si   l'on  nomme  us  la  valeur  commune  de  X,  ;;.,  v,  les 
équations  (1)  deviendront 

(4)    1  =  Acos(/rr—  st-hxs),     yj  =  Bcos(/rr—  st-[-m),     Ç=Ccos(kr—st-t-Gi), 

et  l'on  tire  de  ces  dernières 

I      1      I 
A  "'  B  ~~ C 
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II  existe,  entre  les  constantes  contenues  dans  les  équations  (4),  plu- 
sieurs relations  en  vertu  desquelles  on  peut  considérer  k  et  &  comme 
des  fonctions  de  a,  b,  c,  s,  ou  bien  encore  s  et  même  les  deux  rapports 

B      C 

-r  •>   -r-  comme  des  fonctions  de  a,  b,  ù,  k.  Ces  relations  peuvent  être 
\      A  * 

T>  i~l 

réduites  à  trois  formules  qui  déterminent  s  et  les  rapports  ^5  ->  en 
fonctions  des  trois  quantités 

(5)  ha  =  u,         hb  =  v,         kc  =  iv  ; 

et,  pour  obtenir  ces  trois  formules,  il  suffit  de  considérer  la  quantité 

et  les  coefficients  A,  B,  C  comme  exprimant  l'un  des  trois  demi-axes 
d'un  ellipsoïde  et  les  cosinus  des  angles  formés  par  ce  demi-axe  avec 
ceux  des  coordonnées  positives,  l'ellipsoïde  étant  représenté  par 
l'équation 

v  J  '  ôx1       J     ay1  ôz- 

(PK  (PK  d*K 


2r-  tztt,  +  ^zx  âtâz  +  2^ 


dy  dz  ùz  ùx  dx  ôy 

et  I,  K  désignant  deux  fonctions  déterminées  de  u,  v,  w  développables 
en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de 
u,  c,  w.  Si  certaines  conditions  sont  remplies,  les  séries  obtenues  ren- 
fermeront seulement  les  puissances  paires  de  u,  v,  w,  et  alors,  en 
réduisant  les  séries,  ou  du  moins  leurs  parties  variables,  à  leurs  pre- 
miers termes,  savoir  :  le  développement  de  I  aux  termes  du  second 
degré,  et  la  partie  variable  du  développement  de  K  aux  termes  du 
second  degré,  on  verra  l'équation  (6)  se  réduire  à 

\  (Gu24-Ht'2  +  Icv2)(#24-j24-  22)  -\-Lu*x*.-hMv*y*  +  'Sw*z* 

^'     j  4-  P{vz-+-wy)0-  +  Q{wx  +  «;;)2  +  R(u/-+-  vx)i=i, 

(j,  H,  I,  L,  M,  N,  P,  Q,  R  désignant  des  quantités  constantes.  Si  main- 
tenant on  cbercbe  l'équation  qui  détermine  s  en  fonction  de  u,  v,  w, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  Œ  en  fonction  de  a,  b,  c,  on  reconnaîtra 
que  cette  équation  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  s'1  ou  à  &2,  et 


IO 
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peut  être  présentée  sous  l'une  des  formes 

(R]  (p)  (g)  (r)  J_ 

v    ;  5--  AA2       **  — BA-*       «a—  C/f2  "  2PQR5 

l9J  il2  -  A  il2  -  R     '     il2  —  C  '  "  aPQR  ' 

les  valeurs  de  A,  B,  C  étant 

A=(l-2^5  +G^a»+  (R  +  H)62+(.Q  +  I)c2, 

B=(R  +  G)a2  +  (M  —  2^  +  HU2+(P-f-I)c2, 

C  =  (Q+G)«2+(P-f-H)^+fN^-21^  +  Ac2. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  mouvement  se  propage  en  tous  sens 
suivant  les  mêmes  lois  autour  d'un  point  quelconque,  on  a 

(n)  P  =  Q  =  R,     L  =  M=N  =  3P  =  3Q  =  3R, 

et,  par  suite, 

L-2^+G  =  R  +  H  =  Q+I, 

(  R  +  G  =  M  -  a  5j-  +  H  =  P  -f- 1, 

PO 

Q  +  G  =  P  +  H  =  N-2^  +1, 

(.3)  A=B  =  C. 

Alors  l'équation  du  troisième  degré  en  &2,  à  laquelle  on  parvient  en 
faisant  disparaître  les  dénominateurs  dans  la  formule  (9),  fournit  deux 
racines  égales,  c'est-à-dire  deux  valeurs  de  Q.2  égales  entre  elles  et  à 
la  valeur  commune  des  coefficients  A,  1>,  G.  Alors  aussi  on  a 

aA  6R^      _        c-C 

sin  (  [j.  —  v )  "  ~  sin  ( v  —  1)  '  ~  sin  (  1  —  y.  )  ' 

et  l'équation  (2),  réduite  à 

aï  -\-  br,  -\-  c'Ç  =  o, 


® 

2 

22  —  B    l    i22— C 

ii- 

A   '  i 
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montre  que  les  vibrations  des  molécules  sont  comprises  dans  les  plans 
des  ondes.  Lorsque  les  conditions  (n)  sont  remplies,  non  d'une  ma- 
nière rigoureuse,  mais  par  approximation,  les  différences 

Q-P,     R-P,     ... 

ne  sont  plus  rigoureusement  nulles,  mais  très  petites,  et  les  deux 
racines  précédemment  égales  diffèrent  très  peu  de 

A,  B,  C. 

Alors,  pour  chacune  d'elles,  chacun  des  termes  que  renferme  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (9)  acquiert  des  valeurs  très  considérables, 
quand  on  les  compare  au  terme  que  renferme  le  second  membre;  et, 
dans  un  calcul  approximatif,  on  peut  réduire  cette  équation  à 


o, 


ou  même,  puisqu'on  suppose  P,  Q,  R  sensiblement  égaux,  à 

,  a-  b2  c2 

('4)  LÏ^TA  +  W-B  +  iï^C  =  °* 

Il  suffit  que  les  conditions  (12)  soient  remplies  pour  que  les  valeurs 
de  A,  B,  C,  fournies  parles  formules  (10),  deviennent  indépendantes 
de  a,  b,  c,  c'est-à-dire  de  la  direction  du  plan  de  l'onde.  Alors,  si  l'on 
représente  par  £2',  Q!\  Q!",  les  vitesses  de  propagation  des  ondes  paral- 
lèles à  des  axes  coordonnés  dont  l'un  soit  l'axe  des  x,  ou  des  y,  ou 
des  z,  on  aura 

(i5)  Q'2  =  A,        I2,/J=B,        Q'"2=C; 

et,  par  suite,  l'équation  (14)  sera  réduite  à 

1    J  IW^W1  +  12-'  —  i2"2  +  il2  —  il'"2  ~~  °' 

Si  le  plan  d'une  onde  devient  parallèle  à  l'axe  des  z,  on  aura 

c  =  o; 
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et  si  l'on  pose  alors 

a  =  cost, 

les  deux  valeurs  de  Q,2  propres  à  vérifier  l'équation  (16)  seront 

Q2=  QS2,        £22^  £2"2  cos2~  +  12'2  sin2r. 

Ces  deux  valeurs  deviendront  égales  si,  £>'"  étant  comprise  entre  &'  et  G", 
une  droite  perpendiculaire  au  plan  de  l'onde  devient  parallèle  à  l'un 
des  deux  axes  menés  par  l'origine  dans  le  plan  des  xy,  de  manière  ;i 
former  avec  l'axe  des  x  un  des  angles  t  déterminés  par  la  formule 


lang-  =  ±\/  — 


il"2 

12'"- 


Si  la  perpendiculaire  au  plan  d'une  onde,  cessant  d'être  parallèle  à  l'un 
de  ces  axes,  forme  avec  eux  des  angles  représentés  par  i  et  y,  les  deux 
valeurs  de  £l2  tirées  de  la  formule  (16)  deviendront 

(  £22  =  I2"2cos2  »L±i  +  Q'2  sin2  ^±J, 

(.8)  !  .».  /. 

Q2  =  Q"2  cos2  ^ +  12'2  sin2  ^ • 


Les  formules  (18)  sont  précisément  celles  qui  déterminent  la  vitesse 
de  propagation  de  la  lumière,  suivant  une  direction  quelconque,  dans 
un  milieu  doublement  réfringent,  lorsque  ce  milieu  présente  deux  axes 
optiques,  c'est-à-dire  deux  directions  à  chacune  desquelles  le  plan 
d'une  onde  ne  peut  devenir  perpendiculaire  sans  que  les  deux  rayons 
transmis  se  réduisent  à  un  seul.  Donc  l'équation  (iO),  de  laquelle  sont 
tirées  les  formules  (i8),  est  applicable  au  mouvement  du  fluide  lumineux 
dans  un  cristal  à  deux  axes  optiques.  Cette  équation  suppose  que  l'on 
prend  pour  plan  des  x,  y  le  plan  des  deux  axes  optiques,  et  pour  axes 
des  x  et  y  deux  droites  tracées  dans  ce  plan,  de  manière  à  diviser  en 
parties  égales  les  angles  que  les  deux  axes  optiques  forment  entre  eux. 

Considérons  maintenant  une  onde'plane  qui  passe  par  l'origine  quand 
on  suppose  t  =  o.  Cette  onde,  au  bout  d'un  temps  quelconque  /,  aura 


11*2 
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changé  de  place,  et  son  plan  sera  représenté  par  l'équation 
lia)  ax  ■+■  by  -+-  cz  =  Ht. 

Si,  clans  cette  dernière  équation,  l'on  fait  varier  les  cosinus  a,  u,  c, 
assujettis  à  vérifier  la  condition 

{■10)  a2+ôs+c»=i, 

sans  faire  varier  t,  le  plan  de  l'onde  prendra  des  positions  diverses,  en 
demeurant  toujours  tangent  à  une  certaine  surface  qu'on  nomme  la 
surface  des  ondes.  L'équation  de  cette  même  surface  se  déduit  aisément 
des  formules  (18),  (19),  (20),  et  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 


xÀ 


21 


r 


z1 


x -+}■--+- z - 


iï-t- 


x2+y2  +  z- 


12"-/- 


x*+y*-h. 


ir2/2 


En    faisant   disparaître  les  dénominateurs,    et  en   effaçant  le   terme 

■c- +  y- -+  z2)3  qui  se  trouve  alors  dans  les  deux  membres,  on  réduit 

la  formule  (21)  à  l'équation  du  quatrième  degré,  donnée  par  Fresnel. 


22. 

Optique  mathématique.  —  Mémoire  sur  la  réflexion  et  la  réfraction  de  la 
lumière  produites  par  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  doués  de 
la  /(fraction  simple. 

C.  R.,  t.  VII,  p.  953  (3  décembre  i838). 

Dans  le  premier  des  Mémoires  que  j'ai  présentés  depuis  peu  de  temps 
à  l'Académie,  j'ai  donné  les  formules  générales  qui  expriment  les  con- 
ditions relatives  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  dans  les- 
quels vibrent  les  molécules  de  l'éther.  En  appliquant  ces  formules 
générales  à  la  réflexion  et  à  la  réfraction  de  la  lumière,  produites  par 
deux  milieux  que  sépare  une  surface  plane,  et  dont  chacun  est  doué 
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de  la  réfraction  simple,  on  obtient  les  formules  particulières  contenues 
dans  le  nouveau  Mémoire  joint  à  la  présente  Note.  Je  me  propose,  dans 
la  prochaine  séance,  de  donner  un  aperçu  général  des  résultats  qu'elles 
indiquent,  et  je  me  bornerai  pour  l'instant  à  une  observation  qui  me 
paraît  digne  de  l'attention  des  physiciens. 

Lorsque  les  deux  milieux  donnés  sont  transparents,  les  formules  re- 
latives à  la  réflexion  et  à  la  réfraction  renferment  une  constante  réelle 
que  l'on  nomme  Y  indice  de  réfraction,  et  qui  n'est  autre  chose  que  le 
rapport  constant  du  sinus  de  l'angle  d'incidence  au  sinus  de  l'angle  de 
réfraction.  Mais,  lorsque  le  second  milieu  devient  opaque,  cet  indice 
n'existe  plus,  ou,  du  moins,  il  se  trouve  remplacé  par  une  constante 
imaginaire  qui  dépend  de  deux  quantités  réelles.  Donc,  alors,  il  n'y  a 
plus  lieu  de  rechercher  ce  qu'on  nomme  Vindice  de  réfraction  da  corps 
opaque,  et  l'on  doit  à  la  recherche  de  cet  indice  substituer  la  recherche 
des  deux  quantités  réelles  dont  je  viens  de  parler.  Mon  Mémoire  of- 
frira plusieurs  exemples  de  la  détermination  de  ces  deux  quantités. 
Au  reste,  les  formules  que  j'ai  obtenues  s'accordent  d'une  manière 
remarquable,  ainsi  que  je  l'expliquerai  dans  la  prochaine  séance,  avec 
les  expériences  des  physiciens. 


23. 

Optique  mathématique.  —  Mémoire  sur  la  réflexion  et  la  réfraction 

de  la  lumière. 

C  H.,  t.  VII,  p.  98J  (io  décembre  i838). 

Première  partie.   —   Considérations  générales. 

Pour  faire  bien  comprendre  l'explication  des  phénomènes  que  pro- 
duisent la  réflexion  et  la  réfraction  de  la  lumière,  il  ne  sera  pas  inutile 
de  présenter  d'abord  quelques  considérations  générales  sur  les  mou- 
vements vibratoires  et  périodiques  d'un  système  de  points  matériels. 

OEuvresdeC.  —  S.  I,  t.  IV.  l5 
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Considérons  un  système  de  molécules  ou  points  matériels  très  peu 
écartés  de  leurs  positions  d'équilibre  stable,  et  sollicités  par  des  forces 
qui  tendent  sans  cesse  à  les  y  ramener,  telles  que  les  poids  de  ces  molé- 
cules, ou  bien  encore  les  actions  attractives  ou  répulsives  des  unes  sur 
les  autres.  Chaque  molécule  oscillera  autour  de  la  position  qu'elle  oc- 
cupait dans  l'état  d'équilibre  du  système,  et  les  lois  du  mouvement 
seront  d'autant  plus  faciles  à  reconnaître  que  les  déplacements  des 
molécules  seront  plus  petits.  Concevons,  en  effet,  que  les  différents 
points  du  système  soient  rapportés  à  trois  axes  coordonnés  rectangu- 
laires entre  eux.  Les  équations  du  mouvement  d'une  molécule  seront 
trois  équations  différentielles,  ou,  plus  généralement,  trois  équations 
aux  différences  mêlées,  qui  devront  servir  à  déterminer,  au  bout  d'un 
temps  quelconque,  les  trois  déplacements  de  la  molécule  mesurés 
parallèlement  aux  axes,  en  fonction  des  quatre  variables  indépendantes, 
c'est-à-dire  en  fonction  des  coordonnées  et  du  temps.  Or,  en  considé- 
rant les  trois  déplacements  dont  il  s'agit,  ainsi  que  leurs  différences 
finies  et  leurs  différentielles  ou  dérivées,  comme  des  quantités  infini- 
ment petites  du  premier  ordre,  et  négligeant  les  infiniment  petits  du 
second  ordre,  on  devra,  dans  les  trois  équations  du  mouvement,  con- 
server seulement  les  premières  puissances  de  ces  déplacements  et  de 
ces  différences  finies  ou  dérivées.  On  verra  ainsi  les  trois  équations  du 
mouvement  se  réduire  à  trois  équations  plus  simples  qui  seront  du 
genre  de  celles  qu'on  nomme  linéaires,  et  qui  seront  vérifiées  d'autant 
plus  exactement  que  les  déplacements  des  molécules  seront  plus  petits. 
C'est  ce  que  nous  exprimerons  en  disant  que  les  trois  nouvelles  équa- 
tions représentent  les  mouvements  infiniment  pet  ils  du  système  de  points 
matériels  donné. 

Puisque  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  d'un  sys- 
tème de  points  matériels  sont  linéaires,  lorsqu'on  connaît  plusieurs 
intégrales  particulières  de  ces  mêmes  équations,  il  suffira  de  combiner 
par  voie  d'addition  les  intégrales  connues  pour  en  obtenir  d'autres. 
Donc,  étant  donnés  plusieurs  mouvements  infiniment  petits  que  pour- 
rait prendre  un  système  de  points  matériels  soumis  à  l'action  de  cer- 
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taines  forces,  si  dans  chacun  de  ces  mouvements  on  mesure  le  dépla- 
cement des  molécules  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  un  nouveau 
mouvement,  dans  lequel  chaque  déplacement  aurait  pour  valeur  la 
somme  de  ses  valeurs  relatives  aux  mouvements  donnés,  sera  encore 
un  des  mouvements  infiniment  petits  que  le  système  de  points  maté- 
riels est  susceptihle  d'acquérir.  On  dit  alors  que  le  nouveau  mouve- 
ment résulte  de  la  super-position  de  tous  les  autres.  On  a  des  exemples 
de  cette  superposition  dans  la  théorie  des  ondes  liquides  et  dans  la 
théorie  du  son.  Ainsi,  en  particulier,  lorsque  la  surface  d'une  eau  tran- 
quille a  été  déprimée  en  plusieurs  lieux  par  l'immersion  simultanée 
de  corps  très  petits,  le  liquide  s'élève  en  chaque  point  au-dessus  de 
son  niveau  naturel  à  une  hauteur  représentée  par  la  somme  des  hauteurs 
des  ondes  que  produiraient  les  immersions  des  divers  corps  considérés 
isolément;  et,  lorsque  plusieurs  sons  se  font  entendre  à  la  fois,  le 
déplacement  de  chaque  molécule  d'air,  mesuré  parallèlement  à  un  axe 
fixe,  est  la  somme  des  déplacements  que  pourraient  produire  les  divers 
sons,  pris  chacun  à  part. 

Ce  n'est  pas  tout.  Puisque  les  trois  équations  des  mouvements  infi- 
niment petits  d'un  système  de  points  matériels  sont  linéaires,  les 
valeurs  qu'elles  fournissent,  pour  les  déplacements  d'une  molécule 
mesurés  parallèlement  aux  trois  axes  coordonnés,  sont  les  parties  réelles 
de  trois  variahles  imaginaires  qui  vérifient  trois  autres  équations  de 
même  forme.  Si  d'ailleurs  les  trois  premières  équations  sont  indépen- 
dantes de  la  position  de  l'origine  des  coordonnées,  en  sorte  qu'elles 
ne  se  trouvent  pas  altérées  quand  on  transporte  cette  origine  d'un 
point  à  un  autre,  la  manière  la  plus  simple  de  vérifier  les  trois  nouvelles 
équations  sera  de  supposer  les  trois  variahles  imaginaires  respective- 
ment égales  aux  produits  de  trois  constantes  imaginaires  par  une 
même  exponentielle  dont  l'exposant  imaginaire  et  variable  se  réduise 
à  une  fonction  linéaire  des  coordonnées  et  du  temps.  Nous  appellerons 
mouvement  simple  ou  élémentaire  le  mouvement  infiniment  petit  qu'on 
obtient  dans  une  semblable  hypothèse.  Cela  posé,  comme  une  fonction 
quelconque  de  plusieurs  variables  peut  être  représentée  par  la  somme 
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d'un  nombre  fini  on  infini  de  termes  respectivement  proportionnels  à 
des  exponentielles  dont  les  exposants  soient  des  fonctions  linéaires, 
réelles  on  imaginaires,  de  ces  mêmes  variables,  il  est  clair  qu'un  mou- 
vement infiniment  petit  d'un  système  de  points  matériels  donné  sera 
toujours  un  mouvement  simple,  ou  du  moins  un  mouvement  résul- 
tant de  la  superposition  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  mouvements 
simples. 

Dans  toute  expression  imaginaire,  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de 
y/—  i  sont,  comme  on  le  sait,  les  produits  respectifs  d'une  quantité 
réelle  et  positive  qu'on  nomme  le  module  parle  sinus  et  le  cosinus  d'un 
certain  arc  ou  angle  que  nous  appellerons  Y  argument.  D'autre  part, 
l'exponentielle  à  laquelle  restent  proportionnelles  les  trois  variables 
imaginaires,  dont  les  déplacements  d'une  molécule  dans  un  mouve- 
ment simple  sont  les  parties  réelles,  peut  être  regardée  comme  ayant 
pour  base  la  base  même  des  logarithmes  népériens,  et  pour  exposant 
nue  fonction  linéaire  du  temps  et  des  trois  coordonnées  sans  terme 
constant,  par  conséquent,  un  polynôme  composé  de  quatre  termes 
respectivement  proportionnels  à  ces  quatre  variables  indépendantes.  Ce 
polynôme,  dont  les  coefficients  resteront  en  général  imaginaires,  sera 
pour  cette  raison  décomposable  en  deux  parties,  l'une  réelle,  l'autre 
équivalente  au  produit  de  \j  —  i  par  un  facteur  réel.  Or  ce  facteur, 
qui  sera  lui-même  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes, 
sans  terme  constant,  est  précisément  l'arc  ou  l'angle  qui  servent  d'ar- 
gument à  l'exponentielle  imaginaire  dont  nous  avons  parlé.  Cet  argu- 
ment et  le  module  de  cette  exponentielle,  c'est-à-dire  la  quantité  posi- 
tive en  laquelle  elle  se  transforme  quand  on  réduit  l'exposant  imaginaire 
à  sa  partie  réelle,  sont  ce  que  nous  appellerons  Vargument  et  le  module 
du  mouvement  simple.  Si  l'on  multiplie  le  module  par  le  cosinus  de 
l'argument,  l'expression  ainsi  obtenue  sera  la  partie  réelle  de  l'expo- 
nentielle imaginaire;  et,  pour  déduire  de  cette  expression  le  déplace- 
ment d'une  molécule,  mesuré  parallèlement  à  un  axe  fixe,  par  exemple 
à  l'un  des  axes  coordonnés,  il  suffira  d'y  substituer  au  module  du 
mouvement  simple  le  produit  de  ce  module  par  un  coefficient  constant 
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relatif  à  cet  axe,  puis  à  l'argument  du  mouvement  simple  la  somme 
faite  de  cet  argument  et  d'un  angle  constant  que  nous  nommerons 
paramétre  angulaire.  D'ailleurs  le  coefficient  du  module  et  le  paramètre 
angulaire  ajouté  à  l'argument  ne  seront  pas  nécessairement  les  mêmes 
dans  les  trois  déplacements  d'une  molécule  mesurés  parallèlement  aux 
trois  axes  coordonnés,  et  pourront  en  général  changer  de  valeur  quand 
on  passera  d'un  axe  à  l'autre. 

Les  principaux  caractères  d'un  mouvement  simple  se  déduisent  aisé- 
ment de  la  considération  de  l'exponentielle  imaginaire  ci-dessus  men- 
tionnée, par  conséquent  de  la  considération  de  son  argument  et  de  son 
module,  c'est-à-dire  de  l'argument  et  du  module  du  mouvement  simple  ; 
et  d'abord  si  l'on  élimine  l'argument  et  le  module  dont  il  s'agit  entre 
les  trois  équations  finies  qui  déterminent  les  déplacements  d'une  molé- 
cule, mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  on  obtiendra  entre 
ces  déplacements  une  équation  du  premier  degré  dont  les  coefficients 
seront  indépendants  de  la  position  de  la  molécule.  Donc  la  courbe 
décrite  par  chaque  molécule  sera  une  courbe  plane,  dont  le  plan  res- 
tera constamment  parallèle  à  un  plan  invariable  que  l'on  pourra  faire 
passer  par  l'origine  des  coordonnées.  D'autre  part,  l'argument  du  mou- 
vement simple  étant  une  fonction  linéaire  des  quatre  variables  indépen- 
dantes, acquerra  constamment  la  même  valeur  en  tous  les  points  d'un 
plan  quelconque  parallèle  à  un  second  plan  invariable  dont  on  formera 
l'équation  en  égalant  cet  argument  à  zéro,  pour  une  valeur  nulle  du 
temps,  c'est-à-dire  à  l'origine  du  mouvement.  Enfin,  l'exposant  réel  de 
l'exponentielle  qui  représente  le  module  du  mouvement  simple,  étant 
lui-même  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes,  acquerra 
la  même  valeur  en  tous  les  points  d'un  plan  quelconque  parallèle  à  un 
troisième  plan  invariable  dont  on  formera  l'équation  en  égalant  cet  expo- 
sant à  zéro  pour  une  valeur  nulle  du  temps.  Donc,  dans  un  mouvement 
simple,  l'argument  et  le  module,  par  conséquent  les  déplacements 
moléculaires  qui  en  dépendent  et  les  vitesses  de  vibration  seront  les 
mêmes,  à  chaque  instant,  pour  toutes  les  molécules  situées  sur  la 
droite   d'intersection  de  deux  plans  parallèles,   l'un  au  second   plan 
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invariable,  l'autre  au  troisième,  ou,  ce  qui -revient  au  même,  pour 
toutes  les  molécules  situées  sur  une  droite  parallèle  à  la  ligne  d'inter- 
section du  second  plan  invariable  et  du  troisième. 

Il  est  important  d'observer  que,  dans  l'argument  d'un  mouvement 
simple,  ou  dans  l'exposant  de  l'exponentielle  qui  représente  son  mo- 
dule, la  somme  des  trois  termes  respectivement  proportionnels  aux 
trois  coordonnées  sera  toujours  le  produit  de  la  distance  d'une  molé- 
cule au  second  plan  invariable  ou  au  troisième  par  un  coefficient  égal, 
au  signe  près,  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  coefficients 
des  coordonnées  dans  ces  mêmes  termes.  Donc  cet  argument  et  cet 
exposant  pourront  être  en  définitive  considérés  comme  deux  binômes 
composés  chacun  de  deux  parties  proportionnelles,  l'une  au  temps, 
l'autre  à  la  distance  qui  sépare  une  molécule  du  second  plan  invariable 
ou  du  troisième.  D'ailleurs,  l'angle  dont  le  cosinus  entre  comme  fac- 
teur dans  l'expression  de  l'un  quelconque  des  trois  déplacements  molé- 
culaires n'étant  autre  chose  que  l'argument  même  augmenté  d'un 
paramètre  constant,  les  valeurs  de  l'argument  pour  lesquelles  ce  co- 
sinus, et  par  suite  le  déplacement,  s'évanouiront,  seront  des  valeurs 
équidistantes  qui  formeront  une  progression  géométrique  dont  la  raison 
sera  la  demi-circonférence  ou  le  nombre  t..  Enfin,  pour  obtenir  ces 
valeurs  équidistantes,  il  suffira  évidemment  de  faire  varier  successive- 
ment de  quantités  égales  entre  elles,  soit  le  temps,  soit  la  distance 
qui  sépare  une.  molécule  du  plan  invariable.  Donc  les  déplacements 
moléculaires,  mesurés  parallèlement  à  l'un  des  axes  coordonnés,  s'éva- 
nouiront pour  une  même  molécule,  après  des  intervalles  de  temps 
égaux,  chaque  intervalle  étant  le  rapport  du  nombre  t.  à  la  constante 
qui  représente  le  coefficient  du  temps  dans  l'argument,  et  s'évanoui- 
ront, à  un  même  instant,  pour  toutes  les  molécules  situées  dans  des  plans 
parallèles  équidistants,  l'intervalle  compris  entre  deux  plans  consécu- 
tifs étant  le  rapport  du  nombre  77  à  la  constante  qui,  dans  l'argument, 
représente  le  coefficient  de  la  distance  d'une  molécule  au  second  plan 
invariable.  Observons  d'ailleurs  que  ces  intervalles  de  temps,  ou  ces 
intervalles  compris  entre  les  plans  parallèles,  seront  de  deux  espèces, 
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chaque  intervalle  pouvant  répondre  à  une  valeur  positive  ou  négative 
du  cosinus  que  l'on  considère,  par  conséquent  à  un  déplacement 
moléculaire  effectué  dans  le  sens  des  coordonnées  positives  ou  néga- 
tives. La  somme  faite  de  deux  intervalles  contigus,  de  première  et  de 
seconde  espèce,  composera  un  intervalle  double  après  lequel  le  cosinus 
reprendra  successivement  toutes  les  valeurs  qu'il  avait  d'abord  acquises. 
Cet  intervalle  double  aura  pour  mesure  le  rapport  d'une  circonférence 
entière  ou  du  nombre  2-  à  la  constante  qui,  dans  l'argument,  repré- 
sente le  coefficient  du  temps  ou  de  la  distance  d'une  molécule  au 
second  plan  invariable;  et  il  exprimera,  dans  le  premier  cas,  la  durée 
invariable  des  vibrations  ou  oscillations  moléculaires  mesurées  parallè- 
lement à  un  axe  fixe,  dans  le  second  cas,  la  double  épaisseur  des 
tranches  qu'on  formera  dans  le  système  de  molécules  donné  en  coupant 
ce  système  à  un  instant  donné  par  des  plans  parallèles  qui  renferment 
les  molécules  dont  le  déplacement,  mesuré  parallèlement  à  un  axe  fixe, 
s'évanouit.  La  réunion  de  deux  tranches  contiguës,  par  conséquent  de 
deux  tranches  qui  renfermeront  des  molécules  déplacées  en  sens  in- 
verses, formera  ce  que  nous  appellerons  une  onde  plane,  et  la  double 
épaisseur  d'une  tranche  sera  précisément  ce  que  nous  nommerons 
X épaisseur  d'une  onde,  ou  la  longueur  d'une  ondulation.  Cette  épaisseur 
restera  la  même,  ainsi  que  la  durée  des  vibrations,  quel  que  soit  l'axe 
fixe  parallèlement  auquel  se  mesurent  les  vibrations  des  molécules. 
D'ailleurs,  le  temps  venant  à  croître,  chaque  onde  se  déplacera  dans 
l'espace  avec  les  plans  parallèles  qui  la  terminent,  et  sa  vitesse  de  pro- 
pagation ou  de  déplacement  sera  évidemment  le  rapport  entre  les  deux 
constantes  qui  représentent,  dans  l'argument,  les  coefficients  du  temps 
et  de  la  distance  d'une  molécule  au  second  plan  invariable;  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  cette  vitesse  de  propagation  sera  le  rapport  entre 
l'épaisseur  d'une  onde  plane  et  la  durée  d'une  vibration  mesurée  paral- 
lèlement à  un  axe  fixe. 

Considérons  maintenant  l'exponentielle  qui  représente  le  module 
d'un  mouvement  simple.  Il  peut  arriver  que,  dans  cette  exponentielle, 
ou  plutôt  dans  son  exposant,  le  coefficient  du  temps,  ou  bien  encore 
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le  coefficient  de  la  distance  d'une  molécule  au  troisième  plan  inva- 
riable, s'évanouisse.  Dans  le  premier  cas,  le  module  ne  dépendant  plus 
du  temps,  les  trois  déplacements  d'une  molécule,  mesurés  parallèle- 
ment aux  axes  coordonnés,  reprendront  périodiquement  les  mêmes 
valeurs  après  des  intervalles  de  temps  égaux  entre  eux  et  à  la  durée 
d'une  vibration  moléculaire.  Pour  cette  raison,  le  mouvement  simple 
pourra  être  alors  désigné  sous  le  nom  de  mouvement  périodique  durable 
ou  persistant.  Alors  aussi  la  courbe  décrite  par  chaque  molécule  sera 
une  courbe  fermée  et  rentrante  sur  elle-même.  Dans  le  second  cas,  le 
module  deviendra  indépendant  de  la  position  d'une  molécule  dans  le 
système  de  points  matériels  donné;  par  conséquent,  la  courbe  décrite 
par  chaque  molécule  dépendra  uniquement  de  sa  distance  au  second 
plan  invariable,  et  n'éprouvera  aucune  altération  quand  on  fera  croître 
ou  diminuer  cette  distance  de  l'épaisseur  d'une  onde  plane  ou  d'un 
multiple  de  cette  épaisseur.  Si,  dans  l'exposant  du  module,  le  coeffi- 
cient du  temps  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  alors,  le  temps  venant  à  croître, 
les  déplacements  d'une  molécule,  mesurés  parallèlement  à  des  axes 
iixes,  ne  pourront  demeurer  très  petits  qu'autant  que  ce  même  coeffi- 
cient sera  négatif,  et,  dans  cette  hypothèse,  le  mouvement  simple,  loin 
d'être  un  mouvement  durable  et  persistant,  sera  au  contraire  un  mou- 
vement qui  tendra  sans  cesse  à  s'éteindre,  et  dans  lequel  chaque  molé- 
cule s'approchera  indéfiniment  de  la  position  qu'elle  occupait  dans 
l'état  d'équilibre  du  système,  en  décrivant  une  spirale  autour  d'elle. 
Enfin,  si,  dans  l'exposant  du  module,  le  coefficient  de  la  distance  d'une 
molécule  au  troisième  plan  invariable  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  alors, 
tandis  qu'on  s'éloignera  de  ce  troisième  plan  dans  un  certain  sens,  on 
verra  décroître  indéfiniment,  et  au  delà  de  toute  limite,  les  déplace- 
ments des  molécules,  d'où  il  résulte  qu'à  une  distance  considérable  du 
troisième  plan,  le  système  sera  sensiblement  au  repos. 

Lorsque,  dans  l'exposant  du  module,  le  coefficient  du  temps  et  le 
coefficient  de  la  distance  d'une  molécule  au  troisième  plan  invariable 
s'évanouissent  à  la  fois,  le  module  se  réduit  à  l'unité.  Alors  la  courbe 
décrite  par  chaque  molécule  est  généralement  une  ellipse,  et,  dans 
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cette  ellipse,  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  à  la  molécule  trace  des 
aires  proportionnelles  au  temps.  De  plus,  les  ellipses  correspondantes 
aux  diverses  molécules  sont  toutes  parallèles  les  unes  aux  autres,  et 
décrites  par  ces  molécules  en  des  temps  égaux  dont  chacun  est  la 
durée  d'une  vibration  moléculaire.  Enfin  le  rayon  vecteur,  mené  du 
centre  d'une  ellipse  à  la  molécule  qui  la  décrit,  reste  parallèle  à  lui- 
même  et  dirigé  dans  le  même  sens,  quand  on  fait  varier  la  distance 
de  la  molécule  au  second  plan  invariable,  ou  de  l'épaisseur  d'une  onde 
plane,  ou  d'un  multiple  de  cette  épaisseur. 

Chaque  molécule  décrivant  une  ellipse  dans  le  cas  où  le  module  se 
réduit  à  l'unité,  nous  désignerons  alors  le  mouvement  simple  sous  le 
nom  de  mouvement  elliptique.  Au  reste,  il  peut  arriver  que  l'ellipse  dé- 
crite se  réduise  à  un  cercle  ou  à  une  ligne  droite.  Alors  le  mouve- 
ment deviendra  circulaire  ou  rectiligne.  Ajoutons  que  chaque  molécule 
décrira  toujours  une  droite,  et  qu'en  conséquence  le  mouvement  de- 
viendra rectiligne,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  constante  ou 
variable  du  module,  si,  dans  les  expressions  des  déplacements  mesurés 
parallèlement  aux  axes,  les  trois  paramètres  angulaires  deviennent 
égaux  entre  eux. 

Il  peut  arriver  que,  dans  une  question  de  Physique  mathématique, 
les  trois  variables  principales  qui  expriment  les  trois  déplacements 
d'une  molécule  mesurés  parallèlement  aux  axes  se  trouvent  séparées, 
c'est-à-dire  que  chacune  de  ces  variables  se  trouve  déterminée  par  une 
seule  des  équations  aux  différences  mêlées  qui  représentent  un  mouve- 
ment infiniment  petit.  Alors  les  coefficients  du  module  et  les  para- 
mètres angulaires  que  renferment  les  expressions  des  trois  déplacements 
relatifs  à  un  mouvement  simple  deviennent  indépendants  les  uns  des 
autres,  et  chaque  mouvement  simple  peut  être  considéré  comme  résul- 
tant de  la  superposition  de  trois  mouvements  rectilignes  simples  dans 
chacun  desquels  les  vibrations  des  molécules  s'effectueraient  parallèle- 
ment à  l'un  des  axes  coordonnés.  Il  est  d'ailleurs  évident  que,  pour 
réduire  ces  mouvements  rectilignes  à  deux  et  faire  disparaître  le  troi- 
sième, il  suffira  de  prendre  pour  l'un  des  axes  coordonnés  une  droite 
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perpendiculaire  au  premier  plan  invariable,  par  conséquent  aux  plans 
des  diverses  courbes  décrites  par  les  molécules. 


24. 

C  R.,  t.  VII,  p.  1044  (17  décembre  i838).  —  Suite. 

Considérons  maintenant  deux  systèmes  de  molécules  contigus,  sé- 
parés l'un  de  l'autre  par  une  surface  plane,  et  supposons  que,  pour 
chacun  d'eux,  les  équations  du  mouvement  soient  indépendantes  de  la 
position  de  l'origine  des  coordonnées.  Chacun  de  ces  systèmes  sera 
capable  de  propager  des  mouvements  simples.  De  plus,  un  mouvement 
simple  propagé  dans  le  premier  système,  avec  une  vitesse  de  propaga- 
tion en  vertu  de  laquelle  les  ondes  planes  se  rapprocheront  de  la  sur- 
face de  séparation,  entraînera  toujours  la  coexistence  :  i°  d'un  autre 
mouvement  simple  propagé  dans  le  premier  système  avec  une  vitesse 
de  propagation  en  vertu  de  laquelle  les  ondes  planes  s'éloigneront  de 
la  surface  de  séparation  ;  20  d'un  mouvement  simple  propagé  dans  le 
second  système  avec  une  vitesse  de  propagation  en  vertu  de  laquelle 
les  ondes  planes  s'éloigneront  encore  de  la  surface  dont  il  s'agit.  En 
effet,  il  serait  impossible  de  satisfaire  aux  conditions  particulières  qui 
se  rapportent  à  la  surface  de  séparation,  si,  à  la  considération  du  mou- 
vement simple  donné  dans  le  premier  système,  on  ne  joignait  celle  des 
deux  autres  mouvements  dont  nous  venons  de  parler.  Cela  posé,  les 
ondes  planes  qui  caractériseront  le  mouvement  donné,  ces  ondes  qui, 
par  hypothèse,  s'approcheront  de  la  surface  de  séparation,  et  viendront 
en  quelque  sorte  tomber  sur  cette  surface,  seront  appelées  ondes  inci- 
dentes. Au  contraire,  les  ondes  planes  qui  distingueront  les  deux  autres 
mouvements  propagés,  l'un  dans  le  premier  système  de  molécules, 
l'autre  dans  le  second  système,  seront  les  ondes  réfléchies  et  les  ondes 
réfractées.  Ces  deux  derniers  mouvements  pourront  être  désignés  eux- 
mêmes  sous  les  noms  de  mouvements  réfléchi  et  réfracté,  et  la  surface  de 
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séparation  sous  le  nom  de  surface  réfléchissante  ou  réfringente.  D'ail- 
leurs les  conditions  relatives  à  cette  surface  se  réduiront  généralement 
à  des  relations  qui  devront  subsister,  pour  tous  ses  points,  entre  les 
variables  qui  exprimeront  les  déplacements  moléculaires  dans  les 
ondes  incidentes  réfléchies  et  réfractées,  ou  entre  les  dérivées  de  ces 
mêmes  variables.  Donc  ces  conditions  se  trouveront  exprimées  par  des 
équations  dans  lesquelles  les  seules  quantités  variables  seront  les  ar- 
guments et  les  modules  des  trois  mouvements  simples  ci-dessus  men- 
tionnés. Il  y  a  plus  :  puisqu'il  est  ici  question  de  mouvements  infini- 
ment petits,  les  équations  de  condition  pourront  être  supposées 
linéaires,  aussi  bien  que  les  équations  du  mouvement  de  chaque  sys- 
tème, et  remplacées  par  d'autres  équations  linéaires  de  même  forme 
entre  les  variables  imaginaires  dont  les  déplacements  des  molécules 
seront  les  parties  réelles.  Alors,  dans  chaque  équation  de  condition, 
les  trois  espèces  de  termes,  relatifs  aux  trois  mouvements  simples,  se 
trouveront  combinés  par  voie  d'addition,  et  seront  réductibles  aux  pro- 
duits de  trois  constantes  imaginaires  par  trois  exponentielles  qui  offri- 
ront pour  base  la  base  même  des  logarithmes  népériens,  et  pour  expo- 
sants imaginaires  trois  fonctions  linéaires  du  temps  et  des  coordonnées 
sans  terme  constant. 

Concevons  maintenant  que  l'on  fasse  coïncider  l'un  des  plans  coor- 
donnés avec  la  surface  réfléchissante.  Pour  tous  les  points  de  cette  sur- 
face, les  trois  exposants  imaginaires,  dont  on  vient  de  parler,  se  rédui- 
ront à  trois  fonctions  linéaires  des  deux  coordonnées  mesurées  sur 
cette  surface,  et  du  temps,  par  conséquent  à  trois  fonctions  linéaires 
de  trois  variables  indépendantes.  D'ailleurs,  chaque  équation  de  con- 
dition devra  subsister,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  ces 
trois  variables  indépendantes;  et,  en  supposant  nulles  deux  d'entre 
elles,  on  rendra  les  trois  exposants  imaginaires  proportionnels  à  la  troi- 
sième. Enfin,  la  somme  de  trois  ou  de  plusieurs  exponentielles  dont 
les  exposants  sont  proportionnels  à  une  seule  et  même  variable,  ou 
bien  encore,  la  somme  des  produits  de  ces  exponentielles  par  des  fac- 
teurs constants,  ne  peut  devenir  indépendante  de  la  variable  dont  il 
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s'agit,  à  moins  que  les  coefficients  de  cette  variable  dans  les  diverses 
exponentielles  ne  soient  tous  égaux  entre  eux.  Donc,  chacune  des  trois 
variables  indépendantes,  relatives  aux  mouvements  des  molécules  que 
renferme  la  surface  réfléchissante,  devra,  dans  les  trois  fonctions 
linéaires  ci-dessus  mentionnées,  se  trouver  multipliée  par  le  même 
coefficient,  et,  pour  tous  les  points  de  cette  surface,  les  trois  fonctions 
linéaires  deviendront  égales,  entre  elles,  ou,  en  d'autres  termes,  les 
trois  exposants  imaginaires  des  exponentielles  relatives  aux  trois  mou- 
vements simples  deviendront  égaux.  Or,  les  coefficients  de  \J —  i 
dans  ces  exposants,  et  leurs  parties  réelles,  seront  précisément  les 
arguments  des  trois  mouvements  simples  et  les  exposants  de  leurs 
modules.  Donc,  en  vertu  des  équations  de  condition  relatives  à  la  sur- 
face réfléchissante,  les  trois  mouvements  simples  devront,  pour  tous 
les  points  de  cette  surface,  et  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
aux  trois  variables  qui  resteront  indépendantes,  offrir  des  arguments 
égaux  et  des  modules  égaux.  Il  nous  reste  à  examiner  quelles  seront 
les  conséquences  de  cette  double  égalité. 

D'abord,  le  temps  étant  l'une  des  trois  variables  indépendantes,  son 
coefficient  devra  rester  le  même  dans  les  arguments  des  trois  mouve- 
ments simples.  Donc,  le  rapport  du  nombre  i-  à  ce  coefficient,  ou  la 
durée  des  vibrations  moléculaires,  mesurée  parallèlement  à  un  axe 
fixe,  restera  la  même  dans  les  ondes  incidentes,  réfléchies  et  réfractées. 
Déplus,  puisqu'on  obtient,  pour  chaque  mouvement  simple,  l'équation 
du  second  plan  invariable,  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  termes  pro- 
portionnels aux  coordonnées  dans  l'argument,  et  que  cette  somme 
devra,  en  chaque  point  de  la  surface  réfléchissante,  conserver  encore 
la  même  valeur  pour  les  trois  mouvements  dont  il  s'agit,  il  est  clair 
que,  pour  tous  les  trois,  les  points  communs  à  la  surface  réfléchis- 
sante et  au  second  plan  invariable  seront  les  mêmes.  En  d'autres 
termes,  la  trace  du  second  plan  invariable  sur  la  surface  réfléchissante 
demeurera  fixe,  lorsqu'on  passera  du  mouvement  donné  au  mouve- 
ment réfléchi  ou  réfracté,  et  coïncidera  toujours  avec  une  droite  unique 
parallèle  aux  plans  de  toutes  les  ondes,  c'est-à-dire  aux  plans  qui 
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termineront  toutes  les  ondes  incidentes,  réfléchies  et  réfractées.  Si 
par  un  point  de  cette  droite  on  élève  des  perpendiculaires  aux  plans 
des  trois  espèces  d'ondes,  ces  perpendiculaires  formeront  avec  la  nor- 
male à  la  surface  réfléchissante  des  angles  égaux  à  ceux  que  forment 
les  plans  des  ondes  avec  la  surface  elle-même,  et  se  trouveront  d'ail- 
leurs comprises  dans  un  seul  plan  normal  à  la  surface.  Les  angles  d'in- 
cidence, de  réflexion  et  de  réfraction  seront  les  angles  aigus  formés  par 
les  perpendiculaires  dont  il  s'agit  avec  la  normale  à  la  surface  réflé- 
chissante, ou,  en  d'autres  termes,  par  les  plans  des  trois  espèces 
d'ondes  avec  la  surface  elle-même.  Le  plan  unique  qui  renfermera  les 
trois  perpendiculaires  et  les  angles  formés  par  elles  avec  la  normale  à 
la  surface  réfléchissante  pourra  être  nommé  à  volonté  le  plan  d'inci- 
dence, ou  de  réflexion  ou  de  réfraction. 

Si,  dans  les  remarques  précédentes,  on  substitue  aux  arguments  des 
trois  mouvements  simples  les  exposants  de  leurs  modules,  on  recon- 
naîtra immédiatement  :  i°  que  le  coefficient  du  temps,  dans  l'exposant 
du  module,  reste  le  même  quand  on  passe  du  mouvement  donné  au 
mouvement  réfléchi  ou  réfracté;  i°  que,  dans  ce  passage,  les  points 
communs  à  la  surface  réfléchissante  et  au  troisième  plan  invariable 
restent  les  mêmes.  Au  surplus,  il  arrive  souvent,  dans  les  questions  de 
Physique  mathématique,  que  le  troisième  plan  invariable  se  confond 
avec  la  surface  réfléchissante. 

Le  coefficient  du  temps  dans  l'exposant  de  l'exponentielle  imaginaire 
qui  caractérisé  un  mouvement  simple  se  trouve  généralement  lié  par 
une  certaine  équation  aux  coefficients  des  trois  coordonnées  dans  ce 
même  exposant.  Lorsque  le  système  donné  est  du  nombre  de  ceux  dans 
lesquels  la  propagation  du  mouvement  s'effectue  en  tous  sens  suivant 
les  mêmes  lois,  l'équation  dont  il  s'agit  ne  renferme  que  le  coefficient 
du  temps  et  la  somme  des  carrés  des  coefficients  des  trois  coordonnées. 
C'est  du  moins  ce  qu'il  est  facile  de  démontrer  dans  le  cas  où  le  sys- 
tème donné  admet  des  mouvements  simples  pour  lesquels  les  parties 
réelles  des  quatre  coefficients  s'évanouissent.  Alors,  en  effet,  la  somme 
des  carrés  des  coefficients  des  trois  coordonnées,  prise  en  signe  con- 
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taire,  a  précisément  pour  racine  carrée  le  rapport  du  nombre  i-  à 
l'épaisseur  d'une  onde  plane,  et  pour  que  le  mouvement  se  propage  de 
la  même  manière  en  tous  sens,  il  est  nécessaire  que  cette  épaisseur 
dépende  uniquement  de  la  durée  des  vibrations,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  du  coefficient  du  temps. 

Revenons  aux  deux  systèmes  de  molécules  que  nous  considérions 
tout  à  l'heure.  Si,  en  prenant  pour  un  des  plans  coordonnés  la  surface 
réfléchissante,  on  prend  pour  un  des  axes  coordonnés  la  droite  d'inter- 
section de  cette  surface  et  du  second  plan  invariable,  la  coordonnée 
mesurée  sur  cette  droite  disparaîtra  de  chaque  argument,  et  les  deux 
autres  coordonnées,  mesurées  sur  deux  perpendiculaires  à  cette  droite, 
dont  l'une  sera  la  normale  à  la  surface  réfléchissante,  l'autre  étant  la 
trace  du  plan  d'incidence  sur  cette  surface,  auront  pour  coefficients 
deux  quantités  proportionnelles  aux  cosinus  et  sinus  de  l'angle  d'inci- 
dence, ou  de  réflexion,  ou  de  réfraction,  le  rapport  du  cosinus  au  coef- 
ficient de  l'une  ou  du  sinus  au  coefficient  de  l'autre  étant  égal,  au  signe 
près,  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  deux  coefficients. 
Donc  le  premier  et  le  second  coefficient  seront  les  produits  du  cosinus 
et  du  sinus  par  cette  racine  carrée,  qui  représente,  dans  l'argument,  le 
coefficient  de  la  distance  d'une  molécule  au  second  plan  invariable,  et 
a  pour  mesure  le  rapport  du  nombre  277  à  l'épaisseur  d'une  onde  plane. 
Le  premier  et  le  second  coefficient  seront  donc  les  produits  du 
nombre  1-  par  les  rapports  du  cosinus  et  du  sinus  à  l'épaisseur  d'une 
onde  plane.  D'ailleurs,  le  second  coefficient  qui  appartient,  dans 
l'argument,  à  une  coordonnée  mesurée  dans  le  plan  de  la  surface 
réfléchissante,  devra  conserver  la  même  valeur,  quand  on  passera  du 
mouvement  simple  donné  au  mouvement  réfléchi,  ou  au  mouvement 
réfracté.  Donc  le  rapport  entre  le  sinus  d'incidence,  c'est-à-dire  le 
sinus  de  l'angle  d'incidence,  et  l'épaisseur  d'une  onde  incidente,  sera 
le  même  que  le  rapport  entre  le  sinus  de  réflexion  et  l'épaisseur  d'une 
onde  réflehie,  le  même  aussi  que  le  rapport  entre  le  sinus  de  réfraction 
et  l'épaisseur  d'une  onde  réfractée. 

Supposons  maintenant  que  le  premier  système  de  molécules  soit  du 
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nombre  de  ceux  où  la  propagation  du  mouvement  s'effectue  en  tons 
sens  suivant  les  mêmes  lois,  et  pour  lesquels  les  coefficients  des  coordon- 
nées, dans  l'exposant  de  l'exponentielle  imaginaire  qui  caractérise  un 
mouvement  simple,  fournissent  des  carrés  dont  la  somme  dépend  uni- 
quement du  coefficient  du  temps.  Si  la  partie  réelle  de  ce  coefficient 
s'évanouit,  la  somme  dont  il  s'agit  dépendra  uniquement  de  la  durée 
des  vibrations  moléculaires.  Si,  cette  durée  restant  la  même,  on  passe 
d'un  mouvement  simple  à  un  autre  dans  lequel  deux  coordonnées  con- 
servent les  mêmes  coefficients,  alors,  pour  que  les  carrés  des  coefficients 
des  trois  coordonnées  offrent  une  somme  invariable,  il  faudra  que  le 
coefficient  de  la  troisième  coordonnée  reste  le  même,  au  signe  près. 
Or,  c'est  précisément  ce  qui  arrive  lorsque  le  mouvement  simple  donné 
se  trouve  réfléchi  par  la  surface  plane  qui  sépare  le  premier  système 
du  second,  et  que  l'on  suppose  la  troisième  coordonnée  mesurée  sur  la 
normale  à  la  surface  réfléchissante.  Donc,  si  le  premier  système  est  du 
nombre  de  ceux  dans  lesquels  la  propagation  du  mouvement  s'effectue 
en  tous  sens  suivant  les  mêmes  lois,  non  seulement  {'épaisseur  des 
ondes  réfléchies  sera  la  même  que  celle  des  ondes  incidentes,  mais  de  plus, 
l'angle  de  réflexion  sera  égal  à  l'angle  d'incidence.  Quant  aux  ondes 
réfractées,  qui  se  propagent  à  partir  de  la  surface  réfléchissante  dans 
le  second  système  de  molécules,  elles  n'offriront  pas,  en  général,  la 
même  épaisseur  que  les  ondes  incidentes.  Mais,  d'après  ce  qu'on  a  dit, 
le  rapport  entre  l'épaisseur  des  ondes  incidentes  et  l'épaisseur  des  ondes 
réfractées  sera  toujours  égal  au  rapport  entre  le  sinus  d' incidence  et  le  sinus 
de  réfraction.  D'ailleurs,  ce  rapport  deviendra  constant,  c'est-à-dire 
indépendant  de  l'angle  d'incidence,  si  le  second  système  de  molécules 
est,  comme  le  premier,  du  nombre  de  ceux  dans  lesquels  la  propaga- 
tion du  mouvement  s'effectue  de  la  même  manière  en  tous  sens,  et  si, 
d'ailleurs,  chacun  des  mouvements  simples  qui  répondent  aux  ondes 
incidentes,  réfléchies,  réfractées,  offre  l'unité  pour  module.  Ces  lois 
générales  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  des  ondes  planes,  dans  les 
mouvements  simples,  sont,  comme  on  le  voit,  indépendantes  des 
formes  particulières  que  peuvent  prendre  les  équations  de  condition 
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qui  se  rapportent  à  la  surface  réfléchissante.  La  démonstration  précé- 
dente de  ces  lois  générales  repose  sur  une  analyse  entièrement  con- 
forme  à  la  nature  des  faits,  et  montre  pourquoi  elles  subsistent  dans 
un  grand  nombre  de  questions  diverses  où  les  démonstrations  qu'on 
en  donnait  doivent  maintenant  paraître  peu  rigoureuses.  Ainsi,  par 
exemple,  si  les  premières  de  ces  lois  fournissent  immédiatement  l'ex- 
plication des  phénomènes  que  présente  la  réflexion  des  ondes  sonores 
ou  liquides,  élémentaires  ou  composées,  par  les  murs  ou  les  parois 
d'une  salle  ou  d'un  bassin  rectangulaire,  ce  n'est  point  une  raison  d'ad- 
mettre, comme  on  le  faisait  en  théorie,  que  ces  murs  ou  ces  parois 
sont  des  corps  dénués  de  toute  élasticité,  en  sorte  que  les  molécules 
situées  à  leurs  surfaces  ne  cèdent  nullement  à  l'action  des  molécules 
contiguës  de  l'air  ou  de  l'eau.  On  doit  supposer,  au  contraire,  que 
chaque  mouvement  simple,  propagé  dans  l'air  ou  dans  l'eau,  donne 
naissance,  d'une  part,  à  un  mouvement  réfléchi  qui  reste  sensible  pour 
l'observateur;  d'autre  part,  à  un  mouvement  réfracté  qui  se  propage 
dans  les  murs  de  la  salle  ou  les  parois  du  bassin  rectangulaire,  mais 
qui  est  assez  faible  pour  échapper  à  nos  sens,  et  décroît  très  rapidement 
en  pénétrant  dans  la  profondeur  de  ces  murs  ou  de  ces  parois,  de 
manière  à  s'éteindre  presque  entièrement  à  une  profondeur  finie. 

Nous  terminerons  cette  première  Partie  de  notre  Mémoire  par  une 
remarque  importante.  Lorsqu'un  mouvement  vibratoire  est  produit  en 
un  point  donné  d'un  système  de  molécules,  ce  mouvement  se  propage 
autour  de  ce  point  avec  une  vitesse  de  propagation  qui  peut  être  ou 
n'être  pas  la  même  dans  les  diverses  directions;  et  de  cette  propagation 
résultent  des  ondes  terminées,  ou  par  des  surfaces  sphériques,  ou 
plus  généralement  par  des  surfaces  courbes  dont  la  forme  dépend  de 
celle  des  équations  du  mouvement.  Mais,  à  une  grande  distance  du 
point  donné,  ou  du  centre  des  vibrations,  une  semblable  surface,  con- 
sidérée dans  une  petite  étendue,  se  confond  sensiblement  avec  le  plan 
tangent.  Il  y  a  plus  :  pour  obtenir  une  des  surfaces  dont  il  s'agit,  il 
suffit  de  concevoir  qu'une  onde  plane  ou  élémentaire,  qui  renferme  au 
premier  instant  le  point  d'abord  choisi  pour  centre  de  vibration,  se 
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propage  dans  le  système  que  l'on  considère;  puis  de  chercher  quelles 
sont  les  diverses  positions  que  pourra  prendre,  au  hout  d'un  temps 
donné,  le  plan  qui  terminera  cette  onde  élémentaire,  eu  égard  aux 
diverses  positions  qu'il  pouvait  avoir  à  l'origine  du  mouvement  et 
lorsqu'il  passait  par  le  centre  de  vibrations.  La  surface  demandée  sera 
la  surface  enveloppée  par  le  plan  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  la  surface 
qu'il  touche  dans  ses  diverses  positions.  C'est  ainsi  que  l'on  peut,  en 
général,  déduire,  des  lois  relatives  aux  ondes  planes,  la  forme  et  l'équa- 
tion de  la  surface  des  ondes.  Lorsque,  dans  un  système  de  molécules,  la 
propagation  du  mouvement  s'effectue  en  tous  sens  suivant  les  mêmes 
lois,  la  surface  des  ondes  est  sphérique,  et  le  rayon  mené  du  centre  à 
un  point  de  la  surface  se  confond  avec  la  perpendiculaire  au  plan  de 
l'onde  élémentaire  qui  passe  par  ce  point.  Il  n'en  serait  plus  de  même 
si  la  propagation  du  mouvement  cessait  d'être  la  même  en  tous  sens. 
Alors  il  ne  faudrait  pas  confondre  la  droite  menée  par  un  point  donné, 
perpendiculairement  au  plan  qui  termine  une  onde  élémentaire,  avec 
le  rayon  mené  du  centre  des  vibrations  à  ce  point  considéré  comme 
faisant  partie  de  la  surface  des  ondes. 

A  la  suite  de  cette  première  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Augustin  Caucliv 
a  indiqué  rapidement  quelques-uns  des  résultats  qui  feront  l'objet  de  la 
seconde  Partie,  spécialement  relative  à  la  Théorie  de  la  lumière.  Parmi  ces 
résultats  on  peut  citer  : 

i°  Des  formules  générales  qui  expliquent  et  représentent  les  phénomènes 
de  la  polarisation  elliptique,  produite  par  la  réflexion  de  la  lumière  à  la  sur- 
face des  métaux,  et  qui  s'accordent  avec  les  expériences  des  physiciens; 

i°  Une  nouvelle  loi  de  réfraction  qui  doit  être  substituée  à  la  loi  connue  de 
Descaries,  lorsque  le  corps  réfringent  absorbe  plus  ou  moins  complètement  la 
lumière; 

3°  La  diminution  d'intensité  dans  la  lumière  des  anneaux  colorés,  et  le 
déplacement  de  ces  anneaux  produit  par  la  substitution  d'un  miroir  métallique 
à  un  miroir  de  verre. 
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25. 


Deuxième  partie.  —  Application  des  principes  exposés  dans  la  première  Partie 

à  la  théorie  de  la  lumière. 

C.  II.,  I.  VIII,  p.  7  (7  janvier  18.39).  —  Suite. 

Les  principes  que  nous  avons  exposés  dans  la  première  Partie  de 
notre  Mémoire  peuvent  être  facilement  appliqués  à  la  théorie  de  la 
lumière.  En  effet,  dans  le  système  des  ondulations,  les  phénomènes 
lumineux  résultent  de  la  propagation  des  mouvements  vibratoires  pro- 
duits à  un  instant  donné  en  un  ou  plusieurs  points  d'un  fluide  lumi- 
neux ou  éther,  dont  les  molécules,  répandues  dans  le  vide  et  dans  les 
corps  eux-mêmes,  agissent  les  unes  sur  les  autres  à  de  très  petites  dis- 
tances. La  distribution  de  ces  molécules  dans  un  milieu  donné  peut 
varier  d'ailleurs  avec  la  nature  de  ce  milieu.  Cette  distribution,  au- 
tour d'un  point  donné,  est,  dans  un  milieu  homogène,  supposée  indé- 
pendante de  la  position  du  point  que  l'on  considère;  mais  elle  peut 
n'être  pas  la  même  dans  les  différentes  directions  :  ainsi,  en  particu- 
lier, la  condensation  ou  dilatation  linéaire  du  fluide  éthéré  peut  varier, 
même  clans  un  milieu  homogène,  lorsqu'on  passe  d'une  direction  à 
une  autre.  Cela  posé,  considérons  un  système  de  molécules  d'éther 
renfermées  dans  un  milieu  homogène.  Les  vibrations  excitées  à  un  in- 
stant donné  en  un  point  de  ce  système  se  propageront  autour  de  ce 
point,  et  donneront  naissance  à  des  ondes  terminées  par  des  surfaces 
qui  seront  sphériques  si  la  propagation  du  mouvement  s'effectue  en 
tous  sens  suivant  les  mêmes  lois.  A  des  distances  considérables  du 
centre  de  vibration,  chacune  des  surfaces  dont  il  s'agit,  prise  dans  une 
étendue  finie,  se  confondra  sensiblement  avec  son  plan  tangent,  et  les 
vibrations  des  diverses  molécules  qu'elle  renfermera  seront  sensible- 
ment les  mêmes  au  même  instant.  D'ailleurs  il  est  naturel  de  penser 
que,  dans  le  mouvement  vibratoire,  l'œil  appréciera  surtout  la  direc- 
tion de  la  surface  des  ondes,  c'est-à-dire  de  son  plan  tangent,  ou,  ce 
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qui  revient  au  même,  la  direction  de  la  normale  à  cette  surface,  et  que 
nous  serons  portés  à  regarder  le  centre  des  vibrations  comme  situé  sur 
cette  normale.  Toutefois  on  ne  doit  pas  confondre  cette  normale  avec 
ce  qu'on  est  convenu  d'appeler  le  rayon  lumineux,  dans  le  système  des 
ondulations.  En  effet,  suivant  la  définition  adoptée  par  Huygens  et 
Fresnel,  la  direction  du  rayon  lamineur,  en  chaque  point  de  la  surface 
des  ondes,  n'est  autre  chose  que  la  direction  du  rayon  vecteur  mené 
du  centre  des  vibrations  au  point  dont  il  s'agit.  Or  ce  rayon  vecteur  ne 
sera  généralement  normal  à  la  surface  des  ondes  que  dans  le  cas  où 
cette  surface  deviendra  sphérique;  ce  qui  arrivera  nécessairement  si, 
dans  le  milieu  donné,  la  lumière  se  propage  en  tous  sens  suivant  les 
mêmes  lois. 

Il  est  bon  d'observer  que,  parmi  les  lois  des  phénomènes  lumineux, 
les  plus  importantes  sont  les  lois  générales  qui  subsistent,  quelque 
faible  que  soit  l'intensité  de  la  lumière.  Pour  obtenir  ces  lois,  il  suffit 
de  considérer  dans  l'éther  des  vibrations  dont  les  amplitudes  soient 
infiniment  petites,  et  par  conséquent  des  mouvements  infiniment  petits. 
Les  ondes  que  ces  mouvements  produiront  seront  d'ailleurs  terminées 
par  des  surfaces  qui,  à  de  grandes  distances  des  centres  de  vibration, 
pourront,  ainsi  qu'on  l'a  dit,  être,  sans  erreur  sensible,  considérées 
comme  des  surfaces  planes. 

Parmi  les  mouvements  infiniment  petits  qui  produisent  des  ondes 
terminées  par  des  surfaces  planes,  on  doit  surtout  distinguer  ceux  qui 
ont  été  désignés,  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  sous  le  nom 
de  mouvements  simples  ou  élémentaires,  et  qui,  superposés  les  uns  aux 
autres  en  nombre  fini  ou  infini,  peuvent  donner  naissance  à  toutes 
sortes  de  mouvements  infiniment  petits.  Dans  chaque  mouvement 
simple,  les  déplacements  d'une  molécule  d'éther,  mesurés  parallèle- 
ment à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  ou  même  parallèlement  à 
un  axe  fixe  quelconque,  seront  les  parties  réelles  d'expressions  imagi- 
naires toutes  proportionnelles  à  une  exponentielle  qui  aura  pour  base 
la  base  des  logarithmes  népériens,  et  pour  exposant  une  fonction 
linéaire  du  temps  et  des  coordonnées  sans  terme  constant.  Le  coeffi- 
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cient  de  \J—  i  dans  cet  exposant  sera  Y  argument  du  mouvement  simple  ; 
et,  en  remplaçant  ce  même  exposant  par  sa  partie  réelle,  on  réduira 
l'exponentielle  dont  il  s'agit  à  ce  que  nous  appelons  le  module  du  mou- 
vement simple.  Cela  posé,  le  déplacement  d'une  molécule,  mesuré  pa- 
rallèlement à  un  axe  fixe,  sera  le  produit  du  module  multiplié  par  un 
coefficient  constant  et  du  cosinus  de  l'angle  qu'on  obtient  en  ajoutant 
à  l'argument  un  paramètre  constant,  désigné  sous  le  nom  de  paramètre 
angulaire.  Dans  la  théorie  de  la  lumière,  le  module  d'un  mouvement 
simple  est  indépendant  du  temps  ;  d'où  il  résulte  que  les  courbes 
décrites  parles  diverses  molécules  sont  des  courbes  fermées,  rentrantes 
sur  elles-mêmes,  et  comprises  dans  des  plans  parallèles  à  un  plan  in- 
variable mené  par  l'origine  des  coordonnées.  Le  temps  qu'emploie  une 
molécule  à  parcourir  la  courbe  qu'elle  décrit  est  la  durée  d'une  vibra- 
tion moléculaire,  et  cette  durée,  de  laquelle  dépend  la  nature  de  la 
couleur,  a  pour  mesure  le  rapport  du  nombre  2-  au  coefficient  du 
temps  dans  l'argument.  De  plus,  le  déplacement  moléculaire,  mesuré 
parallèlement  à  un  axe  fixe,  s'évanouit  à  un  instant  donné  pour  toutes 
les  molécules  renfermées  dans  des  plans  équidistants,  tous  parallèles  à 
un  second  plan  invariable;  et  ces  plans  équidistants  divisent  le  système  des 
molécules  éthérées  en  tranches  qui,  prises  consécutivement  et  deux  à 
deux,  composent  ce  qu'on  appelle  des  ondes  lumineuses  planes,  la  double 
épaisseur  d'une  tranche  étant  Yêpaisseur  d'une  onde,  ou  la  longueur 
d'une  ondulation  lumineuse.  Ces  ondes  se  propagent  dans  le  système 
des  molécules  éthérées  avec  une  vitesse  de  propagation  équivalente  au 
rapport  entre  la  longueur  d'une  ondulation  et  la  durée  d'une  vibration 
lumineuse.  Enfin,  le  module  du  mouvement  simple  peut  être  dépen- 
dant ou  indépendant  des  coordonnées.  Dans  le  premier  cas,  il  se  réduit 
à  l'unité,  et  le  milieu  dans  lequel  vibre  l'éther  est  un  milieu  transpa- 
rent qui  n'absorbe  pas  la  lumière.  Alors  aussi  le  mouvement  simple 
devient  un  mouvement  elliptique,  dans  lequel   toutes  les   molécules 
d'éther  décrivent  des  ellipses  pareilles  les  unes  aux  autres,  et  Yampli- 
tude  d'une  vibration  moléculaire  est  le  grand  axe  de  l'ellipse  décrite 
par  chaque  molécule.  Dans  certains  cas  cette  ellipse  se  réduit  à  un 
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cercle  ou  à  une  droite,  et  par  suite,  le  mouvement  elliptique  se  trans- 
forme en  un  mouvement  circulaire  ou  rectiligne,  l'amplitude  des  vibra- 
tions étant  le  diamètre  du  cercle  qu'une  molécule  décrit,  ou  la  portion 
de  droite  qu'elle  parcourt.  Lorsque  le  module  du  mouvement  simple, 
au  lieu  de  se  réduire  à  l'unité,  restera  variable  avec  les  coordonnées, 
les  courbes  décrites  par  les  diverses  molécules  cesseront,  en  général, 
d'être  des  ellipses,  et  sans  aucun  doute,  les  dimensions  de  ces  courbes 
décroîtront  indéfiniment,  tandis  que  l'on  s'éloignera  dans  un  certain 
sens  d'un  troisième  plan  invariable.  Alors  le  milieu  qui  renfermera  les 
molécules  d'éther  sera  opaque,  ou  du  moins  il  absorbera  plus  ou  moins 
complètement  la  lumière.  Le  troisième  plan  invariable  pourra  n'être 
autre  ebose  que  la  surface  même  de  ce  milieu,  ou  de  ce  corps  opaque, 
supposée  plane;  et,  comme  l'exposant  du  module  sera  proportionnel  à 
la  distance  d'une  molécule  à  cette  surface,  il  est  clair  que  les  déplace- 
ments maxima  des  molécules  décroîtront  en  progression  géométrique, 
tandis  que  les  distances  à  la  surface  croîtront  en  progression  arithmé- 
tique. 

Concevons  maintenant  que  le  milieu  qui  renferme  les  molécules 
éthérées  soit  du  nombre  de  ceux  dans  lesquels  la  lumière  se  propage 
en  tous  sens  suivant  les  mêmes  lois.  Si  d'ailleurs  ce  milieu  est  trans- 
parent et  n'absorbe  pas  la  lumière,  alors,  non  seulement  la  vitesse  de 
propagation  des  ondes  planes  sera  indépendante  de  la  direction  des 
plans  qui  les  termineront,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  direction 
du  second  plan  invariable,  et  par  suite,  la  surface  des  ondes  étant  une 
surface  sphérique,  la  direction  du  rayon  lumineux  sera  normale  à  cette 
surface;  mais,  de  plus,  le  premier  plan  invariable  se  confondra  tou- 
jours avec  le  second,  et,  par  conséquent,  les  vibrations  des  molécules 
éthérées  resteront  comprises  dans  des  plans  parallèles  à  ceux  qui  ter- 
minent les  ondes  planes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  des  plans 
perpendiculaires  aux  directions  des  rayons  lumineux. 

Nous  dirons  qu'un  rayon  lumineux  est  un  rayon  simple  lorsque  les 
vibrations  des  molécules  éthérées  seront  celles  que  présente  un  mouve- 
ment simple.  Ce  qui  constitue  le  mode  de  polarisation  d'un  rayon  simple 
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c'est  la  nature  de  la  courbe  décrite  par  chaque  molécule.  Dans  un  mi- 
lieu parfaitement  transparent  et  qui,  par  conséquent,  n'absorbe  pas  la 
lumière,  cette  courbe  sera  toujours  une  ellipse,  un  cercle  ou  une  droite, 
et  la  polarisation  du  rayon  simple  sera  elliptique  dans  le  premier  cas, 
circulaire  dans  le  second,  rectiligne  dans  le  troisième.  K\x  reste,  ces  trois 
modes  de  polarisation  peuvent  aussi  se  présenter  dans  un  milieu  qui 
absorbe  la  lumière,  lorsque  la  ligne  décrite  par  chaque  molécule  est 
renfermée  dans  un  plan  parallèle  au  troisième  plan  invariable,  c'est- 
à-dire,  en  d'autres  termes,  lorsque  le  troisième  plan  invariable  se 
confond  avec  le  premier.  Dans  le  cas  particulier  où  la  polarisation  d'un 
rayon  lumineux  est  rectiligne,  ieplan  de  ce  rayon  et  son  plan  de  polari- 
sation sont  deux  plans  rectangulaires  entre  eux  qui  passent  par  la  di- 
rection du  rayon,  et  dont  le  premier  contient  en  outre  les  directions 
des  vibrations  moléculaires.  Alors  aussi,  on  dit  que  le  rayon  est  ren- 
fermé dans  le  premier  plan  et  polarise  dans  le  second.  Cela  posé,  on 
reconnaîtra  sans  peine  que,  dans  un  milieu  parfaitement  transparent, 
cl  où  la  propagation  de  la  lumière  s'effectue  en  tous  sens  suivant  les 
mêmes  lois,  tout  rayon  simple  polarisé,  soit  elliptiquement,  soit  circu- 
lairement,  peut  être  considéré  comme  résultant  de  la  superposition  de 
deux  l'ayons  simples  polarisés  en  ligne  droite  et  renfermés  dans  deux 
pians  perpendiculaires  l'un  à  l'autre. 

Pour  plus  de  précision,  nous  distinguerons  dans  un  rayon  lumi- 
neux :  i°  sa  direction,  c'est-à-dire  la  droite  sur  laquelle  se  trouvaient 
primitivement  situées  les  molécules  dont  il  se  compose;  2°  sa  forme 
qui,  d'abord  rectiligne,  varie  avec  le  temps,  etn'est  autre  que  la  forme 
de  la  courbe  tracée  à  chaque  instant  dans  l'espace  par  le  système  de 
ces  molécules.  Dans  un  rayon  simple,  polarisé  circulairement  ou  ellip- 
tiquement, la  courbe  dont  il  s'agit  sera  une  espèce  fthélice  ou  de  spi- 
rale à  double  courbure.  Mais  cette  hélice  ou  spirale  se  changera  en 
une  courbe  plane  si  le  rayon  est  polarisé  en  ligne  droite,  et  pour  cette 
raison  nous  dirons  alors  que  le  rayon  donné  est  un  rayon  plan.  Dans 
un  semblable  rayon,  considéré  à  une  époque  quelconque  du  mouve- 
ment,  quelques   molécules   conserveront   leurs  positions   primitives, 
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c'est-à-dire  les  positions  qu'elles  occupaient  dans  l'état  d'équilibre; 
les  autres  s'en  écarteront  à  droite  et  à  gauche;  et  le  rayon,  semblable 
à  une  corde  vibrante,  prendra  la  forme  d'une  ligne  sinueuse,  composée 
d'arcs  alternativement  situés  de  part  et  d'autre  de  sa  direction  primi- 
tive. Les  nœuds  du  rayon,  comme  ceux  d'une  corde  vibrante,  seront,  à 
chaque  instant,  les  points  où  les  molécules  conserveront  ou  repren- 
dront leurs  positions  initiales.  Seulement  ces  noeuds,  qui  sont  fixes 
dans  une  corde  vibrante,  se  déplaceront  d'un  instant  à  l'autre  dans  le 
rayon  lumineux.  Ces  nœuds  seront  d'ailleurs  de  deux  espèces,  chaque 
nœud  étant  de  première  ou  de  seconde  espèce  suivant  que  les  molé- 
cules desquelles  il  s'approchera,  en  se  déplaçant  dans  l'espace,  se  trou- 
veront situés  d'un  côté  ou  de  l'autre  par  rapport  à  la  direction  primi- 
tive du  rayon.  Si  le  milieu  donné  est  du  nombre  de  ceux  clans  lesquels 
la  propagation  de  la  lumière  se  fait  en  tous  sens  suivant  les  mêmes  lois, 
et  si  d'ailleurs  ce  milieu  est  parfaitement  transparent,  l'épaisseur  d'une 
onde  plane,  ou  la  longueur  d'une  ondulation  lumineuse,  ne  sera  autre 
chose  que  la  distance  entre  deux  nœuds  de  même  espèce,  et  la  vitesse 
de  propagation  avec  laquelle  chaque  nœud  se  déplacera,  en  passant 
d'une  molécule  à  une  autre,  sera  ce  qu'on  nomme  la  vitesse  de  propa- 
gation de  la  lumière.  Si  le  milieu  donné  ne  remplit  pas  les  conditions 
énoncées,  l'épaisseur  d'une  onde  plane  ne  sera  plus  la  distance  entre 
deux  nœuds  de  même  espèce  du  rayon  lumineux,  mais  la  projection 
de  cette  distance  sur  une  droite  perpendiculaire  aux  plans  des  ondes; 
alors  aussi  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  planes  restera  distincte 
de  la  vitesse  avec  laquelle  se  déplacera  chaque  nœud  du  rayon,  et 
sera  la  projection  de  cette  dernière  vitesse  sur  la  droite  dont  il  s'agit. 
Puisque,  dans  les  corps  parfaitement  transparents,  le  module  d'un 
mouvement  simple  se  réduit  à  l'unité,  il  est  clair  que,  dans  ces  corps, 
le  déplacement  d'une  molécule  éthérée,  produit  par  un  mouvemenl 
simple,  et  mesuré  parallèlement  à  un  axe  fixe,  a  pour  expression  l'am- 
plitude des  vibrations  parallèles  à  cet  axe  multipliée  par  le  cosinus  de 
l'angle  variable  que  l'on  obtient  en  ajoutant  à  l'argument  du  mouve- 
ment simple  un  paramètre  constant.   Ce  paramètre,   que  nous  avons 
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nommé  paramètre  angulaire,  peut  changer  ou  non  de  valeur  avec  la 
direction  de  l'axe  fixe,  suivant  que  le  rayon  donné  est  ou  n'est  pas  po- 
larisé en  ligne  droite.  Si  l'on  considère  un  rayon  simple  quelconque, 
dont  la  polarisation  soit  elliptique,  ou  circulaire,  ou  rectiligne,  comme 
résultant  de  la  superposition  de  deux  autres  rayons  simples  polarisés 
en  ligne  droite  dans  deux  plans  rectangulaires  entre  eux,  l'amplitude 
des  vibrations,  ainsi  que  le  paramètre  angulaire,  changera  générale- 
ment de  valeur  quand  on  passera  d'un  rayon  simple  a  l'autre;  et  ce 
paramètre,  pour  chacun  des  deux  rayons  composants,  sera  le  complé- 
ment d'un  angle  mesuré  par  le  produit  de  deux  facteurs,  dont  l'un 
représentera  la  distance  de  l'un  des  nœuds  du  rayon  au  second  plan 
invariable,  tandis  que  l'autre  facteur  représentera,  dans  l'argument  du 
mouvement  simple,  le  coefficient  de  la  distance  d'une  molécule  au 
même  plan.  Les  deux  paramètres  angulaires,  relatifs  aux  deux  rayons 
composants,  devront  être  égaux  ou  offrir  pour  différence  un  multiple 
du  nombre  -,  si  le  rayon  résultant  est  polarisé  en  ligne  droite.  Alors 
les  deux  rayons  composants  offriront  les  mêmes  nœuds,  les  nœuds  de 
première  espèce  de  l'un  pouvant  coïncider  avec  les  nœuds  de  première 
ou  de  seconde  espèce  de  l'autre.  Si  d'ailleurs  on  suppose  que,  dans  le 
milieu  donné,  la  propagation  de  la  lumière  s'effectue  en  tous  sens  sui- 
vant les  mêmes  lois,  le  plan  de  polarisation  du  rayon  résultant  formera, 
avec  les  plans  de  polarisation  des  rayons  composants,  des  angles  dont 
les  tangentes  trigonométriques  seront  les  rapports  direct  et  inverse  de 
l'amplitude  des  vibrations  de  l'un  à  l'amplitude  des  vibrations  de  l'autre. 
Le  rayon  résultant  sera  polarisé  circulairement  si  les  amplitudes  des 
vibrations  moléculaires  sont  les  mêmes  dans  les  deux  rayons  compo- 
sants, et  si  de  plus  les  paramètres  angulaires  diffèrent,  dans  ces  deux 
rayons,  ou  d'un  angle  droit  représenté  par  ^-,  ou  d'un  multiple  de  cet 
angle,  en  sorte  que  la  distance  entre  deux  nœuds  consécutifs,  appar- 
tenant à  l'un  et  à  l'autre  rayon,  soit  précisément  le  quart  de  la  lon- 
gueur d'une  ondulation  lumineuse. 

Concevons  à  présent  que  des  rayons  simples,  en  nombre  quelconque 
fini  ou  infini,  soient  superposés  les  uns  aux  autres.  Cette  superposition 
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donnera  naissance  à  un  rayon  résultant  qui  cessera  généralement  d'of- 
frir, même  dans  un  milieu  parfaitement  transparent,  la  polarisation 
elliptique,  ou  circulaire,  ou  rectiligne.  On  doit  toutefois  excepter  cer- 
tains cas  particuliers  où  le  mode  de  polarisation  du  rayon  résultant 
sera  facile  à  prévoir.  Ainsi,  par  exemple,  si  les  rayons  composants  sont 
tous  polarisés  en  ligne  droite  et  renfermés  dans  un  même  plan,  les  vi- 
brations des  molécules  éthérées,  dans  le  rayon  résultant,  seront  con- 
stamment dirigées  suivant  des  droites  que  renfermera  encore  le  plan 
dont  il  s'agit,  et  par  suite  le  rayon  résultant,  sans  être  un  rayon  simple, 
pourra  encore  être  désigné  sous  le  nom  de  rayon  plan,  ou  polarisé  en 
ligne  droite. 


26. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  39  (14  janvier  1839).  —  Suite. 

Considérons  maintenant  deux  milieux  séparés  l'un  de  l'autre  par 
une  surface  plane.  Si  l'on  fait  tomber  sur  cette  surface  un  système 
d'ondes  planes,  correspondantes  à  un  mouvement  simple  de  l'éther, 
ou,  en  d'autres  termes,  un  rayon  simple,  alors,  pour  que  les  conditions 
relatives  à  la  surface  puissent  être  remplies,  on  sera  obligé  d'admettre 
la  coexistence  de  trois  systèmes  d'ondes  en  supposant  propagées  dans 
le  premier  milieu,  outre  les  ondes  incidentes,  d'autres  ondes  que  l'on 
nomme  réfléchies,  et  dans  le  second  milieu  des  ondes  que  l'on  nomme 
réfractées.  Ainsi  un  rayon  simple  venant  à  tomber  sur  la  surface  réflé- 
chissante ou  réfringente,  c'est-à-dire  sur  la  surface  de  séparation  des 
deux  milieux,  la  réflexion  et  la  réfraction  produiront  deux  nouveaux 
rayons,  l'un  réfléchi,  l'autre  réfracté,  dont  cbacun  sera  simple  ainsi 
que  le  rayon  incident.  Ces  deux  nouveaux  rayons  pourront  d'ailleurs 
être  censés  partir  du  point  où  lerayon  incident  rencontre  la  surface 
réflécbissante.  Les  angles  d'incidence,  de  réflexion  et  de  réfraction  ne 
seront  autre  chose  que  les  angles  aigus  formés  par  les  plans  des  ondes 
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incidentes,  réfléchies  et  réfractées  avec  la  surface  réfléchissante,  ou 
bien  encore  les  angles  aigus  formés  par  les  perpendiculaires  à  ces 
plans  avec  la  normale  à  la  surface.  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  la  pre- 
mière Partie  du  Mémoire,  la  durée  des  vibrations  moléculaires,  par 
conséquent  la  couleur,  sera  la  même  dans  les  trois  rayons,  et  les  plans 
qui  termineront  les  trois  espèces  d'ondes  seront  parallèles  à  une  droite 
unique  tracée  sur  la  surface  réfléchissante.  Le  plan  mené  perpen- 
diculairement à  cette  droite,  par  le  point  où  les  trois  rayons  ren- 
contrent la  surface,  sera  celui  qu'on  nomme  à  volonté  le  plan  d'inci- 
dence, ou  de  réflexion,  ou  de  réfraction.  Enfin,  les  sinus  des  trois  angles 
d'incidence,  de  réflexion  et  de  réfraction,  ou  ce  qu'on  appelle,  pour 
abréger,  le  sinus  d'incidence,  le  sinus  de  réflexion  et  le  sinus  de  réfraction, 
seront  proportionnels  aux  épaisseurs  des  ondes  incidentes,  réfléchies 
et  réfractées.  Par  suite,  si  l'on  nomme  indice  de  réflexion  et  indice  de 
réfraction  les  rapports  qu'on  obtient  en  divisant  l'épaisseur  des  ondes 
incidentes  par  les  épaisseurs  des  ondes  réfléchies  et  réfractées,  le  rap- 
port du  sinus  d'incidence  au  sinus  de  réflexion  sera  toujours  équivalent  à 
l'indice  de  réflexion,  et  pareillement  le  rapport  du  sinus  d'incidence  au 
sinus  de  réfraction  sera  toujours  équivalent  à  l'indice  de  réfraction. 

Pour  simplifier  l'énoncé  des  propositions  diverses,  nous  désignerons 
désormais  sous  le  nom  de  milieu  isophane  un  milieu  dans  lequel  la 
propagation  de  la  lumière  s'effectue  en  tous  sens  suivant  les  mêmes 
lois,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  degré  de  transparence  de  ce  milieu  qui 
pourrait  absorber  plus  ou  moins  complètement  la  lumière  et  se  trans- 
former, sans  cesser  d'être  isophane,  en  ce  qu'on  appelle  un  corps 
opaque.  Lorsqu'un  milieu  sera  isophane  et  parfaitement  transparent, 
la  surface  des  ondes  y  deviendra  sphérique,  conformément  à  la  re- 
marque faite  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  et  l'épaisseur  des 
ondes  planes  propagées  dans  ce  milieu  dépendra  uniquement  de  la 
durée  des  vibrations  moléculaires,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la 
nature  de  la  couleur.  Cela  posé,  étant  donnés  deux  milieux  que  sépare 
une  surface  réfléchissante,  et  un  rayon  simple  qui,  dans  le  premier 
milieu,  tombe  sur  cette  surface,  si  ce  premier  milieu  est  isophane  et 
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parfaitement  transparent,  l'épaisseur  des  ondes  réfléchies  sera  la  même 
que  celle  des  ondes  incidentes.  Donc  alors,  l'indice  de  réflexion  se  ré- 
duisant à  l'unité,  et  le  sinus  de  réflexion  au  sinus  d'incidence,  l'angle 
de  réflexion  sera  é gai  à  l'angle  d'incidence.  Si  le  second  milieu  est  lui- 
même,  comme  le  premier,  isophane  et  parfaitement  transparent,  l'épais- 
seur des  ondes  réfractées  sera  constante,  comme  celle  des  ondes  inci- 
dentes, c'est-à-dire  indépendante  de  l'angle  d'incidence,  du  moins 
pour  toutes  les  incidences  propres  à  fournir  un  rayon  réfracté  qui  se 
propage  dans  le  second  milieu  sans  s'affaiblir.  Donc  alors  Yindice  de 
réfraction  sera  constant,  ainsi  que  le  rapport  entre  le  sinus  de  réfraction 
et  le  sinus  d'incidence;  en  sorte  que  la  loi  de  réfraction,  donnée  par 
Descartes,  se  trouvera  vérifiée.  Mais  l'angle  de  réflexion  cessera  d'être 
égal  à  l'angle  d'incidence  si  le  premier  milieu  est  du  nombre  de  ceux 
dans  lesquels  la  lumière  ne  se  propage  pas  en  tous  sens  suivant  les 
mêmes  lois;  et,  si  l'un  des  milieux  donnés  est  de  ce  nombre,  ou  si 
l'un  d'eux  absorbe  plus  ou  moins  complètement  la  lumière,  la  loi  de 
Descartes  cessera  de  subsister. 

Lorsqu'un  milieu  transparent  n'est  point  isophane,  non  seulement 
l'épaisseur  des  ondes  propagées  dans  ce  milieu  dépend  de  la  direction 
des  plans  qui  les  terminent,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  direc- 
tion du  second  plan  invariable;  mais,  en  outre,  à  une  direction  donnée 
de  ce  dernier  plan  correspondent  toujours  deux  systèmes  d'ondes  planes 
qui  offrent  des  épaisseurs  différentes,  et  par  suite  des  vitesses  de  pro- 
pagation différentes.  Si  l'on  donne,  non  plus  la  direction  du  second 
plan  invariable,  mais  sa  trace  sur  un  plan  fixe,  avec  le  rapport  entre  le 
sinus  de  son  inclinaison  sur  le  plan  fixe  et  l'épaisseur  d'une  onde  plane, 
à  cette  trace  et  à  ce  rapport  correspondront  quatre  systèmes  d'ondes 
planes  et  quatre  positions  du  second  plan  invariable  qui  sera,  pour  deux 
de  ces  systèmes,  incliné  diversement  sur  le  plan  fixe,  mais  dans  un 
même  sens,  et  pour  les  deux  autres  en  sens  contraire.  Nous  dirons  que 
les  quatre  systèmes  d'ondes  dont  il  s'agit  sont  conjugués  entre  eux, 
ainsi  que  les  quatre  rayons  lumineux  correspondant  à  ces  quatre  sys- 
tèmes. Si,  le  plan  fixe  étant  une  surface  réflécbissante,  on  considère 
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l'un  des  quatre  rayons  comme  rayon  incident,  alors,  des  trois  autres 
rayons  conjugués,  deux  correspondront  à  des  ondes  inclinées  sur  la 
surface  dans  un  autre  sens  que  les  ondes  incidentes  et  rempliront  la 
condition  à  laquelle  doit  satisfaire  le  rayon  réfléchi,  savoir,  que  l'on 
obtienne  le  même  rapport  en  divisant  le  sinus  d'incidence  par  l'épais- 
seur des  ondes  incidentes,  ou  le  sinus  de  réflexion  par  l'épaisseur  des 
ondes  réfléchies.  Concevons  pareillement  que,  le  plan  fixe  étant  con- 
sidéré comme  une  surface  réfringente  qui  sépare  le  milieu  donné  d'un 
autre,  on  fasse  dans  cet  autre  milieu  tomber  un  rayon  sur  cette  sur- 
face. Si  l'on  cherche  à  déterminer  le  rayon  réfracté  par  la  condition 
que  le  rapport  entre  le  sinus  de  réfraction  et  l'épaisseur  des  ondes 
réfractées  devienne  équivalent  au  rapport  entre  le  sinus  d'incidence  et 
l'épaisseur  des  ondes  incidentes,  on  trouvera  que  cette  condition  peut 
être  remplie,  dans  le  milieu  donné,  par  deux  rayons  conjugués  l'un  à 
l'autre  et  inclinés  dans  le  même  sens  sur  la  surface  réfringente.  De  ces 
considérations  il  résulte  que,  si  une  surface  réfléchissante  et  réfrin- 
gente sépare  l'un  de  l'autre  deux  milieux  transparents  qui  ne  soient 
point  isophanes,  on  obtiendra  en  général  pour  chaque  rayon  incident 
deux  rayons  réfléchis  et  deux  rayons  réfractés.  C'est  ce  que  confirme 
l'expérience  et  l'on  donne,  pour  cette  raison,  aux  milieux  qui  ne  sont 
point  isophanes,  le  nom  de  milieux  doublement  réfringents.  Lorsque 
deux  milieux  doublement  réfringents  sont  séparés  l'un  de  l'autre  par 
une  surface  plane,  on  peut  imaginer  quatre  systèmes  d'ondes  planes 
propagées  dans  le  premier  milieu  et  quatre  systèmes  d'ondes  planes  pro- 
pagées dans  le  second  milieu,  de  telle  sorte  que  le  sinus  de  l'inclinaison 
d'une  onde  plane  sur  la  surface  de  séparation  soit  toujours  à  l'épaisseur 
de  cette  onde  dans  un  rapport  donné.  A  ces  huit  systèmes  d'ondes  planes 
correspondent  huit  rayons  conjugués  quatre  à  quatre.  Or,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  dire,  il  est  clair  que,  si  l'on  prend  un  de  ces  huit  rayons 
pour  rayon  incident,  deux  autres  de  ces  rayons  représenteront  les  deux 
rayons  réfléchis,  et  deux  autres  les  deux  rayons  réfractés  ;  les  deux  pre- 
miers étant  propagés  dans  le  même  milieu  que  le  rayon  incident,  et  les 
deux  derniers  étant  les  seuls  qui,  dans  l'autre  milieu,  répondent  à  des 
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ondes  dont  les  plans  soient  inclinés  sur  la  surface  de  séparation  dans  le 
même  sens  que  les  ondes  incidentes.  Si  l'un  des  milieux  donnés  devient 
isophane,  les  quatre  rayons  conjugués,  relatifs  à  ce  milieu,  se  rédui- 
ront à  deux  rayons  qui  formeront,  avec  la  normale  à  la  surface  de 
séparation,  des  angles  égaux  ;  et  l'on  déduira  immédiatement  de  ht 
proposition  que  nous  venons  d'énoncer  les  règles  établies  par  Malus 
et  par  M.  Biot  pour  la  détermination  des  rayons  réfléchis  par  la  se- 
conde surface  des  cristaux  à  un  et  à  deux  axes  optiques.  La  même  pro- 
position montre  comment  ces  règles  doivent  être  modifiées  dans  le 
cas  où  les  milieux  donnés  sont  doués  l'un  et  l'autre  de  la  double  ré- 
fraction. 

Nous  avons  ici  recherché  le  nombre  et  les  directions  des  ravons  ré- 
fléchis  et  réfractés  par  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux,  iso- 
phanes  ou  non  isophanes,  mais  que  l'on  suppose  parfaitement  transpa- 
rents. A  la  rigueur,  il  n'existe  point  de  milieux  dont  la  transparence 
soit  parfaite,  et  dont  une  couche  suffisamment  épaisse  n'absorbe  la 
lumière  avec  une  énergie  plus  ou  moins  grande.  Il  importe  d'apprécier 
l'influence  que  cette  absorption  peut  avoir  sur  les  phénomènes  de  la 
réflexion  ou  de  la  réfraction,  et  en  particulier  sur  la  direction  des  rayons 
réfléchis  ou  réfractés.  C'est  ce  dont  nous  allons  maintenant  nous  oc- 
cuper, en  supposant  d'abord  que  les  milieux  donnés  sont  isophanes, 
mais  que  l'un  au  moins  cesse  d'être  parfaitement  transparent. 

Ce  qui  caractérise  surtout  un  mouvement  simple,  propagé  dans  un 
milieu  homogène,  c'est  l'exponentielle  imaginaire  à  laquelle  sont  pro- 
portionnelles les  trois  variables  imaginaires  dont  les  déplacements 
moléculaires,  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  offrent  les 
parties  réelles.  Cette  exponentielle  a  pour  exposant  une  fonction  li- 
néaire des  coordonnées  et  du  temps,  et,  conformément  à  une  remarque 
faite  clans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  les  carrés  des  coefficients 
des  coordonnées,  dans  l'exposant  dont  il  s'agit,  fournissent  une  somme 
qui  dépend  uniquement  du  coefficient  du  temps,  par  conséquent  de  la 
durée  des  vibrations  moléculaires,  dans  le  cas  où  la  propagation  du  mou- 
vement s'effectue  en  tous  sens  suivant  les  mêmes  lois.  C'est  du  moins 
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ce  qu'il  est  facile  de  démontrer  lorsque  les  parties  réelles  des  quatre 
coefficients  s'évanouissent.  Alors,  les  coefficients  des  trois  coordonnées 
offrent  des  carrés  dont  la  somme,  prise  en  signe  contraire,  a  pour  ra- 
cine carrée  le  nombre  2-  à  l'épaisseur  d'une  onde  plane.  Pour  plus  de 
commodité  nous  donnerons  généralement  un  nom  à  cette  racine  carrée, 
et  ce  que  nous  appellerons  la  caractéristique  d'un  mouvement  simple 
sera  une  quantité  positive,  ou  une  expression  imaginaire  dont  la 
partie  réelle  sera  positive,  et  dont  le  carré,  pris  en  signe  contraire, 
sera  équivalent  à  la  somme  des  cariés  des  coefficients  des  trois  coor- 
données dans  l'exposant  de  l'exponentielle  imaginaire  qui  caractérise 
le  mouvement  simple.  Nous  appellerons  encore  caractéristique  d'un 
rayon  simple  celle  d'un  mouvement  simple  propagé  dans  l'éther  que 
renferme  un  milieu  homogène.  Dans  un  milieu  isophane,  et  que  l'on 
suppose  parfaitement  transparent,  la  caractéristique  d'un  rayon  simple, 
liée  par  une  certaine  équation  à  la  durée  des  vibrations  moléculaires, 
restera  indépendante  de  la  direction  du  plan  de  l'onde,  et  nous  ad- 
mettrons qu'il  en  est  toujours  ainsi  dans  un  milieu  isophane,  quand 
même  ce  milieu  absorberait  la  lumière  plus  ou  moins  rapidement.  Cela 
posé,  concevons  qu'une  surface  réfléchissante  et  réfringente  sépare  l'un 
de  l'autre  deux  milieux  isophanes  dont  le  premier  soit  parfaitement 
transparent,  et  qu'un  rayon  simple  tombe  sur  cette  surface  dans  le  pre- 
mier milieu.  Prenons  ailleurs  pour  origine  des  coordonnées  le  point  de 
la  surface  par  lequel  passent  les  trois  rayons  incident,  réfléchi,  réfracté, 
et  pour  axes  coordonnés  trois  droites  rectangulaires  dont  la  première 
coïncide  avec  la  normale  à  la  surface,  et  la  seconde  avec  la  trace  du 
plan  d'incidence  sur  cette  surface  même.  Enfin,  supposons  que  le  mo- 
dule du  mouvement  simple  qui  produit  le  rayon  incident  se  réduise  à 
l'unité.  L'argument  de  ce  mouvement  simple  renfermera  seulement 
les  deux  coordonnées  qui  se  mesurent  dans  le  plan  d'incidence  ou 
parallèlement  à  ce  plan,  et  les  coefficients  de  ces  deux  coordonnées 
dans  le  même  argument  seront  respectivement  égaux  aux  produits  de 
la  caractéristique  du  rayon  incident  par  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'angle 
d'incidence.  Si  du  rayon  incident  on  passe  au  rayon  réfracté,  le  se- 
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cond  des  coefficients  dont  il  s'agit  ne  variera  pas,  mais  le  premier  devra 
être  remplacé  par  la  partie  réelle  d'une  constante  imaginaire,  dont  le 
carré,  ajouté  au  carré  du  second  coefficient,  donnera  pour  somme  le 
carré  de  la  caractéristique  du  rayon  réfracté.  Le  coefficient  de  sj—  i 
dans  la  même  constante  sera,  au  signe  près,  le  coefficient  de  la  coor- 
donnée mesurée  sur  la  normale  à  la  surface  réfléchissante  dans  l'expo- 
sant du  module  du  mouvement  réfracté.  Quant  à  l'indice  de  réfraction, 
il  ne  sera  autre  chose  que  la  racine  carrée  positive  de  la  somme  des  car- 
rés des  coefficients  des  deux  coordonnées  comprises  dans  l'argument  du 
mouvement  réfracté.  Ces  principes  une  fois  établis,  on  reconnaîtra  sans 
peine  que  l'indice  de  réfraction  sera  sensiblement  constant,  c'est-à-dire 
sensiblement  indépendant  de  l'angle  d'incidence,  si  le  module  du 
mouvement  réfracté  conserve  un  exposant  très  petit,  et  reste  en  con- 
séquence peu  différent  de  l'unité  lorsqu'on  s'éloigne  de  la  surface  ré- 
fringente à  une  distance  comparable  à  l'épaisseur  d'une  onde  plane, 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  la  lumière  n'est  pas  sensiblement 
absorbée  par  une  tranche  du  second  milieu  qui  offre  une  épaisseur  de 
même  ordre  que  la  longueur  d'une  ondulation  lumineuse.  Donc  alors 
la  loi  de  réfraction,  donnée  par  Descartes,  ne  sera  pas  assez  altérée 
pour  que  l'altération  puisse  être  indiquée  par  une  expérience  directe 
avant  pour  objet  de  constater  la  direction  du  ravon  réfracté.  Toutefois 
l'indice  de  réfraction,  devenu  variable,  pourra  se  déduire  par  le  calcul 
des  expériences  qui  seraient  relatives  à  l'absorption  de  la  lumière.  Le 
même  indice  se  déduirait  au  contraire,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  des  expériences  faites  sur  le  rayon  réfléchi,  si  la  lumière,  en 
pénétrant  dans  le  second  milieu,  était  sensiblement  absorbée  par  une 
tranche  d'une  épaisseur  comparable  à  l'épaisseur  d'une  onde  plane. 
Alors  aussi  la  loi  de  réfraction  de  Descartes  se  trouverait  sensiblement 
modifiée,  comme  le  prouve  le  calcul,  et  comme  on  peut  aisément  le 
prévoir  à  l'aide  des  remarques  suivantes. 

Il  arrive  souvent  que  le  second  milieu  joue  le  rôle  tantôt  d'un  corps 
transparent  et  tantôt  d'un  corps  opaque,  suivant  la  valeur  plus  ou 
moins  considérable  de  l'angle  d'incidence.   Supposons  en  effet  qu'un 
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rayon  incident,  qui  forme  avec  la  normale  à  la  surface  réfléchissante  un 
angle  très  petit,  s'éloigne  de  cette  normale  en  se  réfractant,  et  se  pro- 
page dans  le  second  milieu  sans  s'affaiblir  sensiblement  à  une  distance 
finie  de  la  surface.  L'angle  d'incidence  sera  inférieur  à  l'angle  de  ré- 
fraction, et  l'indice  de  réfraction,  inférieur  lui-môme  à  l'unité,  aura 
pour  mesure  le  rapport  entre  la  caractéristique  du  rayon  réfracté  et  la 
caractéristique  du  rayon  incident.  Or,  ces  deux  caractéristiques,  ne 
dépendant  que  des  durées  des  vibrations  moléculaires  dans  les  deux 
milieux  supposés  isophanes,  seront  entre  elles  dans  un  rapport  con- 
fiant, quelle  que  soit  l'incidence;  et  si  l'angle  d'incidence  vient  à  varier, 
l'indice  de  réfraction  restera  invariable  tant  qu'il  aura  ce  rapport  pour 
mesure,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  tant  que  le  second  milieu  jouera 
le  rôle  d'un  corps  transparent.  Mais,  l'angle  d'incidence  croissant  de 
pins  en  plus,  l'angle  de  réfraction,  qui  le  surpassera  toujours,  atteindra 
sa  limite,  ou  l'angle  droit,  avant  que  l'angle  d'incidence  ait  atteint  la 
sienne,  et  lorsque  ce  dernier  angle  se  transformera  en  ce  qu'on  appelle 
Yangle  de  réflexion  totale.  Si  l'angle  d'incidence  devient  supérieur  à 
l'angle  de  réflexion  totale,  le  second  milieu  jouera  le  rôle  d'un  corps 
opaque,  ce  qui  n'empêchera  pas  les  ondes  planes  de  se  propager  dans  ce 
second  milieu;  seulement  elles  se  réfracteront  de  manière  que  le  mou- 
vement soit  insensible  à  une  distance  finie  de  la  surface  réfléchissante, 
et  il  est  clair  que  la  direction  du  rayon  réfracté  ne  pourra  plus  être 
déterminée  par  la  règle  de  Descartes,  qui  donnerait  alors  un  sinus  de 
réfraction  supérieur  à  l'unité.  Il  suit  d'ailleurs  des  principes  ci-dessus 
établis  que,  dans  ce  cas  particulier,  le  sinus  de  réfraction  restera  équi- 
valent à  l'unité,  et  l'angle  de  réfraction  à  un  angle  droit,  pour  toutes 
les  incidences.  Donc,  lorsque  l'angle  d'incidence  surpassera  l'angle  de 
réflexion  totale,  les  plans  des  ondes  réfractées  resteront  toujours  per- 
pendiculaires à  la  surface  réfléchissante,  et  l'indice  de  réfraction,  égal 
au  sinus  de  l'angle  d'incidence,  sera  variable  avec  cet  angle. 

Nous  venons  d'examiner  quelle  influence  l'absorption  de  la  lumière 
peut  avoir,  dans  les  corps  isophanes,  sur  la  direction  du  rayon  ré- 
fracté. Quant  à  la  direction  du  rayon  réfléchi,  ou  plutôt  des  ondes 
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réfléchies,  elle  reste,  dans  les  corps  isophanes,  indépendante  de  leur 
pouvoir  absorbant.  Car,  le  rayon  réfléchi  offrant  alors  la  même  carac- 
téristique que  le  rayon  incident,  il  est  aisé  d'en  conclure  que  l'angle 
de  réflexion  équivaut  toujours  à  l'angle  d'incidence. 

Quant  aux  milieux  qui  absorbent  la  lumière  sans  être  isophanes,  ils 
possèdent  généralement,  aussi  bien  que  les  corps  transparents  mais 
non  isophanes,  la  propriété  de  doubler  les  rayons  lumineux  par  la 
réflexion  intérieure  ou  par  la  réfraction,  et  peuvent  en  conséquence 
être  encore  désignés  sous  le  nom  de  milieux  doublement  réfringents. 
Quelquefois,  des  deux  rayons  réfléchis  ou  réfractés,  l'un  est  absorbé 
beaucoup  plus  promptement  que  l'autre  et  s'éteint  à  une  petite  di- 
stance de  la  surface  réfléchissante  ou  réfringente. 


27. 

C.  R.,  t,  VIII,  p.  ni  (28  janvier  1839).  —  Suite. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  la  caractéristique  d'un  rayon 
simple  dans  un  milieu  diaphane  ne  dépendra  point  de  la  direction  de 
ce  rayon,  mais  seulement  de  la  nature  de  la  couleur,  et,  si  le  rayon  se 
propage  sans  s'affaiblir  d'une  manière  sensible,  sa  caractéristique  ne 
sera  autre  chose  que  le  rapport  du  nombre  2-  à  l'épaisseur  d'une  onde 
plane.  Supposons  que,  pour  une  épaisseur  donnée,  on  ait  mesuré  cette 
caractéristique  dans  le  vide.  Si  l'on  substitue  au  vide  un  milieu  iso- 
phane  quelconque,  elle  variera  dans  un  certain  rapport  qui  sera  réel 
ou  imaginaire,  suivant  que  le  milieu  isophane  sera  ou  ne  sera  pas 
transparent.  Cela  posé,  le  coefficient  réel  ou  imaginaire  par  lequel  on 
devra  multiplier  la  caractéristique  mesurée  dans  le  vide,  pour  obtenir 
la  caractéristique  mesurée  dans  le  milieu  isophane  donné,  sera  ce  que 
nous  appellerons  le  coefficient  caractéristique  relatif  à  ce  milieu.  Si  le 
milieu  isophane  est  transparent,  le  coefficient  caractéristique  ne  diffé- 
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rera  pas  de  l'indice  de  réfraction  du  rayon  que  l'on  ferait  passer  du 
vide  dans  ce  milieu  sous  une  incidence  quelconque.  Mais,  si  le  milieu 
isophane  donné  absorbe  de  la  lumière,  le  coefficient  caractéristique 
deviendra  imaginaire  et  sa  partie  réelle  représentera  l'indice  de  ré- 
fraction d'un  rayon  passant  du  vide  dans  ce  milieu  sous  l'incidence 
perpendiculaire,  tandis  que  sa  partie  imaginaire  sera  le  produit  de 
Y  --  r  par  le  demi-diamètre  d'une  circonférence  représentée,  au  signe 
près,  par  le  logarithme  népérien  du  rapport  suivant  lequel  diminue 
l'amplitude  des  vibrations  moléculaires  quand  on  s'enfonce  dans  le 
milieu  isophane  en  parcourant,  dans  la  direction  de  ce  rayon,  une 
distance  équivalente  à  la  longueur  d'une  ondulation  mesurée  dans  le 
vide. 

Au  reste,  en  généralisant  la  définition  du  coefficient  caractéristique, 
on  peut  désigner  sous  ce  nom  le  coefficient  par  lequel  il  faudra  multi- 
plier la  caractéristique  d'un  rayon,  mesurée  dans  un  milieu  isophane 
donné,  pour  obtenir  la  caractéristique  d'un  rayon  de  la  même  couleur 
dans  un  autre  milieu.  Il  est  d'ailleurs  naturel  d'appliquer  à  l'argument 
et  au  module  du  coefficient  caractéristique  ainsi  défini  les  noms  à'ar- 
gwnent  caractéristique  et  de  module  caractéristique. 

Revenons  à  la  considération  des  rayons  réfléchis  et  réfractés  par  la 
surface  de  séparation  de  deux  milieux.  Nous  avons  déjà  recherché  le 
nombre,  la  direction  de  ces  rayons  et  l'influence  que  peut  exercer  sur 
cette  direction  le  pouvoir  absorbant  des  milieux  dont  il  s'agit.  Recher- 
chons maintenant  comment  la  réflexion  et  la  réfraction  modifient,  d'une 
part  l'amplitude  des  vibrations  lumineuses,  d'autre  part  le  mode  de 
polarisation  d'un  rayon  simple,  particulièrement  dans  le  cas  où  les 
milieux  donnés  sont  isophanes,  et  où  le  premier  de  ces  milieux  est 
transparent. 

Le  rayon  incident  étant,  par  hypothèse,  un  rayon  simple  qui  se  pro- 
page dans  un  milieu  isophane  et  transparent,  pourra  être  censé  résulter 
de  la  superposition  de  deux  autres  rayons  qui  seraient  polarisés  en 
ligne  droite,  le  premier  perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  le 
second  suivant  ce  même  plan.  Si  l'on  prend  la  normale  à  la  surface 
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réfléchissante  pour  l'un  des  axes  coordonnés,  et  le  plan  d'incidence 
pour  l'un  des  plans  coordonnés,  le  premier  des  rayons  composants  se 
trouvera  complètement  caractérisé  par  les  déplacements  des  molécules 
mesurés  dans  le  plan  d'incidence  et  parallèlement  aux  axes  coordonnés 
(jue  renfermera  ce  plan,  tandis  que  le  second  des  rayons  composants 
se  trouvera  caractérisé  par  les  déplacements  des  molécules  mesurés 
perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
parallèlement  au  troisième  axe.  Or,  si  le  second  milieu  est  isophane, 
comme  le  premier,  les  deux  espèces  de  déplacements  dont  il  s'agit, 
c'est-à-dire  les  déplacements  mesurés,  les  uns  dans  le  plan  d'inci- 
dence, les  autres  perpendiculairement  à  ce  plan,  se  trouveront  séparés 
dans  les  équations  générales  des  mouvements  infiniment  petits  auxquels 
se  réduiront  les  vibrations  lumineuses  de  chacun  des  milieux  donnés, 
et  il  est  naturel  de  penser,  comme  le  calcul  d'ailleurs  nous  l'indique, 
qu'alors  aussi  les  déplacements  des  deux  espèces  se  trouveront  encore 
séparés  dans  les  équations  de  condition  relatives  à  la  surface  réfléchis- 
sante ou  réfringente.  Donc  alors  les  deux  rayons  simples  qui  pourront 
être  censés  produire  par  leur  superposition  le  rayon  incident,  et  qui 
seront  polarisés,  le  premier  perpendiculairement  au  plan  d'incidence, 
le  second  suivant  ce  même  plan,  se  trouveront  réfléchis  et  réfractés 
indépendamment  l'un  de  l'autre.  Il  est  d'ailleurs  important  d'observer 
que  le  rayon  polarisé  perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  et  par 
suite  renfermé  dans  ce  plan,  peut  être  indifféremment  caractérisé, 
avant  ou  après  la  réflexion,  ou  même  après  la  réfraction,  si  le  second 
milieu  est  transparent,  soit  par  les  déplacements  des  molécules  mesu- 
rés parallèlement  aux  deux  axes  coordonnés  que  renferme  le  plan 
d'incidence,  soit  par  les  déplacements  absolus  des  molécules  mesurés 
dans  ce  même  plan  sur  des  droites  perpendiculaires  à  la  direction  du 
rayon  lumineux. 

De  ce  qu'on  vient  de  dire  il  résulte  que,  pour  découvrir  les  lois  gé- 
nérales suivant  lesquelles  un  rayon  simple  peut  être  réfléchi  ou  réfracté 
par  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  isophanes,  dont  le  pre- 
mier est  transparent,  il  suffira  de  rechercher  les  lois  particulières  de  la 
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réflexion  et  de  la  réfraction  d'un  rayon  simple  polarisé,  ou  perpendicu- 
lairement au  plan  d'incidence,  bu  suivant  ce  même  plan.  Alors  aussi, 
dans  le  rayon  réfléchi,  et  même  dans  le  rayon  réfracté,  lorsque  le  second 
milieu  sera  transparent,  nous  pourrons  nous  borner  à  considérer  les 
déplacements  absolus  des  molécules  qui  seront  mesurés,  pour  chaque 
rayon,  dans  le  plan  d'incidence  ou  perpendiculairement  à  ce  plan,  mais 
toujours  sur  des  droites  perpendiculaires  à  la  direction  du  rayon. 
Enfin,  pour  rendre  le  langage  plus  précis,  lorsque  les  rayons  incident, 
réfléchi  et  réfracté  seront  polarisés  perpendiculairement  au  plan  d'in- 
cidence, ou,  ce  qui  revient  au  même,  renfermés  dans  ce  plan,  nous 
appellerons,  pour  chaque  rayon,  nœuds  de  première  espèce,  ceux  qui 
précéderont  des  molécules  déplacées  dans  un  sens  tel  qu'en  vertu  de 
leur  déplacement  elles  se  trouvent  plus  rapprochées  du  second  milieu, 
ou  transportées  plus  avant  dans  son  intérieur.  Lorsqu'au  contraire  les 
rayons  incident,  réfléchi  et  réfracté  seront  polarisés  suivant  le  plan 
d'incidence,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  lorsque  les  vibrations  des 
molécules  seront  perpendiculaires  à  ce  plan,  nous  appellerons,  pour 
chaque  rayon,  nœuds  de  première  espèce  ceux  qui  précéderont  des 
molécules  déplacées  par  rapport  au  plan  d'incidence  d'un  côté  déter- 
miné, par  exemple,  du  côté  où  se  comptent  positivement  les  coordon- 
nées perpendiculaires  au  plan  dont  il  s'agit.  Quand  nous  disons  ici 
qu'un  nœud  précède  certaines  molécules,  cela  veut  dire  qu'il  est  situé 
sur  la  direction  primitive  du  rayon  lumineux,  de  manière  à  s'éloigner 
de  ces  molécules  en  vertu  de  son  mouvement  de  translation  dû  à  la 
vitesse  de  propagation  de  la  lumière. 

Observons  encore  que,  dans  l'hypothèse  admise,  le  déplacement 
absolu  d'une  molécule  située  sur  le  rayon  incident,  ou  réfléchi,  ou 
réfracté  par  un  milieu  transparent,  aura  pour  expression  le  produit 
d'un  facteur  variable  par  une  constante  réelle,  le  facteur  variable  étant 
le  cosinus  de  l'angle  qu'on  obtient  en  ajoutant  un  certain  paramètre 
angulaire  à  ce  qu'on  peut  nommer  Yargument  du  rayon  que  l'on  con- 
sidère, c'est-à-dire,  à  l'argument  du  mouvement  simple  qui  répond 
à  ce  rayon.  Or  la  constante  et  le  paramètre  angulaire,  dont  il  est  ici 
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question,  changent  de  valeurs  clans  le  passage  du  rayon  incident  au 
rayon  réfléchi  ou  réfracté;  et,  pour  établir  les  lois  suivant  lesquelles  ce 
changement  de  valeurs  s'effectue,  ce  qu'il  y  a  de  plus  commode,  c'est 
de  recourir  de  nouveau  à  la  considération  des  variables  imaginaires 
dont  les  déplacements  des  molécules  représentent  les  parties  réelles. 
En  Analyse,  on  appelle  expression  symbolique ,  ou  symbole,  toute 
combinaison  de  signes  algébriques  qui  ne  signifie  rien  par  elle-même, 
ou  à  laquelle  on  attribue  une  valeur  différente  de  celle  qu'elle  doit 
naturellement  avoir.  On  nomme  de  même  équations  symboliques  toutes 
celles  qui,  prises  à  la  lettre  et  interprétées  d'après  les  conventions 
généralement  établies,  sont  inexactes  ou  n'ont  pas  de  sens,  mais  des- 
quelles on  peut  déduire  des  résultats  exacts,  en  modifiant  ou  altérant, 
selon  des  règles  fixes,  ou  ces  équations  elles-mêmes,  ou  les  quantités 
qu'elles  renferment.  L'emploi  des  équations  symboliques  est  souvent 
un  moyen  de  simplifier  les  calculs  et  d'écrire  sous  une  forme  abrégée 
des  résultats  assez  compliqués  en  apparence.  D'ailleurs  c'est  évidem- 
ment parmi  les  expressions  ou  équations  symboliques  que  doivent  être 
rangées  les  expressions  ou  équations  imaginaires  et,  comme  nous  en 
avons  fait  ailleurs  la  remarque  (voyez  Y  Analyse  algébrique,  Chap.  VII), 
toute  équation  imaginaire  n'est  que  la  représentation  symbolique  de 
deux  équations  entre  quantités  réelles.  Cela  posé,  lorsque,  dans  les 
équations  linéaires  qui  représentent  les  mouvements  infiniment  petits 
d'un  système  de  points  matériels,  on  remplacera  les  déplacements  des 
molécules,  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  par  des  va- 
riables imaginaires  dont  ces  déplacements  seront  les  parties  réelles, 
les  nouvelles  équations  que  l'on  obtiendra  devront  être  naturellement 
appelées  les  équations  symboliques  des  mouvements  infiniment  petits  du 
système,  et  les  variables  imaginaires  dont  il  s'agit  pourront  elles-mêmes 
être  appelées  les  expressions  symboliques  des  déplacements  molécu- 
laires ou,  pour  plus  de  brièveté,  les  déplacements  symboliques  des  molé- 
cules. Pareillement,  les  équations  symboliques  de  condition,  relatives  à 
la  surface  de  séparation  de  deux  systèmes  de  molécules,  seront  ce  que 
deviennent  les  équations  de  condition  relatives  à  cette  surface,  quand 
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on  v  remplace  les  déplacements  effectifs  des  molécules  par  leurs  dépla- 
cements symboliques.  Enfin  on  devra  interpréter  dans  le  même  sens  le 
mot  symbolique  appliqué  comme  épithète,  soit  aux  déplacements  des 
molécules  d'éther  dans  un  rayon  simple  de  lumière,  soit  aux  équations 
différentielles  ou  finies  d'un  semblable  rayon. 

Ces  définitions  étant  admises,  considérons  en  particulier  un  rayon 
simple,  polarisé  réalignement  et  propagé  dans  un  milieu  isopbane. 
Nommons  d'ailleurs  déviation  le  déplacement  absolu  de  la  molécule 
éthérée  qui  correspond  à  un  point  donné  du  rayon,  ce  déplacement 
étant  mesuré  à  partir  de  la  position  initiale  de  la  molécule,  et  pris  avec 
le  signe  -+-  ou  avec  le  signe  —  suivant  que  la  molécule  déplacée  se 
trouve  située  d'un  côté  ou  de  l'autre  par  rapport  à  la  direction  primi- 
tive de  ce  rayon.  Les  déviations  de  toutes  les  molécules  seront  mesurées 
sur  des  droites  parallèles  entre  elles  et  toujours  perpendiculaires,  si 
le  milieu  isopbane  est  transparent,  à  la  direction  du  rayon  lumineux. 
De  plus,  la  déviation  symbolique  d'une  molécule  d'étber  dans  le  rayon 
donné,  c'est-à-dire  la  variable  imaginaire  dont  la  déviation  de  cette 
molécule  représentera  la  partie  réelle,  se  trouvera  exprimée  par  une 
exponentielle  imaginaire  qui  aura  pour  base  la  base  même  des  loga- 
ritbmes  népériens,  et  pour  exposant  une  fonction  linéaire  des  coordon- 
nées et  du  temps.  Enfin,  la  partie  de  cet  exposant  qui  renfermera  les 
coordonnées  sera  proportionnelle,  si  le  milieu  isopbane  est  transparent, 
à  la  distance  qui  sépare  la  molécule  du  second  plan  invariable,  c'est- 
à-dire  du  plan  fixe  mené  par  l'origine  des  coordonnées  parallèlement 
aux  plans  des  ondes,  et  se  réduira,  au  signe  près,  au  produit  de  cette 
distance  par  \J  —  i  et  par  la  caractéristique  du  rayon  lumineux.  Cela 
posé,  dans  tout  milieu  isopbane  et  transparent,  la  déviation  symbo- 
lique d'une  molécule  d'étber,  comprise  dans  un  rayon  plan,  sera  telle- 
ment liée  avec  la  position  initiale  de  la  molécule  que,  si  l'on  mesure 
sur  la  direction  de  ce  rayon,  et  dans  le  sens  de  la  vitesse  de  propaga- 
tion des  ondes  planes,  une  longueur  déterminée,  le  rapport  entre  les 
déviations  symboliques  des  molécules  primitivement  situées  à  l'extré- 
mité de  cette  longueur,  et  à  son  origine,  aura  pour  logarithme  népé- 


EXTRAIT   N°  27.  loi 


rien,  ou  le  produit  de  la  longueur  elle-même  par  y—  i  et  par  la  carac- 
téristique du  rayon  lumineux,  ou  ce  produit  pris  en  signe  contraire. 
Donc,  pour  obtenir  la  seconde  de  ces  déviations  symboliques,  il  suffira 
de  multiplier  la  première  par  un  coefficient  imaginaire  qui  ait  pour 
base  la  base  même  des  logarithmes  népériens  et  pour  exposant  le  pro- 
duit dont  il  s'agit  pris  avec  son  signe  ou  avec  le  signe  opposé.  D'ailleurs, 
on  n'aura  point  à  changer  le  signe  de  ce  produit  si  l'on  suppose,  comme 
on  peut  toujours  le  faire,  que,  dans  l'exposant  de  l'exponentielle  ima- 
ginaire qui  représente  la  déviation  symbolique  d'une  molécule,  le  terme 
proportionnel  au  temps  offre  pour  coefficient  le  produit  de  \J--  i  par 
une  quantité  négative.  Nous  adopterons  cette  supposition  et,  en  consé- 
quence, le  coefficient  symbolique  par  lequel  on  devra  multiplier  la  dé- 
viation symbolique  d'une  molécule,  en  un  point  donné  d'un  rayon  plan, 
pour  obtenir  la  déviation  symbolique  en  un  autre  point,  sera  une  expo- 
nentielle qui  aura  pour  base  la  hase  même  des  logarithmes  népériens, 
l'exposant  étant  le  produit  de  \J—  i  par  la  caractéristique  du  rayon 
plan  et  par  la  distance  du  premier  point  au  second,  prise  avec  le 
signe  4-  ou  le  signe  —,  suivant  que  l'on  devra,  pour  passer  de  l'un  à 
l'autre,  marcher  dans  le  sens  suivant  lequel  est  dirigée  la  vitesse  de 
propagation  des  ondes  planes,  ou  dans  le  sens  opposé. 

Au  reste,  toutes  les  fois  qu'un  rayon  simple  se  propagera  dans  un 
milieu  isophane  et  transparent,  si  l'on  mesure  les  déplacements  des 
molécules  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  ou  même  parallèlement 
à  un  axe  fixe  quelconque,  les  déplacements  symboliques  correspon- 
dants seront,  d'après  ce  qu'on  a  dit  au  commencement  de  cette  seconde 
Partie,  respectivement  égaux  aux  produits  de  constantes  imaginaires 
par  l'exponentielle  qui  aura  pour  base  la  base  même  des  logarithmes 
népériens,  et  pour  exposant  le  produit  de  v'--  l  Pai'  l'argument  du 
rayon  simple.  Ajoutons  que  la  constante  imaginaire  correspondante  à 
un  axe  fixe  donné  sera  elle-même  le  produit  de  la  demi-amplitude  d'une 
vibration  mesurée  parallèlement  à  cet  axe  par  une  autre  exponentielle 
qu'on  obtient  en  substituant  dans  la  première  à  l'argument  du  rayon 
simple  un  paramètre  angulaire  constant.  Lorsque  le  rayon  simple  est 
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polarisé  rectiîignement,  et  que  l'axe  fixe  donné  est  parallèle  aux  droites 
suivant  lesquelles  s'effectuent  les  vibrations  absolues  des  molécules,  le 
déplacement  symbolique  d'une  molécule  se  réduit  à  ce  que  nous  avons 
appelé  la  déviation  symbolique. 

Il  nous  reste  maintenant  à  montrer  comment  les  déplacements  sym- 
boliques et  les  déviations  symboliques  se  modifient  lorsqu'un  rayon 
plan  tombe  sur  la  surface  réfléchissante  ou  réfringente  qui  sépare  un 
premier  milieu  isophane  et  transparent  d'un  autre  milieu  supposé  iso- 
phane,  et  quelle  simplicité  la  considération  des  déplacements  et  dé- 
viations symboliques  apporte  généralement  dans  les  calculs  qui  servent 
ii  établir  les  lois  des  phénomènes  de  polarisation  produits  par  la  réflexion 
ou  la  réfraction  de  la  lumière. 


28. 

C  R.,  t.  VIII,  p.  i/,6  (4  février  1839).  —  Suite. 

Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  les  équations  de  condition  rela- 
tives à  la  surface  réfléchissante  ou  réfringente  doivent  se  réduire,  pour 
des  mouvements  infiniment  petits  du  fluide  éthéré,  à  des  équations 
linéaires,  en  sorte  que  chaque  membre  de  ces  équations  soit  une  fonc- 
tion linéaire  des  déplacements  moléculaires  calculés  pour  le  premier 
ou  pour  le  second  milieu,  et  de  leurs  dérivées  prises  par  rapport,  à  une 
ou  plusieurs  des  variables  indépendantes.  D'ailleurs,  dans  ces  mêmes 
équations,  le  déplacement  d'une  molécule,  calculé  comme  si  cette 
molécule  était  intérieure  au  premier  milieu,  et  mesuré  parallèlement 
à  l'un  des  axes  coordonnés,  sera  la  somme  des  déplacements  mesurés 
parallèlement  au  même  axe  dans  les  rayons  incident  et  réfléchi;  mais 
le  déplacement  d'une  molécule,  calculé  comme  si  cette  molécule  était 
intérieure  au  second  milieu,  sera  simplement  celui  que  le  calcul  donne 
pour  le  rayon  réfracté.  Gela  posé,  il  est  clair  :  i°  que,  dans  la  théorie  de 
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la  lumière,  les  équations  symboliques  de  condition,  relatives  à  la  sur- 
face réfléchissante  ou  réfringente,  seront  linéaires  par  rapport  aux  dé- 
placements symboliques  des  molécules  et  à  leurs  dérivées;  20  que  ces 
déplacements  symboliques  se  réduiront  d'une  part  à  la  somme  des  dé- 
placements symboliques  des  molécules,  déterminés  successivement 
pour  le  rayon  incident  et  le  rayon  réfléchi,  d'autre  part  au  déplacement 
symbolique  des  molécules  dans  le  rayon  réfracté. 

Observons  maintenant  que,  si  le  rayon  incident  est  un  rayon  simple, 
les  déplacements  symboliques  des  molécules,  mesurés  parallèlement 
aux  trois  axes  coordonnés,  dans  le  rayon  incident  ou  réfléchi  ou  réfracté, 
seront  les  produits  de  trois  constantes  imaginaires  par  une  seule  expo- 
nentielle imaginaire  dont  l'exposant  sera  une  fonction  linéaire  des  va- 
riables indépendantes  sans  terme  constant.  Donc  alors,  pour  obtenir 
la  dérivée  de  l'un  de  ces  déplacements  symboliques,  différentié  une  ou 
plusieurs  fois  par  rapport  à  une  ou  plusieurs  des  variables  indépen- 
dantes, il  suffira  de  le  multiplier  une  ou  plusieurs  fois  parle  coefficient 
ou  les  coefficients  de  ces  variables  dans  l'exposant  dont  il  s'agit.  Par 
suite,  si  le  rayon  incident  est  un  rayon  simple,  chaque  membre  des 
équations  symboliques  de  condition,  relatives  à  la  surface  réfléchis- 
sante ou  réfringente,  pourra  être  réduit  à  une  fonction  linéaire  des 
déplacements  symboliques  des  molécules  dans  les  rayons  incident, 
réfléchi  et  réfracté,  chaque  terme  de  la  fonction  linéaire  étant  propor- 
tionnel à  l'un  des  déplacements  symboliques  qui  pourra  s'y  trouver 
multiplié  une  ou  plusieurs  fois  par  un  ou  plusieurs  des  coefficients 
des  variables  indépendantes  dans  l'exposant  de  l'exponentielle  imagi- 
naire que  renferme  ce  même  déplacement.  D'ailleurs,  comme  on  l'a 
vu,  cette  exponentielle  conserve  la  même  valeur  en  un  point  quel- 
conque de  la  surface  réfléchissante,  quand  on  passe  du  rayon  incident 
au  rayon  réfléchi  ou  réfracté;  elle  représente  donc  un  facteur  commun 
à  tous  les  termes  compris  dans  les  équations  de  condition  symbo- 
liques, et  celles-ci  pourront  être  réduites,  par  la  suppression  de  ce  fac- 
teur commun,  à  des  équations  linéaires  entre  les  constantes  imagi- 
naires par  lesquelles  la  même   exponentielle  se  trouvait  multipliée 
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dans  les  déplacements  symboliques  des  molécules.  Ces  nouvelles  équa- 
tions linéaires  sont  précisément  celles  qui  devront  servir  à  déterminer 
les  valeurs  des  constantes  imaginaires  dont  nous  venons  de  parler 
pour  le  rayon  réfléchi  et  pour  le  rayon  réfracté,  quand  elles  seront 
connues  pour  le  rayon  incident.  Ces  constantes  imaginaires  étant  ainsi 
déterminées  pour  le  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  si  on  les  multiplie  par 
la  valeur  générale  de  l'exponentielle  imaginaire  qui  répond  à  ce  rayon, 
on  obtiendra  immédiatement  pour  le  même  rayon  les  déplacements 
symboliques  et,  par  suite,  les  déplacements  effectifs  des  molécules 
mesurés  parallèlement  aux  trois  axes  coordonnés. 

De  ce  qu'on  vient  de  dire  il  semble  résulter,  au  premier  abord, 
qu'on  aurait  besoin  de  six  équations  symboliques  de  condition  pour 
déterminer  les  six  constantes  imaginaires  correspondantes  d'une  part 
aux  deux  rayons  réfléchi  et  réfracté,  d'autre  part  aux  trois  déplace- 
ments moléculaires  mesurés  dans  chacun  de  ces  rayons  parallèlement 
aux  trois  axes  coordonnés.  Mais  on  doit  observer  que,  pour  chaque 
rayon  simple  propagé  dans  un  milieu  isophane  et  transparent,  il  existe 
toujours  entre  ces  trois  déplacements  une  équation  linéaire.  Cette 
équation  est  celle  qui  exprime  que  les  vibrations  des  molécules  s'effec- 
tuent dans  des  plans  perpendiculaires  à  la  direction  du  rayon,  et  par 
conséquent  celle  que  l'on  forme  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  trois 
déplacements  respectivement  multipliés  par  les  coefficients  des  coor- 
données dans  l'argument  du  rayon  simple.  On  pourra  d'ailleurs,  dans 
cette  équation,  remplacer  les  trois  déplacements  effectifs  d'une  molé- 
cule, mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  par  ses  déplacements 
symboliques,  ou  même  par  les  trois  constantes  imaginaires  qui  entrent 
comme  facteurs  dans  les  déplacements  symboliques  avec  l'exponentielle 
imaginaire  qui  caractérise  le  rayon  simple.  Ajoutons  que  l'équation 
symbolique  ainsi  obtenue  pourra  être  étendue  au  cas  même  où  le  mi- 
lieu isophane  cesserait  d'être  transparent,  si  dans  cette  équation  on 
substitue  généralement  aux  coefficients  réels  des  coordonnées,  pris 
dans  l'argument  du  rayon  simple,  les  coefficients  imaginaires  des  coor- 
données pris  dans  l'exposant  de  l'exponentielle  imaginaire  qui  carac- 
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térisece  rayon.  Cela  posé,  comme  des  trois  constantes  imaginaires  rela- 
tives au  rayon  réfléchi  ou  au  rayon  réfracté,  l'une  pourra  toujours  être 
,  exprimée  en  fonction  linéaire  des  deux  autres,  on  n'aura  plus  à  déter- 
miner pour  ces  deux  rayons  que  quatre  constantes  imaginaires,  et  pour 
y  parvenir,  il  suffira  des  quatre  équations  symboliques  de  condition 
relatives  à  la  surface  réfléchissante. 

Si  les  milieux  donnés  cessaient  d'être  isophanes,  on  obtiendrait,  au 
lieu  d'un  rayon  réfléchi  et  d'un  rayon  réfracté,  deux  rayons  réfléchis 
et  deux  rayons  réfractés,  correspondants  à  douze  constantes  imagi- 
naires. Mais  alors  aussi  les  trois  constantes  imaginaires  relatives  à 
chaque  rayon  seraient  proportionnelles  l'une  à  l'autre,  et  leurs  rapports 
se  déduiraient  immédiatement  de  la  direction  même  du  rayon,  supposée 
connue,  ou  plutôt  de  la  direction  des  plans  des  ondes,  comme  il  arrive 
pour  les  milieux  transparents,  mais  non  isophanes,  et  par  conséquent 
doués  de  la  double  réfraction,  puisqu'en  effet,  dans  ces  milieux,  le 
mode  de  polarisation  d'un  rayon  dépend  uniquement  de  la  direction 
des  plans  des  ondes.  Donc  encore,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  sur  les 
douze  constantes  imaginaires  correspondantes  aux  quatre  rayons  réflé- 
chis et  réfractés,  il  en  restera  seulement  quatre  à  déterminer  à  l'aide 
des  équations  de  condition  symboliques  relatives  à  la  surface  réfléchis- 
sante. Donc,  dans  tous  les  cas,  le  nombre  de  ces  dernières  équations, 
de  celles  du  moins  qui  seront  nécessaires  à  la  détermination  des  con- 
stantes imaginaires,  sera  de  quatre  seulement. 

Revenons  au  cas  spécial  où  les  milieux  donnés  sont  isophanes,  le 
rayon  incident  étant  d'ailleurs  un  rayon  simple.  Si  l'on  considère  ce 
rayon  simple  comme  résultant  de  la  superposition  de  deux  autres  rayons 
polarisés  en  ligne  droite,  l'un  perpendiculairement  au  plan  d'inci- 
dence, l'autre  suivant  ce  même  plan,  les  deux  rayons  composants  se 
trouveront,  ainsi  qu'on  l'a  dit  plus  haut,  réfléchi  et  réfracté  indépen- 
damment l'un  de  l'autre.  Concevons  d'ailleurs  que  l'on  prenne  pour  un 
des  axes  coordonnés  la  normale  à  la  surface  réfléchissante,  et  pour  un 
des  plans  coordonnés  le  plan  d'incidence;  des  quatre  équations  de  con- 
dition deux  se  rapporteront  à  la  réflexion  et  à  la  réfraction  du  rayon 
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polarisé  perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  les  deux  autres  à  la 
réflexion  et  à  la  réfraction  du  rayon  polarisé  suivant  ce  même  plan. 
Ces  deux  dernières  renfermeront  trois  constantes  imaginaires  relatives 
à  trois  rayons  incident,  réfléchi,  réfracté,  tous  trois  polarisés  suivant 
le  plan  d'incidence,  et  détermineront  les  rapports  de  ces  trois  con- 
stantes. Au  contraire,  les  deux  premières  équations  symboliques  de 
condition  contiendront  six  constantes  imaginaires  correspondantes  aux 
rayons  incident,  réfléchi,  réfracté  qui  seront  polarisés  perpendiculai- 
rement au  plan  d'incidence,  ou,  en  d'autres  termes,  renfermés  dans  ce 
plan.  Mais  alors  les  deux  constantes  imaginaires,  correspondantes  à 
chaque  rayon,  seront  liées  entre  elles  par  une  équation  linéaire  qu'on 
obtiendra  en  égalant  à  zéro  la  somme  de  ces  deux  constantes  respecti- 
vement multipliées  par  les  coefficients  des  coordonnées,  mesurées  sui- 
vant le  plan  d'incidence,  dans  l'exposant  de  l'exponentielle  imagi- 
naire à  laquelle  les  déplacements  symboliques  des  molécules  sont 
proportionnels.  Donc,  entre  les  six  constantes  imaginaires  dont  il  s'agit, 
on  aura  en  tout  cinq  équations  qui  suffiront  encore  pour  déterminer  les 
rapports  de  ces  constantes.  Dans  l'un  et  l'autre  calcul,  le  rapport  sui- 
vant lequel  varie  la  constante  imaginaire  correspondante  à  l'un  des 
axes  coordonnés,  quand  on  passe  du  rayon  incident  au  rayon  réfléchi 
ou  réfracté,  est  aussi  le  rapport  suivant  lequel  varie,  dans  ce  passage, 
le  déplacement  symbolique  relatif  à  cet  axe,  en  un  point  quelconque 
de  la  surface  réfléchissante 

Il  est  bon  d'observer  que,  dans  chacun  des  rayons  polarisés  suivant 
le  plan  d'incidence,  les  déplacements  des  molécules,  mesurés  perpen- 
diculairement au  même  plan,  représentent,  au  signe  près,  les  dépla- 
cements absolus  de  ces  molécules,  et  peuvent  être  censés  se  confondre 
avec  leurs  déviations.  Donc,  par  suite,  dans  ces  rayons,  les  déviations 
symboliques  ne  différeront  pas  des  déplacements  symboliques.  Quant 
aux  rayons  polarisés  perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  et  par 
conséquent  renfermés  dans  ce  plan,  chacun  d'eux  se  composera  de 
molécules  dont  les  déplacements  absolus  ne  seront  généralement  diri- 
gés suivant  aucun  des  axes  coordonnés  compris  dans  le  plan  d'inci- 
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dence.  Mais,  si  le  milieu  dans  lequel  un  semblable  rayon  se  propage 
est  transparent,  le  déplacement  absolu  d'une  molécule  et  par  suite  sa 
déviation  se  réduiront,  au  signe  près,  au  quotient  qu'on  obtient  quand 
on  divise  le  déplacement  mesuré  suivant  une  normale  à  la  surface 
réfléchissante  par  le  sinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  la  normale  et 
le  rayon.  11  y  a  plus;  la  déviation  sera  précisément  égale  au  quotient 
dont  il  s'agit,  si  le  déplacement  mesuré  sur  une  normale  à  la  surface 
réfléchissante  et  la  déviation  elle-même  se  comptent  positivement  pour 
toute  molécule  qui,  en  s'éloignant  de  sa  position  initiale,  se  rapproche 
du  second  milieu,  ou  pénètre  plus  avant  dans  son  intérieur.  Cette  con- 
vention étant  admise,  la  déviation  symbolique,  pour  un  rayon  incident, 
ou  réfléchi,  ou  réfracté,  polarisé  perpendiculairement  au  plan  d'inci- 
dence, mais  propagé  dans  un  milieu  transparent,  sera  le  quotient 
qu'on  obtient  quand  on  divise  par  le  sinus  d'incidence,  ou  par  le  sinus 
de  réflexion,  ou  par  le  sinus  de  réfraction  le  déplacement  symbolique 
dont  la  partie  réelle  est  le  déplacement  mesuré  suivant  une  normale 
à  la  surface  réfléchissante.  Donc,  lorsqu'en  un  point  quelconque  de 
cette  surface  on  passera,  d'un  rayon  incident  et  renfermé  dans  le  plan 
d'incidence,  au  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  en  supposant  que  ce  dernier 
est  propagé  dans  un  milieu  transparent,  alors,  non  seulement  le  dépla- 
cement symbolique  dont  il  s'agit  variera  en  chaque  point  de  la  surface 
réfléchissante,  dans  un  rapport  déterminé  par  les  équations  de  condi- 
tion ci-dessus  mentionnées,  mais  de  plus  la  déviation  symbolique  va- 
riera dans  un  second  rapport  qui  sera  le  produit  du  premier  par  l'in- 
dice de  réflexion  ou  de  réfraction. 

En  résumé,  les  équations  symboliques  de  condition,  relatives  à  la 
surface  réfléchissante,  fourniront  le  moyen  de  déterminer  le  rapport 
suivant  lequel  la  réflexion  ou  la  réfraction  fera  varier  la  déviation  sym- 
bolique des  molécules  dans  un  rayon  polarisé  perpendiculairement  au 
plan  d'incidence  ou  suivant  ce  même  plan,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  le  coefficient  imaginaire  par  lequel  on  devra,  en  chaque  point 
de  la  surface  réfléchissante,  multiplier  la  déviation  symbolique  d'une 
molécule  considérée  comme  comprise  dans  le  rayon  incident,   pour 
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obtenir  la  déviation  symbolique  de  la  même  molécule  considérée 
comme  comprise  dans  le  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  en  supposant  d'ail- 
leurs que  ce  dernier  rayon  se  propage  dans  un  milieu  transparent.  Le 
coefficient  imaginaire  dont  il  s'agit  ici  est  ce  que  nous  appellerons 
désormais  le  coefficient  de  réflexion  ou  le  coefficient  de  réfraction,  et, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  il  dépendra  uniquement  des  coeffi- 
cients des  variables  indépendantes  dans  les  exposants  des  exponen- 
tielles imaginaires  auxquelles  les  déplacements  symboliques  des  molé- 
cules sont  proportionnels.  Il  n'y  a  point  d'exception  à  faire  à  cet  égard 
pour  les  rayons  renfermés  dans  le  plan  d'incidence,  attendu  que  l'indice 
de  réflexion  ou  de  réfraction  est  précisément  le  rapport  suivant  lequel 
varie  le  coefficient  de  l'une  des  coordonnées  quand  on  passe  du  rayon 
incident  au  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  en  supposant  que  celui-ci  se 
propage  comme  le  premier  dans  un  milieu  transparent.  Ajoutons  qu'en 
vertu  de  l'hypothèse  admise  sur  la  disposition  des  axes  et  des  plans 
coordonnés,  les  coefficients  des  coordonnées  dans  les  exponentielles 
imaginaires  pourront  être  facilement  exprimés  en  fonctions  de  l'angle 
d'incidence  et  des  caractéristiques  des  rayons  incident  et  réfracté.  En 
effet,  l'un  des  axes  étant  perpendiculaire  au  plan  d'incidence,  la  coor- 
donnée mesurée  suivant  cet  axe  disparaîtra  des  exponentielles  imagi- 
naires où  son  exposant  sera  réduit  à  zéro,  et  par  suite  les  coefficients 
des  deux  autres  coordonnées,  dans  l'exponentielle  imaginaire  corres- 
pondante au  rayon  incident,  ou  réfléchi,  ou  réfracté,  fourniront  des 
carrés  dont  la  somme,  prise  en  signe  contraire,  offrira  pour  racine  carrée 
la  caractéristique  de  ce  môme  rayon.  Il  sera  donc  facile  de  calculer  un 
de  ces  deux  coefficients  quand  on  connaîtra  l'autre  et  la  caractéristique. 
D'ailleurs  le  coefficient  de  la  coordonnée  mesurée  sur  la  droite  d'inter- 
section du  plan  d'incidence  et  de  la  surface  réfléchissante  restera  le 
même  pour  les  trois  rayons,  et  sera  équivalent  au  produit  qu'on  obtient 
quand  on  multiplie  le  sinus  d'incidence  par  la  caractéristique  du  rayon 
incident  et  par  \/'—  i.  Enfin,  le  premier  milieu  étant  par  hypothèse 
isophane  et  transparent,  les  rayons  incident  et  réfléchi  offriront  la 
même  caractéristique.  Quant  au  coefficient  du  temps,  il  conservera  la 
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même  valeur  dans  les  exposants  des  trois  exponentielles  imaginaires, 
relatives  aux  trois  rayons  incident,  réfléchi,  réfracté,  et  il  sera  équiva- 
lent, au  signe  près,  au  produit  de  \  —  i  par  le  rapport  du  nombre  2- 
à  la  durée  d'une  vibration  moléculaire. 

Observons  encore  qu'en  vertu  de  l'égalité  supposée  des  caractéris- 
tiques des  rayons  incident  et  réfléchi,  les  coefficients  de  la  coordonnée 
perpendiculaire  à  la  surface  réfléchissante,  dans  les  exponentielles 
imaginaires  relatives  à  ces  deux  rayons,  seront,  au  signe  près,  égaux 
entre  eux,  le  premier  étant  le  produit  de  la  caractéristique  du  rayon 
incident  pat'  le  cosinus  de  l'angle  d'incidence  et  par  \J—  1.  Donc,  en 
définitive,  les  coefficients  des  coordonnées,  dans  les  exposants  des 
exponentielles  imaginaires  correspondantes  aux  rayons  incident,  ré- 
fléchi et  réfracté  pourront  être  réduits  à  trois,  savoir  :  au  coefficient 
unique  de  la  coordonnée  mesurée  sur  la  droite  d'intersection  du  plan 
d'incidence  et  de  la  surface  réfléchissante,  au  coefficient  de  la  coor- 
donnée perpendiculaire  à  cette  surface  dans  le  rayon  incident,  et  au 
coefficient  de  la  même  coordonnée  dans  le  rayon  réfracté.  Ce  dernier 
coefficient,  qui  dépendra  des  caractéristiques  des  rayons  incident  et 
réfracté,  offrira  généralement  une  partie  réelle  si  la  caractéristique  du 
rayon  réfracté  devient  imaginaire,  ou  si,  cette  caractéristique  étant 
réelle,  mais  inférieure  à  celle  du  rayon  incident,  le  sinus  d'incidence 
surpasse  le  rapport  de  l'une  à  l'autre.  Alors  le  second  milieu  sera 
opaque,  ou  du  moins  il  jouera  le  rôle  d'un  corps  opaque,  et  le  mouve- 
ment réfracté,  en  pénétrant  dans  l'intérieur  du  second  milieu,  s'affai- 
blira par  degrés,  de  manière  à  devenir  insensible  à  une  distance  plus 
ou  moins  considérable  de  la  surface  réfringente. 

Les  caractéristiques  des  rayons  incident  et  réfléchi  dépendent  de  la 
nature  des  milieux  isophanes  dans  lesquels  on  suppose  que  ces  deux 
rayons  se  propagent.  Cette  nature  étant  donnée,  avec  la  durée  des  vi- 
brations moléculaires,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  avec  la  couleur  des 
rayons,  les  coefficients  de  réflexion  et  de  réfraction,  pour  un  rayon  pola- 
risé ou  perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  ou  suivant  ce  même 
plan,  varieront  avec  l'angle  d'incidence.  Mais  ils  resteront  indépendants 
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de  l'amplitude  des  vibrations  moléculaires  dans  le  rayon  incident  et  de 
la  position  de  ses  nœuds.  Voyons,  d'après  ce  principe,  comment  cette 
amplitude  et  cette  position  varient  quand  on  passe  du  rayon  incident 
au  rayon  réfléchi  ou  réfracté. 

De  même  qu'on  appelle  logarithmes  népériens  les  logarithmes  pris 
dans  le  système  dont  la  base  est  le  nombre  <?  =  2, 7182818,  ...,  de  même 
il  est  naturel  d'appeler  exponentielles  népériennes  celles  qui  ont  pour 
hase  ce  même  nombre.  Or,  parmi  ces  exponentielles,  on  doit  surtout 
distinguer  celles  dans  lesquelles  la  partie  réelle  de  l'exposant  s'évanouit. 
En  effet,  dans  une  semblable  exponentielle,  considérée  comme  expres- 
sion imaginaire,  le  module  se  réduit  à  l'unité,  tandis  que  la  partie 
réelle  et  le  coefficient  de  s/—  1  se  réduisent  à  deux  lignes  trigonomé- 
triques,  savoir  :  au  cosinus  et  au  sinus  de  l'argument.  Pour  cette  rai- 
son, nous  désignerons  les  exponentielles  népériennes  dans  lesquelles 
la  partie  réelle  de  l'exposant  s'évanouira,  sous  le  nom  d' exponentielles 
trigonométriques.  Cela- posé,  étant  donnés  le  module  et  X argument  d'un 
mouvement  simple  ou  d'un  rayon  simple,  l'exponentielle  imaginaire 
qui  caractérisera  ce  mouvement  ou  ce  rayon,  et  qui  offrira  pour  expo- 
sant une  fonction  linéaire  mais  imaginaire  des  variables  indépendantes 
sans  ternie  constant,  se  réduira  toujours  au  produit  du  module  par  l'ex- 
ponentielle trigonométrique  dont  l'argument  sera  celui  du  mouvement 
simple  ou  du  rayon  simple.  La  dernière  exponentielle  exprimera  donc 
la  valeur  de  la  première  si  le  module  se  réduit  à  l'unité,  ce  qui  arrivera, 
par  exemple,  lorsqu'un  rayon  simple  se  propagera  dans  un  milieu  trans- 
parent. Alors  aussi  la  constante  imaginaire  par  laquelle  on  devra  mul- 
tiplier l'exponentielle  dont  il  s'agit,  pour  obtenir  le  déplacement  d'une 
molécule,  mesuré  parallèlement  à  un  axe  fixe,  ne  sera  autre  chose  que 
le  produit  de  la  demi-amplitude  des  vibrations  parallèles  à  cet  axe  par 
l'exponentielle  trigonométrique  qui  offrira  pour  argument  le  paramètre 
angulaire.  Enfin,  si,  en  considérant  un  rayon  simple,  réfléchi  ou  ré- 
fracté par  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  isophanes,  et  en 
supposant  ce  rayon  polarisé,  ou  perpendiculairement  au  plan  d'inci- 
dence, ou  suivant  ce  plan,  on  nomme  modules  et  arguments  de  réflexion 
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et  de  réfraction  les  modules  et  les  arguments  du  coefficient  de  réflexion 
et  du  coefficient  de  réfraction,  chacun  de  ces  derniers  coefficients  ne 
sera  autre  chose  que  le  produit  du  module  de  réflexion  ou  de  réfrac- 
tion par  l'exponentielle  trigonométrique  correspondante  à  l'argument 
de  réflexion  ou  de  réfraction.  Or,  pour  multiplier  une  expression  ima- 
ginaire par  une  autre,  il  suffit  de  multiplier  le  module  de  la  première 
par  le  module  de  la  seconde  et  d'ajouter  à  l'argument  de  la  première 
l'argument  de  la  seconde.  Donc,  puisque,  dans  le  passage  du  rayon  in- 
cident au  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  la  déviation  symbolique  d'une 
molécule,  et  par  suite  la  constante  imaginaire  qui  entrera  comme  fac- 
teur dans  cette  déviation,  varieront  dans  un  rapport  égal  au  coefficient 
de  réflexion  ou  de  réfraction,  il  est  clair  que,  dans  ce  passage,  la  demi- 
amplitude  des  vibrations  moléculaires  variera  dans  un  rapport  repré- 
senté par  le  module  de  réflexion  ou  de  réfraction,  tandis  que  le  para- 
mètre angulaire  se  trouvera  augmenté  de  l'argument  de  réflexion  ou  de 
réfraction.  D'ailleurs,  dans  un  rayon  simple  polarisé  en  ligne  droite  et 
propagé  dans  un  milieu  transparent,  l'angle,  dont  le  paramètre  angu- 
laire représente  le  complément,  a  pour  mesure  le  produit  de  la  caracté- 
ristique par  la  distance  qui  au  premier  instant  sépare  du  second  plan 
invariable  un  des  nœuds  de  ce  rayon;  et  si,  à  un  instant  donné,  le  para- 
mètre angulaire  se  trouve  tout  à  coup  augmenté  ou  diminué  d'une 
quantité  donnée,  chaque  nœud  se  trouvera  immédiatement  déplacé  et 
transporté,  en  arrière  ou  en  avant  de  la  position  qu'il  occupait,  à  une 
distance  représentée  par  le  rapport  entre  l'augmentation  ou  la  dimi- 
nution du  paramètre  angulaire  et  la  caractéristique.  Donc,  lorsqu'on 
fait  tomber  sur  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  isophanes  un 
rayon  polarisé,  ou  perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  ou  suivant 
ce  plan,  et  que  le  rayon  réfléchi  ou  réfracté  se  propage  sans  s'affaiblir, 
la  réflexion  ou  la  réfraction  du  rayon  incident  produit  en  général  les 
deux  effets  que  nous  allons  énoncer  :  i°  tandis  que  le  rayon  incident  se 
transforme  en  rayon  réfléchi  ou  en  rayon  réfracté,  les  demi-amplitudes,  et 
par  suite  les  amplitudes  des  vibrations  moléculaires,  varient  dans  un  rapport 
égal  au  module  de  réflexion  ou  de  réfraction;  ?.°  chaque  nœud,  à  l'instant 
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même  où,  en  vertu  de  son  mouvement  de  propagation,  il  atteint  la  surface 
réfléchissante,  se  trouve  déplacé  et  transporté,  sur  le  rayon  réfléchi  ou  ré- 
fracté, en  arriére  ou  en  avant  de  la  position  qu'il  occupait,  à  une  distance 
représentée,  au  signe  prés,  par  le  rapport  entre  l'argument  de  réflexion  et 
la  caractéristique  du  rayon  réfléchi,  ou  entre  l'argument  de  réfraction  et 
la  caractéristique  du  rayon  réfracté;  savoir  :  en  arriére,  si  i argument 
dont  il  s'agit  est  positif,  et  en  avant,  si  cet  argument  devient  négatif  D'ail- 
leurs, ces  deux  effets,  pour  une  couleur  donnée,  et  pour  des  milieux 
isophanes  donnés,  dépendront  uniquement  de  l'angle  d'incidence,  et 
resteront,  ainsi  que  les  coefficients,  les  arguments  et  les  modules  de 
réflexion  ou  de  réfraction,  indépendants  de  l'amplitude  des  vibrations 
moléculaires  dans  le  rayon  incident  et  de  la  position  des  nœuds  dans 
ce  même  rayon. 

Il  importe  d'observer  que  l'argument  de  toute  expression  imaginaire 
peut  être  réduit  à  une  quantité  négative  dont  la  valeur  numérique  ne 
surpasse  pas  la  circonférence,  par  conséquent  à  un  angle  renfermé 
entre  les  limites  —  2-  et  zéro.  Or,  si  l'on  suppose,  comme  on  peut  tou- 
jours le  faire,  l'argument  de  réflexion  ou  de  réfraction  compris  entre 
ces  limites,  le  rapport  de  cet  argument  à  la  caractéristique  du  rayon 
réfléchi  ou  réfracté  ne  sera  autre  chose  que  la  distance  comprise  entre 
un  nœud  qui,  dans  le  rayon  incident,  atteint  à  un  instant  donné  la  sur- 
face réfléchissante,  et  le  nœud  de  même  espèce  qui,  au  même  instant, 
se  trouve  situé  en'avant  du  premier,  le  plus  près  possible  de  la  surface, 
sur  la  direction  du  rayon  réfléchi  ou  réfracté. 

Si  le  rayon  incident  était  polarisé  elliptiquement,  ou  circulairement, 
ou  rectilignement,  mais  suivant  un  plan  quelconque,  on  pourrait  le 
regarder  comme  résultant  de  la  superposition  de  deux  rayons  polarisés 
l'un  perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  l'autre  suivant  ce  même 
plan;  et  alors  la  réflexion  ou  la  réfraction  aurait  pour  effet  :  i°  défaire 
varier  le  rapport  entre  les  amplitudes  des  vibrations  moléculaires ,  dans 
les  deux  rayons  composants,  proportionnellement  au  rapport  entre  les  mo- 
dules de  réjlexion  ou  de  réfraction  correspondants  à  ces  deux  rayons; 
20  d'éloigner  ou  de  rapprocher  les  nœuds  de  première  espèce  de  l'un,  des 
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nœuds  de  première  espèce  de  l'autre,  le  déplacement  relatif  des  nœuds  de 
même  espèce  dans  les  deux  rayons  étant,  au  signe  près,  le  rapport  entre  la 
différence  de  leurs  arguments  et  la  caractéristique  des  rayons  rèjléclùs  ou 
réfractés.  Si,  avant  ou  après  la  réflexion  ou  la  réfraction,  les  nœuds  de 
première  espèce  de  l'un  des  rayons  composants  coïncident  avec  les 
nœuds  de  première  ou  de  seconde  espèce  de  l'autre,  le  rayon  résultant 
sera  polarisé  en  ligne  droite,  et  l'inclinaison  du  plan  de  polarisation  siff- 
le plan  d'incidence,  c'est-à-dire,  l'angle  aigu  compris  entre  les  deux 
plans,  aura  pour  tangente  tri gonomé trique  le  rapport  entre  les  amplitudes 
des  vibrations  moléculaires  dans  les  deux  rayons  polarisés,  l  un  perpendicu- 
lairement au  plan  d'incidence,  l'autre  suivant  ce  plan.  D'ailleurs  le  plan 
de  polarisation  du  rayon  résultant  sera  situé  d'un  côté  ou  de  l'autre  du 
plan  d'incidence,  suivant  que  la  superposition  des  rayons  composants  fera 
coïncider,  avec  les  nœuds  de  première  espèce  de  l'un,  les  nœuds  de  première 
ou  de  seconde  espèce  de  l'autre.  Si  l'un  des  rayons  composants  offre  des 
nœuds  séparés  de  ceux  de  l'autre,  le  rayon  résultant  sera  polarisé  cir- 
culairement  ou  elliptiquement;  it l  sera  polarisé  circulairement,  si  les  vibra- 
tions moléculaires  présentent  les  mêmes  amplitudes  dans  les  deux  rayons 
composants,  et  si  d'ailleurs  les  nœuds  de  l'un  se  trouvent  séparés  de  ceux 
de  l'autre  par  des  distances  égales  au  quart  de  la  longueur  d'une  ondula- 
tion. Mais,  si  la  séparation  des  nœuds  existe,  sans  que  les  deux  condi- 
tions ici  énoncées  se  trouvent  remplies,  le  rayon  résultant  sera  doué 
de  la  polarisation  elliptique.  Au  reste,  dans  ce  dernier  cas,  il  pourra 
toujours  être  considéré  comme  résultant  de  la  superposition  de  deux  rayons 
simples,  polarisés  en  ligne  droite  suivant  deux  plans  rectangulaires  entre 
eux,  et  tellement  choisis  que  les  nœuds  des  deux  nouveaux  rayons  se  trouvent 
encore  séparés  par  des  distances  égales  au  quart  de  la  longueur  d'une  ondu- 
lation. Seulement  ces  nouveaux  rayons,  dont  aucun  pour  l'ordinaire 
ne  sera  polarisé  suivant  le  plan  d'incidence,  offriront  des  vibrations 
moléculaires  dont  les  amplitudes  seront  inégales. 
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C.  R.,  t.  VIII,  p-  189  (n  février  i83g).  —  Suite. 

Suivant  le  langage  adopté  par  les  auteurs  qui,  clans  la  théorie  de  la 
lumière,  admettent  le  système  des  ondulations,  la  phase  d'un  rayon 
simple,  polarisé  en  ligne  droite  et  propagé  dans  un  milieu  transparent, 
n'est  autre  chose  que  l'angle  variable  dont  le  cosinus  représente  le 
rapport  entre  la  déviation  d'une  molécule  éthérée  et  l'amplitude  des 
vibrations  moléculaires  (f).  Quelquefois  la  même  expression  est  em- 
ployée dans  un  sens  plus  général  et,  lorsque,  dans  un  rayon  simple 
doué  de  la  polarisation  rectiligne,  ou  circulaire,  ou  elliptique,  les  dé- 
placements moléculaires  sont  mesurés  parallèlement  à  un  axe  fixe 
donné,  on  appelle  encore  phase  l'angle  variable  dont  le  cosinus  entre 
comme  facteur  dans  le  déplacement  d'une  molécule  et  représente  le 
rapport  de  ce  déplacement  à  la  demi-amplitude  des  vibrations  mesurée 
parallèlement  à  l'axe  fixe.  Si  le  rayon  simple  cessait  de  se  propager 
dans  un  milieu  transparent,  alors,  pour  obtenir  la  phase,  c'est-à-dire 
l'angle  variable  dont  le  cosinus  est  renfermé  dans  l'expression  d'un 
déplacement  moléculaire,  ou  plutôt  ce  cosinus  même,  il  faudrait  diviser 
le  déplacement,  non  plus  seulement  par  la  demi-amplitude  des  vibrations 
moléculaires,  mais  par  cette  demi-amplitude  et  par  le  module  du  rayon 
simple.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  pour  un  rayon  simple  donné,  la 
partie  variable  de  la  phase,  représentée  par  une  fonction  linéaire  du 
temps  et  des  coordonnées  sans  terme  constant,  sera  ce  que  nous  avons 

(!)  D'après  cette  définition,  pour  obtenir  à  un  instant  donné  la  phase  du  rayon  simple  en 
un  point  donné,  par  conséquent  la  phase  correspondante  à  une  molécule  donnée,  il  suffira 
de  construire  une  circonférence  de  cercle  qui  ait  pour  diamètre  l'amplitude  des  vibrations  exé- 
cutées par  cette  molécule,  et  de  chercher  l'angle  que  forme  la  moitié  de  ce  diamètre,  située 
du  côté  où  l'on  mesure  les  déviations  positives,  avec  le  rayon  dont  l'extrémité  se  projette  sur 
le  même  diamètre  dans  le  point  où  se  trouve  la  molécule  à  l'instant  que  l'on  considère;  en 
d'autres  termes,  il  suffira  de  chercher  la  distance  angulaire  de  la  molécule  donnée  à  un 
point  matériel  qui  se  mouvrait  sur  la  circonférence  dont  il  s'agit  avec  une  vitesse  constante, 
et  dont  la  projection  sur  le  diamètre  coïnciderait  avec  la  molécule  elle-même. 
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appelé  X argument  du  rayon  simple,  par  conséquent  une  quantité  indé- 
pendante de  la  direction  de  l'axe  fixe  que  l'on  considère.  Mais  la  phase 
elle-même,  équivalente  à  la  somme  qu'on  obtient  quand  à  l'argument 
du  rayon  simple  on  ajoute  le  paramètre  angulaire,  dépendra  générale- 
ment, ainsi  que  ce  paramètre,  de  la  direction  de  l'axe  fixe,  et  n'en 
deviendra  indépendante  que  dans  le  cas  où  ce  rayon  serait  polarisé 
rectilignement.  Comme  le  cosinus  d'un  angle  ne  se  trouve  point  altéré 
quand  on  fait  croître  ou  diminuer  cet  angle  d'une  quantité  équivalente 
à  un  multiple  du  nombre  2-,  un  paramètre  angulaire,  aussi  bien  qu'une 
phase,  pourra  toujours  être  sans  inconvénient  augmenté  ou  diminué  d'un 
semblable  multiple,  et  pourra  se  réduire  en  conséquence  à  un  angle 
renfermé  entre  les  limites  —  77,  h-tt.  Si  un  rayon  simple  quelconque, 
propagé  dans  un  milieu  isophane  et  transparent,  est  considéré  comme 
résultant  de  la  superposition  de  deux  autres  rayons  polarisés,  l'un  sui- 
vant un  plan  fixe,  l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan,  les  deux 
rayons  composants  offriront  en  général  deux  phases  distinctes.  La  dif- 
férence de  ces  deux  phases  a  été  désignée  elle-même  par  quelques 
auteurs  sous  le  nom  de  phase;  mais,  pour  éviter  toute  équivoque,  nous 
l'appellerons  X anomalie  du  rayon  résultant.  Cette  anomalie,  comme 
chacune  des  phases,  peut  être  sans  inconvénient  augmentée  ou  dimi- 
nuée d'un  multiple  du  nombre  2-,  et  par  suite  elle  peut  être  réduite 
à  zéro  ou  au  nombre  -,  lorsque  le  rayon  résultant  est  polarisé  rectili- 
gnement; à  \-,  ou  à  — -77,  c'est-à-dire  à  un  angle  droit,  abstraction 
faite  du  signe,  lorsque  ce  rayon  est  doué  de  la  polarisation  circulaire; 
mais,  lorsqu'il  est  polarisé  elliptiquement,  elle  varie  avec  la  direction 
du  plan  fixe  que  l'on  considère.  Concevons  d'ailleurs  que,  dans  chacun 
des  deux  rayons  composants,  on  nomme  nœuds  de  première  espèce 
ceux  qui  précèdent  des  molécules  dont  les  déplacements  sont  repré- 
sentés par  des  quantités  positives.  Alors  le  rapport  de  l'anomalie  à  la 
caractéristique  représentera,  au  signe  près,  la  distance  entre  un  nœud 
de  l'un  des  rayons  composants  et  un  nœud  de  même  espèce  de  l'autre; 
et,  faire  croître  ou  diminuer  l'anomalie  d'un  multiple  de  2iv,  ce  sera 
faire  croître  ou  diminuer  cette  distance  d'une  ou  de  plusieurs  épais- 
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seurs  d'ondes;  ce  qui  revient  à  remplacer,  pour  l'un  des  deux  rayons 
composants,  un  nœud  d'espèce  donnée  par  un  autre  nœud  de  même 
espèce.  Alors  aussi,  quand  le  rayon  résultant  sera  polarisé  en  ligne 
droite,  l'anomalie  pourra  être  réduite  à  zéro  ou  au  nombre  -,  suivant 
qu'un  nœud  donné  de  l'un  des  rayons  composants  viendra  se  placer 
sur  un  nœud  de  même  espèce,  ou  sur  un  nœud  d'espèce  différente, 
appartenant  à  l'autre. 

On  appelle  souvent  azimut  l'angle  formé  par  un  plan  variable  avec 
un  plan  fixe,  par  exemple,  en  Astronomie,  l'angle  formé  avec  le  méri- 
dien d'un  lieu  par  le  plan  d'un  cercle  vertical;  et  l'on  se  sert  delà  même 
expression  dans  la  théorie  de  la  lumière  quand  on  se  propose  d'indi- 
quer, pour  un  rayon  incident,  réfléchi  ou  réfracté,  la  position  du  plan  de 
polarisation  à  l'égard  du  plan  d'incidence.  Nous  conformant  encore  sur 
ce  point  à  l'usage  établi,  lorsqu'un  rayon  simple,  propagé  dans  un  mi- 
lieu isophane  et  transparent,  sera  polarisé  en  ligne  droite,  nous  appel- 
lerons azimut  de  ce  rayon  l'angle  aigu  formé  par  le  plan  qui  le  renferme 
avec  un  plan  fixe,  par  exemple  avec  le  plan  d'incidence,  de  réflexion 
ou  de  réfraction,  s'il  s'agit  d'un  rayon  incident,  réfléchi  ou  réfracté;  et 
pareillement  nous  appellerons  azimut  du  plan  de  polarisation  l'angle 
aigu  formé  par  ce  dernier  plan  avec  le  plan  fixe(').  Si  d'ailleurs  le 
plan  fixe  passe,  comme  nous  le  supposerons  généralement,  par  la  di- 
rection du  rayon  simple,  et  si  ce  rayon  est  considéré  comme  résultant 
de  la  superposition  de  deux  autres  polarisés,  l'un  suivant  le  plan  fixe, 
l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan,  l'azimut  du  rayon  résultant  et 
l'azimut  de  son  plan  de  polarisation  seront  simplement  les  deux  angles 
complémentaires  l'un  de  l'autre  qui  auront  pour  tangentes  trigonomé- 
triques  les  rapports  direct  et  inverse  des  amplitudes  des  vibrations 
moléculaires  dans  les  deux  rayons  composants.  Si  le  rayon  simple 
donné  cessait  d'être  polarisé  rectilignement,  rien  n'empêcherait  d'ap- 


(  '  )  V azimut,  en  Astronomie,  est  un  angle  tantôt  aigu,  tantôt  obtus.  Mais,  dans  la  théorie 
de  la  lumière,  il  paraît  utile,  pour  éviter  tout  embarras,  de  réduire  l'azimut  d'un  rayon 
simple  et  de  son  plan  de  polarisation  à  des  angles  aigus  et  positifs,  tels  que  sont  les  angles 
d'incidence,  de  réflexion  et  de  réfraction. 
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peler  encore  azimut  de  ce  rayon  l'azimut  qu'on  obtiendrait  clans  le  cas 
où,  après  l'avoir  décomposé  en  deux  rayons  partiels  polarisés  l'un  sui- 
vant le  plan  fixe,  l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan,  on  parvien- 
drait, comme  on  peut  le  faire  à  l'aide  de  certains  procédés  que  nous 
indiquerons  plus  tard,  à  replacer  les  nœuds  de  l'un  des  rayons  compo- 
sants sur  les  nœuds  de  l'autre,  sans  changer  les  amplitudes.  Ainsi 
défini,  l'azimut  d'un  rayon  simple  sera  toujours  l'angle  qui  a  pour  tan- 
gente trigonométrique  le  rapport  entre  les  amplitudes  des  vibrations 
moléculaires  du  rayon  composant,  polarisé  suivant  le  plan  fixe,  et  du 
rayon  polarisé  perpendiculairement  à  ce  plan.  Cela  posé,  lorsque  le 
rayon  résultant  sera  doué  de  la  polarisation  circulaire,  son  azimut  sera 
de  45°,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  direction  du  plan  fixe  auquel  il  se 
rapporte.  Mais,  si  le  rayon  résultant  est  doué  de  la  polarisation  ellip- 
tique, l'azimut  dépendra  de  la  position  du  plan  fixe  et  changera  de  va- 
leur avec  cette  position  en  même  temps  que  l'anomalie. 

Les  conventions  que  nous  venons  d'admettre  fournissent  le  moyen 
de  simplifier  les  énoncés  de  plusieurs  propositions  ci-dessus  établies. 
Ainsi,  en  particulier,  si  un  rayon  simple,  réfléchi  ou  réfracté  par  la 
surface  de  séparation  de  deux  milieux  isophanes,  se  propage  sans  s'af- 
faiblir, les  effets  de  la  réflexion  ou  de  la  réfraction  pourront  s'énoncer 
comme  il  suit  :  i°  la  tangente  et  la  cotangente  de  l'azimut  relatif  au 
plan  d'incidence  varieront  proportionnellement  aux  rapports  direct  et 
inverse  entre  les  modules  de  réflexion  ou  de  réfraction  des  rayons  compo- 
sants qui  seraient  polarisés,  l'un  suivant  le  plan  d'incidence,  l'autre  per- 
pendiculairement à  ce  plan;  2°  l'anomalie  sera  augmentée  d'un  angle 
égal,  au  signe  prés,  à  la  différence  entre  leurs  arguments  de  réflexion  ou 
de  réfraction. 

Parmi  les  diverses  valeurs  que  peuvent  acquérir  l'anomalie  et  l'azi- 
mut d'un  rayon  réfléchi  ou  réfracté  sous  une  incidence  donnée,  on  doit 
surtout  distinguer  ce  que  nous  appellerons  spécialement  Y  anomalie  el 
Y  azimut  de  réflexion  et  de  réfraction,  savoir  l'anomalie  et  l'azimut  qu'on 
obtient,  pour  le  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  quand  le  rayon  incident  es! 
un  rayon  plan,  polarisé  à  45°  du  plan  d'incidence,  de  telle  sorte  que 
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son  azimut  soit  la  moitié  d'un  angle  droit.  Comme  dans  ce  cas  particu- 
lier l'anomalie  du  rayon  incident  peut  être  censée  se  réduire  à  zéro,  et 
la  tangente  de  son  azimut  à  l'unité,  on  conclura  immédiatement  de  la 
proposition  ci-dessus  exprimée  :  i°  que  V azimut  de  réflexion  ou  de  ré- 
fraction a  pour  tangente  et  cotangente  le  rapport  direct  et  le  rapport  inverse 
des  modules  de  réflexion  ou  de  réfraction  correspondants  à  deux  rayons 
incidents  qui  seraient  polarisés,  l'un  suivant  le  plan  d'incidence,  l'autre 
perpendiculairement  à  ce  plan;  i°  que  l'anomalie  de  réflexion  ou  de  réfrac- 
tion est  égale,  au  signe  prés,  à  la  différence  entre  les  arguments  de  réflexion 
ou  de  réfraction  relatifs  à  ces  mêmes  rayons. 

De  cette  dernière  proposition,  jointe  à  la  précédente,  on  déduit  im- 
médiatement celle  que  nous  allons  énoncer. 

Lorsqu'un  rayon  polarisé  elliptiquement,  ou  circulairement,  ou  rec- 
tilignement,  après  avoir  été  réfléchi  ou  réfracté  par  la  surface  de  sépa- 
ration de  deux  milieux  isophanes,  se  propage  sans  s'affaiblir,  i°  V azi- 
mut du  rayon  réfléchi  ou  réfracté  est  le  produit  qu'on  obtient  quand  on 
multiplie  la  tangente  de  l'azimut  du  rayon  incident  par  la  tangente  de 
l'azimut  de  réflexion  ou  de  réfraction;  2°  V anomalie  du  rayon  réfléchi  ou 
réfracté  est  la  somme  qu'on  obtient  quand  on  ajoute  à  l'anomalie  du  rayon 
incident  l'anomalie  de  inflexion  ou  de  réfraction. 

Il  est  maintenant  facile  de  prévoir  ce  qui  arrivera  si  un  rayon  simple, 
après  avoir  été  réfléchi  ou  réfracté  plusieurs  fois  de  suite  par  des  sur- 
faces dont  chacune  sépare  l'un  de  l'autre  deux  milieux  isophanes,  se 
propage  sans  s'affaiblir.  En  effet,  concevons  d'abord  que  les  divers  plans 
de  réflexion  ou  de  réfraction  coïncident  avec  le  premier  plan  d'inci- 
dence. Dans  ce  cas,  les  deux  rayons  partiels,  dont  la  superposition  pourra 
être  censée  produire  le  rayon  incident,  et  qui  seront  polarisés,  l'un  sui- 
vant le  premier  plan  d'incidence,  l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan, 
se  trouveront  toujours  réfléchis  et  réfractés  indépendamment  l'un  de 
l'autre.  Or,  à  chaque  réflexion  ou  réfraction  nouvelle,  la  tangente  de 
l'azimut  du  rayon  déjà  obtenu  variera  proportionnellement  à  la  tan- 
gente de  l'azimut  de  réflexion  ou  de  réfraction,  tandis  que  l'anomalie 
de  réflexion  ou  de  réfraction  viendra  s'ajouter  à  l'anomalie  de  ce  même 
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rayon.  Donc,  en  définitive,  l'azimut  du  dernier  rayon  réfléchi  ou  réfracté 
aura  pour  tangente  tri gon  orné  trique  le  produit  qu'on  obtient  en  multipliant 
la  tangente  de  l'azimut  du  rayon  incident  par  les  tangentes  de  tous  les 
azimuts  de  réflexion  ou  de  réfraction;  et  d'autre  part  l'anomalie  du  der- 
nier rayon  réfléchi  ou  réfracté  sera  la  somme  qu'on  obtient  en  ajoutant  à 
l'anomalie  du  rayon  incident  toutes  les  anomalies  de  réflexion  ou  de  ré- 
fraction. Si  le  rayon  simple  donné  est  plusieurs  fois  réfléchi  ou  ré- 
fracté sous  la  même  incidence,  il  y  aura  égalité  entre  les  divers  azimuts 
de  réflexion  ou  de  réfraction ,  par  conséquent  entre  leurs  tangentes 
tiigonométriques,  aussi  bien  qu'entre  les  diverses  anomalies  de  ré- 
flexion ou  de  réfraction.  Donc  alors  les  valeurs  successivement  acquises 
par  la  tangente  de  l'azimut  du  rayon  simple  formeront  une  progression 
géométrique,  tandis  que  les  valeurs  successivement  acquises  par  son  ano- 
malie formeront  une  progression  arithmétique .  Enfin,  si  le  rayon  incident 
est  un  rayon  plan  et  polarisé  à  45°  du  plan  d'incidence,  la  progression 
arithmétique  aura  zéro  pour  premier  terme,  tandis  que  la  progression 
géométrique  aura  pour  premier  terme  l'unité;  de  sorte  que  les  anoma- 
lies des  divers  rayons  seront  proportionnelles  aux  logarithmes  des  tan- 
gentes des  azimuts  correspondants,  et  pourront  même  leur  devenir 
égales,  si  l'on  choisit  convenablement  la  base  du  système  de  logarithmes. 
Lorsque  la  somme  des  anomalies  de  réflexion  ou  de  réfraction  sera, 
au  signe  près,  un  multiple  de  la  demi-circonférence,  c'est-à-dire  du 
nombre  tt,  le  rayon  incident  et  le  dernier  rayon  réfléchi  ou  réfracté 
pourront  être  censés  offrir  ou  la  même  anomalie,  ou  deux  anoma- 
lies dont  la  différence  sera  le  nombre  77,  suivant  que  le  multiple  en 
question  sera  le  produit  de  la  demi-circonférence  par  un  nombre  pair 
ou  par  un  nombre  impair.  Dans  les  deux  cas,  si  le  rayon  incident  est 
polarisé  en  ligne  droite,  on  pourra  en  dire  autant  du  dernier  rayon 
réfléchi  ou  réfracté.  Seulement  les  deux  plans  de  polarisation  seront 
situés,  par  rapport  au  plan  d'incidence,  de  deux  côtés  opposés  dans  le 
premier  cas,  et  du  même  côté  dans  le  second.  Tel  sera  en  particulier 
l'effet  de  plusieurs  réflexions  ou  de  plusieurs  réfractions  effectuées 
sous  la  même  incidence,  si  cette  incidence  est  telle  que  le  rapport 
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entre  l'anomalie  principale  correspondante  et  la  demi-circonférence  se 
trouve  représenté,  au  signe  près,  par  une  fraction  rationnelle,  et  si 
d'ailleurs  le  nombre  des  réflexions  ou  réfractions  successives  se  réduit 
au  dénominateur/?  de  cette  fraction  ou  à  un  multiple  de  n.  Alors  le  plan 
de  polarisation  du  dernier  rayon  réfléchi  ou  réfracté  se  trouvera  situé, 
par  rapport  au  plan  d'incidence,  du  même  côté  que  le  plan  de  polari- 
sation du  rayon  incident,  ou  du  côté  opposé,  suivant  que  le  nombre 
des  réflexions  sera  équivalent  à  l'un  des  nombres 

in,   \n,  6n,    .  .  . , 

ou  à  l'un  des  nombres 

ii,  3n,  r>n,   .... 

Lorsque,  le  rayon  incident  étant  polarisé  rectilignement  et  réfléchi 
ou  réfracté  plusieurs  fois  de  suite,  la  somme  des  anomalies  de  ré- 
flexion ou  de  réfraction  surpasse  d'un  angle  droit  un  multiple  du 
nombre  -,  l'anomalie  du  dernier  rayon  réfléchi  ou  réfracté  peut  être 
réduite  à  —  ^-,  ou  à  H-^-,  par  conséquent  à  celle  d'un  rayon  polarisé 
circulairement.  Mais  alors,  pour  que  le  dernier  rayon  réfléchi  ou  ré- 
fracté offre  effectivement  la  polarisation  circulaire,  il  est  nécessaire 
que  son  azimut  soit  équivalent  à  la  moitié  d'un  angle  droit,  et  la  tan- 
gente de  cet  azimut  à  l'unité.  C'est  ce  qui  arrivera  si,  en  faisant  tourner 
le  rayon  incident  sur  lui-même,  on  amène  son  plan  de  polarisation 
dans  une  position  telle  que  la  cotangente  de  l'azimut  d'incidence  soi/ 
équivalente  au  produit  des  tangentes  de  tous  les  azimuts  de  réflexion  ou  de 
réfraction.  D'après  cette  règle,  le  rayon  incident  devra  être  polarisé  à 
45°  du  plan  d'incidence  si  chaque  azimut  de  réflexion  ou  de  réfraction 
se  réduit  à  Zp°,  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  dans  toute  réflexion  opérée 
par  une  surface  intérieure  d'un  prisme  ou  d'une  plaque  de  verre  sous 
une  incidence  plus  grande  que  l'angle  de  réflexion  totale.  Ajoutons 
que  la  somme  des  anomalies  de  réflexion  ou  de  réfraction  surpassera 
d'un  angle  droit,  conformément  à  l'hypothèse  admise,  un  multiple  du 
nombre  -,  si  plusieurs  réflexions  ou  réfractions  successives  s'effectuent 
sous  une  même  incidence  tellement  choisie  que  le  rapport  entre  l'ano- 
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malie  de  réflexion  ou  de  réfraction  et  la  demi-circonférence  se  trouve 
représenté,  au  signe  près,  par  une  fraction  rationnelle  de  dénominateur 
pair,  et  si  d'ailleurs  le  nombre  des  réflexions  ou  réfractions  se  réduit 
à  la  moitié  n  du  dénominateur  in  de  cette  fraction,  ou  à  un  multiple 
impair  de  n.  Si,  les  autres  données  restant  les  mêmes,  le  nombre  des 
réflexions  ou  réfractions  successives  devenait  un  multiple  impair  de  //, 
le  dernier  rayon  réfléchi  ou  réfracté  aurait  pour  anomalie  non  pins 
—  ^-  ou  h-  ~-,  mais  zéro  ou  -,  et  serait  en  conséquence  un  rayon  po- 
larisé rectilignement. 

Observons  encore  que  toute  série  de  réflexions  ou  de  réfractions  propre 
à  transformer  un  rayon  plan  en  un  rayon  polarisé  circulairement,  ou  du 
moins  en  un  rayon  dont  l'anomalie  puisse  être  réduite  à  —  -,r,  ou  à  -h  ^tt, 
transformera  au  contraire  un  rayon  incident,  dont  V anomalie  serait  --.',- 
ou  -+-  ^77,  en  un  rayon  plan.  Pareillement,  toute  séné  de  réflexions  ou  de 
réfractions  propre  à  transformer  un  rayon  plan  en  un  rayon  dont  l'ano- 
malie serait  un  angle  donné,  transformera  au  contraire  un  rayon  incident 
dont  l'anomalie  serait,  ou  cet  angle  pris  en  signe  contraire,  ou  le  supplément 
de  cet  angle,  en  un  rayon  doué  de  la  polarisation  rectiligne.  D'ailleurs, 
l'azimut  de  ce  dernier  rayon  sera  le  même  que  celui  du  rayon  incident, 
si  chaque  azimut  de  réflexion  ou  de  réfraction  est  de  45°,  comme  il 
arrive  quand  chaque  réflexion  est  opérée  par  une  surface  intérieure 
d'un  prisme  ou  d'une  plaque  de  verre  sous  une  incidence  plus  grande 
que  l'angle  de  réflexion  totale.  Donc  alors  le  dernier  rayon  réfléchi  ou 
réfracté  sera  précisément  ce  que  deviendrait  le  rayon  incident  si,  après 
l'avoir  décomposé  en  deux  rayons  partiels,  polarisés,  l'un  suivant  le 
plan  d'incidence,  l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan,  on  parvenait 
à  replacer  tout  à  coup  les  nœuds  de  l'un  des  rayons  composants  sur 
les  nœuds  de  l'autre,  sans  changer  les  amplitudes  des  vibrations  molé- 
culaires. 

Lorsque  chaque  azimut  de  réflexion  ou  de  réfraction  est,  non  pas 
égal,  mais  supérieur  à  l'unité,  alors,  si  le  nombre  des  réflexions  ou  des 
réfractions  devient  de  plus  en  plus  considérable,  les  azimuts  des  rayons 
successivement  obtenus  croîtront  sans  cesse  et  indéfiniment,  de  sorte 
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que,  après  un  grand  nombre  de  réflexions  ou  de  réfractions,  le  dernier 
rayon  réfléchi  ou  réfracté  sera  sensiblement  polarisé  dans  le  plan  d'inci- 
dence. 

Afin  d'établir,  dans  le  langage,  une  distinction  entre  les  points  situés 
de  part  et  d'autre  d'un  plan  d'incidence,  nous  concevrons  qu'un  spec- 
tateur, ayant  les  pieds  posés  sur  la  surface  réfléchissante  ou  réfrin- 
gente et  s'appuyant  dans  le  premier  milieu  contre  la  normale  à  cette 
surface,  regarde  le  rayon  réfléchi.  Les  points  situés  à  la  droite  ou  à  la 
gauche  de  ce  spectateur  sont  précisément  ceux  que  nous  dirons  situés 
adroite  ou  à  gauche  du  plan  d'incidence.  Nous  dirons  encore  que  l'azimut 
d'un  rayon  polarisé  en  ligne  droite  se  compte,  à  droite  ou  à  gauche  de 
ce  plan,  suivant  que  le  plan  du  rayon  passera,  dans  le  premier  milieu, 
à  la  droite  ou  à  la  gauche  du  plan  d'incidence.  Enfin  nous  prendrons 
zéro  pour  l'anomalie  d'un  rayon  doué  de  la  polarisation  rectiligne,  et 
dont  l'azimut  se  compterait  à  droite  du  plan  d'incidence;  d'où  il  résulte 
que  l'anomalie  d'un  rayon  doué  de  la  polarisation  rectiligne,  mais  dont 
l'azimut  se  compterait  à  gauche  du  plan  d'incidence,  sera  réductible 
au  nombre  t..  Quant  à  l'azimut  d'un  rayon  dont  la  polarisation  ne  serait 
pas  rectiligne,  mais  circulaire  ou  elliptique,  rien  ne  détermine  le  sens 
dans  lequel  il  devra  se  compter  à  partir  du  plan  d'incidence.  Car,  après 
avoir  décomposé  ce  rayon  en  deux  autres  polarisés,  l'un  suivant  le  plan 
d'incidence,  l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan,  on  peut  concevoir 
qu'un  nœud  de  l'un  des  rayons  composants  soit  replacé  sur  un  nœud 
de  même  espèce  de  l'autre,  ou  sur  un  nœud  d'espèce  différente,  sans 
que  les  amplitudes  soient  altérées,  et,  dans  les  deux  cas,  le  nouveau 
rayon  résultant,  qui  sera  doué  de  la  polarisation  rectiligne,  offrira  le 
même  azimut,  compté  tantùt  à  droite,  tantôt  à  gauche  du  plan  d'inci- 
de 


ence 


i 


(')  Un  extrait  qui,  d'après  l'ordre  chronologique,  devrait  être  inséré  à  cette  place,  sous 
le  n°  30,  est  reporté  au  n°  31,  afin  de  ne  pas  interrompre  le  cours  du  présent  Mémoire.  Des 
transpositions  analogues  seront  faites  chaque  fois  que  l'ordre  des  matières  l'exigera. 

[Note  des  Editeurs.) 
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30. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  272  (25  février  i83g).  —  Suite. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  les  divers  plans  de  réflexion 
et  de  réfraction  se  confondaient  avec  le  plan  d'incidence.  Pour  être  en 
état  de  calculer  ce  qui  arrive  dans  la  supposition  contraire,  il  suffit  de 
rechercher  quelles  variations  subissent  l'anomalie  et  l'azimut  d'un 
rayon  simple  quand  le  plan  à  partir  duquel  se  comptait  l'azimut  vient 
à  tourner.  On  y  parvient  aisément  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes : 

Observons  d'abord  que  si,  dans  un  rayon  plan,  les  déplacements  sont 
mesurés  parallèlement  à  un  axe  fixe,  l'amplitude  des  vibratio/is  parallèles 
à  cet  axe  sera  évidemment  la  projection  sur  le  même  axe  de  l'amplitude 
du  rayon,  c'est-à-dire  de  l'amplitude  maximum,  mesurée  sur  la  droite 
que  décrit  une  molécule. 

Si,  au  lieu  d'un  rayon  plan,  on  considère,  dans  un  milieu  isophane 
et  transparent,  un  rayon  doué  de  la  polarisation  circulaire,  l'amplitude 
mesurée  parallèlement  à  un  diamètre  du  cercle  que  décrit  une  molé- 
cule sera  ce  diamètre  même;  et,  si  l'on  décompose  le  rayon  donné  en 
deux  autres  polarisés,  l'un  suivant  un  plan  fixe,  l'autre  perpendiculai- 
rement à  ce  plan,  les  phases  des  rayons  composants  seront  deux  angles 
dont  la  différence,  équivalente  à  l'anomalie,  pourra  être  réduite,  abs- 
traction faite  du  signe,  à  un  angle  droit.  Si  l'on  choisit  le  sens  suivant 
lequel  se  compteront  dans  le  plan  fixe  les  déplacements  positifs,  de 
manière  que  la  différence  dont  il  s'agit  soit  négative,  les  cosinus  des 
deux  phases  se  réduiront  au  sinus  et  au  cosinus  de  la  seconde.  D'ail- 
leurs les  cosinus  des  deux  phases,  ayant  pour  expressions  les  rapports 
qu'on  obtient  quand  on  divise,  par  le  déplacement  absolu  d'une  molé- 
cule, ses  déplacements  mesurés  perpendiculairement  et  parallèlement 
au  plan  fixe,  se  réduiront  encore  au  sinus  et  au  cosinus  de  l'angle  que 
forme  avec  le  plan  fixe  le  rayon  vecteur  mené  à  la  molécule  ou,  ce 
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qui  revient  au  même,  le  rayon  du  cercle  qu'elle  décrit.  Donc  ce  dernier 
angle  pourra  être  censé  se  confondre  avec  la  seconde  phase.  On  pour- 
rait le  supposer  équivalent  à  la  même  phase  prise  en  signe  contraire, 
si  l'on  n'avait  pas  choisi  convenablement  le  sens  suivant  lequel  se 
comptent,  dans  le  plan  fixe,  les  déplacements  positifs.  En  résumé,  lors- 
qu'un  rayon  doué  de  la  polarisation  circulaire  sera  décomposé  en  deux 
autres,  polarisés  rectilignement  suivant  deux  plans  rectangulaires  entre  eux, 
chacun  des  rayons  composants  aura  pour  phase  un  angle  que  l'on  pourra 
supposer  équivalent,  au  signe  prés,  à  l'angle  compris  entre  le  plan  qui  ren- 
ferme ce  rayon  et  le  rayon  du  cercle  décrit  par  une  molécule.  D'ailleurs, 
la  phase  d'un  rayon  plan,  étant  une  fonction  linéaire  du  temps,  varie  de 
quantités  égales  en  temps  égaux.  On  pourra  donc  en  dire  autant  de 
l'angle  formé  avec  un  plan  fixe  par  le  rayon  du  cercle  que' décrit  une 
molécule  dans  le  phénomène  de  la  polarisation  circulaire.  Donc,  dans 
un  rayon  polarisé  circulairement,  chaque  molécule  se  meut,  sur  le  cercle 
qu 'elle  parcourt,  avec  une  vitesse  constante,  de  sorte  que  l'angle  et  l'aire 
décrits  par  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  du  cercle  à  la  molécule  sont 
proportionnels  au  temps  que  le  rayon  recteur  emploie  à  les  décrire. 

Observons  encore  qu'à  un  rayon  plan  donné  on  peut  toujours  en  su- 
perposer un  autre  qui  offre  la  même  amplitude  de  vibrations,  avec  une 
phase  équivalente  à  la  phase  du  premier  augmentée  ou  diminuée  d'un 
angle  droit,  et  obtenir  ainsi  un  rayon  résultant  doué  de  la  polarisation 
circulaire.  Donc,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  la  phase  d'un  rayon  plan 
peut  être  censée  se  confondre  avec  l'angle  compris  entre  le  plan  du  rayon 
et  la  direction  du  déplacement  absolu  d'une  molécule  dans  un  rayon  doué 
de  la  polarisation  circulaire  résultant  de  la  superposition  de  deux  rayons 
polarisés  en  ligne  droite  dont  les  plans  de  polarisation  seraient  perpendi- 
culaires entre  eux  et  dont  l'un  serait  précisément  le  rayon  donné. 

Considérons  maintenant,  dans  un  milieu  isophane  et  transparent,  un 
rayon  doué  de  la  polarisation  elliptique,  et  concevons  qu'on  le  décom- 
pose encore  en  deux  autres,  polarisés  en  ligne  droite,  l'un  suivant  un 
plan  fixe,  l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan.  Si  le  plan  fixe  ren- 
ferme l'un  des  axes  de  l'ellipse  décrite  par  une  molécule,  l'anomalie 
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ou  la  différence  entre  les  phases  des  rayons  composants  pourra  être 
censée  se  réduire,  au  signe  près,  à  un  angle  droit.  En  effet,  les  dépla- 
cements d'une  molécule  étant  mesurés  parallèlement  aux  deux  axes  de 
l'ellipse  décrite,  l'un  de  ces  déplacements  s'évanouira,  et  l'autre  attein- 
dra sa  plus  grande  valeur  numérique  au  moment  où  la  molécule  pas- 
sera par  un  sommet  de  l'un  des  axes.  Donc,  en  ce  moment,  les  cosinus 
des  deux  phases  auront  pour  valeurs  numériques  zéro  et  i,  et  les 
phases  elles-mêmes  pourront  être  réduites,  l'une  à  zéro  ou  à  -,  l'autre 

à  ±  -•  Donc  alors  la  différence  des  phases,  ou  l'anomalie,  sera  égale, 

au  signe  près,  à  -  • 

Ainsi,  dans  un  rayon  doué  de  la  polarisation  elliptique,  il  suffit  de  faire 
passer  le  plan  fixe,  à  partir  duquel  se  compte  l'azimut,  par  un  des  axes  de 
l'ellipse  que  décrit  une  molécule,  pour  que  V anomalie  se  réduise,  au  signe 

près,  à  -•>  c'est-à-dire  à  un  angle  droit. 

Lorsqu'un  rayon  doué  de  la  polarisation  elliptique  est  décompose 
en  deux  autres  polarisés  suivant  deux  plans  rectangulaires  entre  eux, 
et  que  ces  deux  plans  renferment  les  axes  de  l'ellipse  décrite  par  une 
molécule,  les  deux  derniers  rayons  deviennent  ce  que  nous  appellerons 
les  rayons  composants  principaux,  leurs  plans,  leurs  phases  et  leurs 
amplitudes  étant  les  plans  principaux,  les  phases  principales  et  les  am- 
plitudes principales.  L'azimut  relatif  à  l'un  des  deux  plans  dont  il  s'agil 
sera  encore  désigné  sous  le  nom  d'azimut  principal.  Cela  posé,  il  est 
clair:  i°  que  la  différence  des  phases  principales  sera  égale,  au  signe  près, 
à  un  angle  droit;  i°  que  les  amplitudes  principales  se  réduiront  aux  deux 
axes  de  l'ellipse  décrite  par  une  molécule;  3°  que  les  azimuts  principaux 
auront  pour  tangentes  trigonométriques  les  rapports  direct  et  inverse  des 
amplitudes  principales . 

Lorsque  les  plans  des  rayons  composants  ne  renferment  point  les 
axes  de  l'ellipse  décrite,  ils  offrent  du  moins  pour  traces,  sur  le  plan 
de  cette  ellipse,  deux  diamètres  perpendiculaires  l'un  à  l'autre;  dans 
tous  les  cas,  les  amplitudes  des  rayons  composants  se  réduisenl  aux 
deux  côtés  du  rectangle  circonscrit  à  l'ellipse,  et  que  chacun  des  deux 
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diamètres  divise  en  parties  symétriques.  D'ailleurs  il  est  facile  de  s'as- 
surer :  i°  que  les  côtés  de  tout  rectangle  circonscrit  à  une  ellipse  ont 
pour  limite  supérieure  le  grand  axe  et  pour  limite  inférieure  le  petit 
axe  de  l'ellipse;  2°  que  la  somme  des  carrés  de  ces  côtés,  ou  le  carré 
de  la  diagonale,  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
axes.  Donc,  dans  un  rayon  doué  de  la  polarisation  elliptique,  les  am- 
plitudes maximum  et  minimum  sont  celles  qui  se  mesurent  parallèle- 
ment au  grand  axe  et  au  petit  axe  de  l'ellipse  que  décrit  une  molécule, 
c'est-à-dire  les  amplitudes  principales;  de  plus,  lorsqu'un  semblable 
rayon  est  décomposé  en  deux  autres  polarisés  suivant  deux  plans  rec- 
tangulaires entre  eux,  les  amplitudes  des  rayons  composants  four- 
nissent des  carrés  dont  la  somme  est  constamment  la  même  que  celle 
des  carrés  des  amplitudes  principales.  La  racine  carrée  de  cette  somme 
est  ce  que  nous  nommerons  Yamplitude  quadratique  du  rayon  résul- 
tant :  cette  amplitude  quadratique  se  confond  évidemment  avec  l'am- 
plitude maximum  du  rayon  plan  dans  lequel  se  transformerait  le  rayon 
résultant  si  l'on  parvenait,  sans  altérer  les  amplitudes  des  rayons  com- 
posants, à  replacer  les  nœuds  de  l'un  sur  les  nœuds  de  l'autre. 

Considérons  de  nouveau,  dans  un  rayon  doué  de  la  polarisation  ellip- 
tique, les  rayons  composants  principaux,  dont  les  plans  renferment  les 
axes  de  l'ellipse  décrite  par  ebaque  molécule,  et  dont  les  phases  peuvent 
être  censées  différer  entre  elles  d'un  angle  droit.  Si  l'on  fait  varier  les 
amplitudes  de  ces  rayons  principaux,  ou  seulement  de  l'un  d'entre 
eux,  en  faisant  croître,  par  exemple,  l'amplitude  principale  minimum, 
c'est-à-dire  le  petit  axe  de  l'ellipse,  sans  altérer  les  phases,  la  polarisa- 
tion deviendra  circulaire  au  moment  où  l'amplitude  minimum  attein- 
dra l'amplitude  maximum.  Réciproquement,  pour  revenir  de  la  polari- 
sation circulaire  à  la  polarisation  elliptique,  il  suffira  de  considérer  un 
rayon  polarisé  circulairement  comme  résultant  de  la  superposition  de 
deux  rayons  principaux  dont  les  plans  se  couperaient  à  angle  droit,  et 
dont  les  amplitudes  seraient  égales  entre  elles,  puis  de  faire  décroître 
dans  un  rapport  donné  une  seule  des  amplitudes  principales,  sans 
altérer  les  phases.  Alors  le  cercle  décrit  par  une  molécule  se  transfor- 
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niera  en  une  ellipse  dont  le  grand  axe  sera  un  diamètre  du  cercle,  et 
dont  les  ordonnées,  mesurées  sur  des  perpendiculaires  à  ce  diamètre, 
seront  aux  ordonnées  correspondantes  du  cercle  dans  le  rapport  donné. 
Il  y  a  plus,  les  sommets  des  ordonnées  correspondantes  seront  des 
points  que  la  molécule  atteindra  au  même  instant,  soit  qu'elle  décrive 
le  cercle  ou  l'ellipse;  et  par  suite  les  rayons  vecteurs  menés  à  la  molé- 
cule, i°  dans  l'ellipse,  2°  dans  le  cercle,  seront  deux  droites  dont  les 
ordonnées  seront  encore  entre  elles  dans  le  rapport  donné.  On  pourra 
même  en  dire  autant  de  deux  cordes  correspondantes  qui  représente- 
raient dans  l'ellipse,  comme  dans  le  cercle,  la  distance  entre  les  posi- 
tions occupées  parla  molécule  à  deux  instants  déterminés.  D'ailleurs, 
lorsque  les  ordonnées  de  lignes  droites  ou  courbes,  qui  servent  de 
limites  à  une  surface  plane,  décroissent  dans  un  certain  rapport,  la 
surface  elle-même  décroît  dans  le  rapport  dont  il  s'agit.  Donc  le  rapport 
du  petit  axe  de  l'ellipse  au  grand  axe  sera  aussi  le  rapport  des  aires 
décrites  par  le  rayon  vecteur  mené  à  une  molécule  dans  l'ellipse  el 
dans  le  cercle;  et  Yaire  décrite  dans  l'ellipse,  aussi  bien  que  l'aire  dé- 
crite dans  le  cercle,  sera  proportionnelle  au  temps  que  le  rayon  vecteur 
emploie  à  décrire  cette  aire.  Ainsi,  en  particulier,  la  durée  d'une  vibra- 
tion moléculaire,  ou  le  temps  que  le  rayon  vecteur  emploie  pour  dé- 
crire l'aire  totale  de  l'ellipse,  sera  le  quadruple  du  temps  qu'il  emploie  à 
décrire  le  quart  de  cette  aire,  par  conséquent  le  quadruple  du  temps 
que  la  molécule  emploie  à  parcourir  l'arc  compris  entre  une  extrémité 
du  grand  axe  et  une  extrémité  du  petit  axe.  Ce  n'est  pas  tout;  lorsque 
la  polarisation  est  circulaire,  l'arc  de  cercle  que  parcourt  une  molécule 
dans  un  intervalle  de  temps  donné  et  l'angle  au  centre  correspondant 
sont  évidemment  représentés  par  les  produits  qu'on  obtient  quand  on 
multiplie,  d'une  part  la  circonférence  du  cercle  décrit,  d'autre  part  le 
nombre  2-,  par  le  rapport  de  cet  intervalle  à  la  durée  d'une  vibration 
moléculaire;  et  le  triangle  isocèle  qui,  ayant  la  corde  de  cet  arc  pour 
base,  a  pour  sommet  le  centre  du  cercle,  offre  une  surface  dont  le  double 
a  pour  mesure  le  produit  du  carré  du  rayon  par  le  sinus  de  l'angle  au 
centre.  Enfin,  quand  on  multiplie  le  carré  du  rayon  du  cercle  par  le 
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rapport  du  petit  axe  de  l'ellipse  au  grand  axe,  qui  est  aussi  le  diamètre 
du  cercle,  on  obtient  pour  résultat  le  produit  des  deux  demi-axes. 
Donc,  lorsque  la  polarisation  sera  elliptique,  le  triangle  qui  aura  pour 
sommets  le  centre  de  l'ellipse  décrite  par  une  molécule  et  les  positions  occu- 
pées par  cette  molécule  à  deux  instants  déterminés,  offrira  une  surface  dont 
le  double  aura  pour  mesure  le  produit  des  deux  demi-axes  par  le  sinus  d'un 
angle  proportionnel  à  l'intervalle  compris  entre  ces  deux  instants.  Donc  si, 
cet  intervalle  restant  le  même,  les  deux  instants  varient,  la  surface  du 
triangle  ne  changera  pas  de  valeur.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 
l'intervalle  entre  les  deux  instants  égal  au  quart  de  la  durée  d'une 
vibration  moléculaire,  l'arc  de  cercle  ci-dessus  mentionné  se  réduira 
au  quart  de  la  circonférence,  et  l'angle  au  centre  correspondant  offrira 
l'unité  pour  sinus;  par  conséquent,  dans  un  rayon  doué  de  la  polarisa- 
tion elliptique,  le  triangle  qui  aura  pour  sommets  le  centre  de  l'ellipse  dé- 
crite par  une  molécule,  et  les  positions  occupées  par  cette  molécule  à  deux 
instants  que  sépare  un  intervalle  égalait  quart  de  la  durée  d'une  vibration, 
offrim  une  surface  équivalente  à  la  moitié  du  rectangle  construit  sur  les 
deux  demi-axes  de  l'ellipse. 

Pour  établir  les  propositions  précédentes,  nous  avons  remplacé  un 
rayon  doué  de  la  polarisation  elliptique  par  le  système  des  rayons  com- 
posants principaux.  Voyons  ce  qui  arriverait  si  à  ce  système  on  substi- 
tuait celui  de  deux  rayons  polarisés  suivant  deux  plans  rectangulaires 
entre  eux  et  dont  l'un  renfermerait  un  diamètre  donné  de  l'ellipse  dé- 
crite. Dans  chacun  de  ces  deux  nouveaux  rayons,  comme  dans  tout 
rayon  plan,  le  déplacement  d'une  molécule,  mesuré  sur  la  droite  qu'elle 
décrit,  sera  le  produit  de  deux  facteurs,  l'un  constant,  l'autre  variable, 
dont  le  premier  représentera  la  demi-amplitude  des  vibrations  molécu- 
laires, tandis  que  le  second  représentera  le  cosinus  de  la  phase.  Or  le 
cosinus  d'un  angle  se  transforme  en  son  sinus,  au  signe  près,  lorsque 
cet  angle  est  augmenté  ou  diminué  d'un  quart  de  circonférence,  et  l'on 
sait  que  les  carrés  du  sinus  et  du  cosinus  d'un  même  angle  donnent 
pour  somme  l'unité.  D'autre  part,  pour  que  la  phase  d'un  rayon  plan 
se  trouve  augmentée  ou  diminuée  d'un  quart  de  circonférence,  il  suffît 
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de  considérer  la  même  molécule  à  deux  instants  séparés  l'un  de  l'autre 
par  un  intervalle  équivalent  au  quart  de  la  durée  d'une  vibration  molé- 
culaire. Donc,  dans  chaque  rayon  plan,  les  déplacements  absolus  d'une 
molécule  mesurés,  i°  à  un  instant  donné,  i°  à  un  second  instant  séparé  du 
premier  par  le  quart  de  la  durée  d'une  vibration  moléculaire,  fourniront 
des  carrés  dont  la  somme  sera  le  carré  de  la  demi-amplitude. 

Observons  maintenant  que,  dans  la  polarisation  elliptique,  deux 
instants  séparés  par  un  intervalle  égal  au  quart  de  la  durée  d'une  vi- 
bration seront  ceux  où  une  même  molécule  parviendra  successivement 
à  une  extrémité  du  grand  axe,  puis  à  une  extrémité  du  petit  axe  de 
l'ellipse  qu'elle  décrit.  Donc  celui  des  rayons  composants  dont  le  plan 
renfermera  un  diamètre  donné  de  l'ellipse  offrira  une  demi-amplitude 
dont  le  carré  sera  équivalent  à  la  somme  des  carrés  des  déplacements  me- 
surés sur  ce  diamètre  dans  ces  deux  instants,  par  conséquent  à  la  somme 
des  carrés  des  projections  des  deux  demi-axes  sur  ce  même  diamètre. 
Or  ces  deux  projections  auront  pour  valeurs  numériques  les  produits 
qu'on  obtient  en  multipliant  cbaque  demi-axe  par  le  cosinus  de  l'angle 
aigu  qu'il  forme  avec  le  diamètre  donné;  et  dans  ce  qu'on  vient  de  dire 
on  peut  évidemment  remplacer  la  demi-amplitude  et  les  demi-axes  par 
l'amplitude  et  les  axes  mêmes.  On  pourra  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Lorsqu'un  rayon' doué  de  la  polarisation  elliptique  est  décomposé  en 
deux  autres  polarisés  suivant  deux  plans  rectangulaires  entre  eux,  le  carré 
de  l'amplitude  de  chaque  rayon  composant  équivaut  à  la  somme  des  deux 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant  le  carré  de  chaque  axe  de  l'ellipse  que 
décrit  une  molécule  par  le  carré  du  cosinus  de  l'angle  aigu  que  forme  cet 
axe  avec  le  plan  de  ce  même  rayon. 

Les  angles  aigus  formés  par  le  diamètre  donné  avec  les  deux  axes  de 
l'ellipse  étant  compléments  l'un  de  l'autre,  et  le  carré  du  sinus  ou  du 
cosinus  d'un  angle  étant  la  moitié  de  la  somme  et  de  la  différence  qu'on 
obtient  lorsque  l'unité  est  augmentée  ou  diminuée  du  cosinus  de 
l'angle  double,  la  proposition  qui  précède  entraîne  encore  la  suivante  : 

Lorsqu'un  rayon  doué  de  la  polarisation   elliptique  est  décomposé  en 
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deux  autres  polarisés  suivant  deux  plans  rectangulaires  entre  eux,  alors, 
pour  obtenir  le  carré  de  V amplitude  de  chaque  rayon  composant,  il  suffit 
déformer  les  carrés  des  deux  axes  de  l'ellipse  que  décrit  une  molécule,  puis 
d'ajouter  à  la  demi-somme  de  ces  carrés  leur  demi-différence  multipliée  par 
le  cosinus  du  double  de  l'angle  aigu  compris  entre  le  grand  axe  de  l'ellipse 
et  le  plan  du  rayon  que  l'on  considère. 

Si  l'on  passe  d'un  rayon  composant  à  l'autre,  l'angle  aigu  formé  par 
le  plan  du  rayon  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse  se  transformera  en  son 
complément,  et  le  cosinus  de  l'angle  double  changera  seulement  de 
signe.  Cela  posé,  on  déduira  immédiatement  de  la  dernière  proposition 
celle  que  nous  allons  énoncer. 

Lorsqu'un  rayon  doué  de  la  polarisation  elliptique  est  décomposé  en 
deux  autres  polarisés  perpendiculairement  à  un  plan  fixe  et  suivant  ce 
même  plan,  les  carrés  des  amplitudes  des  rayons  composants  offrent  pour 
somme  la  somme  des  carrés  des  axes  de  l'ellipse  que  décrit  une  molécule,  et 
pour  différence  la  différence  entre  les  carrés  du  grand  axe  et  du  petit  axe 
multipliée  par  le  cosinus  du  double  de  l'angle  aigu  compris  entre  le  grand 
axe  et  le  plan  fixe. 

La  première  partie  de  cette  proposition  se  confond  évidemment  avec 
un  théorème  déjà  établi  ci-dessus;  et  l'on  peut  ajouter  que,  le  carré 
du  déplacement  absolu  d'une  molécule  étant  la  somme  des  carrés  des 
déplacements  mesurés  suivant  les  deux  axes  de  l'ellipse  décrite,  les 
carrés  des  déplacements  mesurés  à  deux  instants  divers  que  sépare  un 
intervalle  égal  au  quart  de  la  durée  d'une  vibration  fourniront,  en 
vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  une  somme  constante,  représentée 
par  la  somme  des  carrés  des  amplitudes  principales,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  le  carré  de  l'amplitude  quadratique.  Cette  somme  ne 
différera  donc  pas  de  la  somme  des  carrés  des  amplitudes  de  deux 
rayons  composants  dont  les  plans  se  coupent  à  angle  droit. 

Nous  avons  encore  une  remarque  importante  à  faire  relativement  aux 
amplitudes  mesurées  parallèlement  à  divers  axes  dans  un  rayon  doué 
de  la  polarisation  elliptique.  Un  semblable  rayon  étant  considéré 
comme  résultant  de  la  superposition  de  deux  rayons  partiels  polarisés, 
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l'un  suivant  un  plan  fixe,  l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan,  à 
l'instant  même  où  la  phase  du  rayon  polarisé  perpendiculairement  au 
plan  fixe  s'évanouira,  la  phase  du  rayon  polarisé  suivant  le  plan  fixe  se 
trouvera  représentée  par  l'anomalie.  A  un  second  instant  séparé  du  pre- 
mier par  un  intervalle  égal  au  quart  de  la  durée  d'une  vibration  molé- 
culaire, les  deux  phases  dont  il  s'agit  se  trouveront  augmentées  ou 
diminuées  d'un  angle  droit,  en  sorte  que  le  cosinus  de  la  première  se 
trouvera  réduit  à  zéro,  et  le  cosinus  de  la  seconde  au  sinus  de  l'ano- 
malie ou  à  ce  sinus  pris  en  signe  contraire.  Donc,  à  ce  second  instant, 
le  déplacement  absolu  de  la  molécule  se  mesurera  sur  une  perpendi- 
culaire au  plan  fixe,  et  sera  égal,  abstraction  faite  du  signe,  au  pro- 
duit de  la  demi-amplitude  du  rayon  polarisé  suivant  le  plan  fixe  par  le 
sinus  de  l'anomalie.  Or,  si  l'on  prend  ce  déplacement  pour  base  du 
triangle  qui  a  pour  sommets  le  centre  de  l'ellipse  décrite  par  une  mo- 
lécule et  les  positions  occupées  par  cette  molécule  aux  deux  instants, 
la  hauteur  de  ce  triangle  sera,  non  pas  le  déplacement  absolu  de  la 
molécule  au  premier  instant,  mais  la  projection  de  ce  déplacement  sur 
le  plan  fixe,  ou,  en  d'autres  termes,  la  demi-amplitude  du  rayon  ren- 
fermé dans  le  plan  fixe,  puisqu'au  premier  instant  la  phase  de  ce  rayon 
se  réduit  à  zéro  et  offre  l'unité  pour  cosinus.  Donc  la  surface  de  ce 
triangle,  équivalente  à  la  moitié  du  rectangle  construit  sur  les  demi- 
axes  de  l'ellipse,  aura  pour  mesure,  au  signe  près,  la  moitié  du  pro- 
duit des  demi-amplitudes  des  rayons  composants  par  le  sinus  de  l'ano- 
malie. Donc  ce  dernier  produit  conservera  constamment  la  même 
valeur  numérique  si  la  direction  du  plan  fixe  vient  à  changer.  On  peut 
même  affirmer  que  dans  ce  cas  le  produit  en  question  conservera  tou- 
jours le  même  signe,  puisque  ses  trois  facteurs  varieront  par  degrés 
insensibles  avec  la  direction  du  plan  fixe.  Cela  posé,  si  l'on  nomme 
anomalie  principale  celle  qui  est  relative  au  système  des  rayons  com- 
posants principaux,  et  qui  peut  toujours  se  réduire,  au  signe  près,  à 
un  angle  droit,  on  déduira  immédiatement  de  la  remarque  qu'on  vient 
de  faire  la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'un  rayon  doue  de  la  polarisation  elliptique  est  décomposé  en  deux 
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attires,  polarisés  perpendiculairement  à  un  plan  fixe  et  suivant  ce  même 
plan,  le  produit  des  amplitudes  des  rayons  composants  par  le  sinus  de 
l'anomalie  est  égal  au  produit  des  amplitudes  principales  par  le  sinus  de 
l'anomalie  principale. 

Si  l'on  divise  les  amplitudes  des  rayons  polarisés  perpendiculaire- 
ment au  plan  fixe  et  suivant  ce  plan  par  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  de  ces  deux  amplitudes,  ou,  en  d'autres  termes,  par  l'am- 
plitude quadratique  du  rayon  résultant,  on  obtiendra  évidemment 
pour  quotients  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'azimut  relatif  au  plan  fixe. 
En  conséquence,  on  pourra,  dans  les  théorèmes  qui  précèdent,  rem- 
placer le  produit  des  deux  amplitudes  par  le  produit  de  ce  sinus  et  de 
ce  cosinus,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  moitié  du  sinus  du 
double  de  l'azimut,  et  la  différence  entre  les  carrés  des  deux  amplitudes 
par  la  différence  entre  les  carrés  du  cosinus  et  du  sinus  de  l'azimut, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  le  cosinus  de  l'azimut  doublé.  Car 
opérer  ainsi,  revient  à  prendre  simplement  l'amplitude  quadratique 
pour  unité  de  longueur.  Cela  posé,  on  déduira  immédiatement  des 
théorèmes  dont  il  s'agit  la  proposition  suivante  : 

Dans  un  rayon  doué  de  la  polarisation  elliptique,  le  double  de  l'azimut 
relatif  à  tin  plan  fixe  quelconque  offre  un  cosinus  proportionnel  au  cosinus 
du  double  de  l'angle  que  forme  avec  le  plan  fixe  un  des  axes  de  l'ellipse 
décrite  par  une  molécule,  et  un  sinus  réciproquement  proportionnel  au  sinus 
de  l'anomalie. 

Si  l'on  compare  en  particulier  le  double  de  l'azimut  relatif  à  un  plan 
fixe  quelconque  au  double  de  l'azimut  principal  qui  correspond  au  cas 
où  le  plan  fixe  passe  par  un  des  axes  de  l'ellipse,  on  obtiendra  le  théo- 
rème suivant  : 

Dans  un  rayon  doué  de  la  polarisation  elliptique,  le  double  de  l'azimut 
relatif  à  un  plan  fixe,  et  le  double  d'un  azimut  principal,  c'est-à-dire  de 
l'azimut  relatif  à  l'un  des  plans  principaux,  offrent  des  cosinus  dont  le 
rapport  est  le  cosinus  du  double  de  l'angle  aigu  formé  par  le  plan  fixe 
avec  le  plan  principal  que  l'on  considère,  et  des  sinus  dont  le  rapport 
inverse  est  le  sinus  de  l'anomalie  relative  au  plan  fixe,  ou  ce  sinus  pris 
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en  signe  contraire,   suivant  que  l'anomalie  principale   est   réductible  à 
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On  conclut  encore  aisément  de  ce  théorème  que  la  cotangente  de 
l'anomalie  relative  à  un  plan  fixe  est  proportionnelle  au  sinus  du  double  de 
l'angle  aigu  formé  par  le  plan  fixe  avec  l'un  des  plans  principaux,  et  se 
réduit,  au  signe  prés,  au  produit  de  ce  sinus  par  la  cotangente  du  double 
de  l'azimut  principal  relatif  au  dernier  de  ces  plans. 

Lorsque  la  polarisation  elliptique  se  transforme  en  polarisation  cir- 
culaire, le  double  de  chaque  azimut  principal  est  un  angle  droit  donl 
le  sinus  se  réduit  à  l'unité,  le  cosinus  à  zéro,  et  dont  la  cotangente 
devient  infinie.  Donc  alors,  en  vertu  des  théorèmes  précédents,  le 
double  de  l'azimut  relatif  à  un  plan  quelconque  et  la  valeur  numérique 
de  l'anomalie  doivent  constamment  se  réduire  à  un  angle  droit;  ce  qui 
est  effectivement  exact.  Alors  aussi  tout  système  de  plans  rectangu- 
laires entre  eux,  et  passant  par  la  direction  du  rayon  donné,  est  un 
système  de  plans  principaux. 

Lorsque  la  polarisation  elliptique  se  transforme  en  polarisation  rec- 
tiligne,  l'amplitude  minimum  s'évanouit,  et  par  suite  les  azimuts  prin- 
cipaux se  réduisent  à  zéro  et  à  -,  les  plans  principaux  n'étant  alors 
autre  chose  que  le  plan  du  rayon  et  son  plan  de  polarisation.  Or,  dans 
ce  cas,  il  résulte  des  théorèmes  énoncés  :  i°  que  l'azimut  relatif  à  un 
plan  quelconque  se  réduit,  comme  on  devait  s'y  attendre,  à  l'angle 
compris  entre  ce  'plan  et  le  plan  du  rayon;  2°  que  l'anomalie  est  con- 
stamment nulle;  à  moins  qu'elle  ne  devienne  indéterminée,  en  vertu 
de  la  disparition  de  l'un  des  rayons  composants,  ce  qui  arrive  quand 
on  fait  coïncider  le  plan  fixe  à  partir  duquel  se  compte  l'azimut  avec 
l'un  des  plans  principaux. 

Au  reste,  les  diverses  propositions  que  nous  venons  d'établir  ne  sont 
pas  seulement  applicables  à  un  rayon  de  lumière  propagé  dans  un  mi- 
lieu isophane  et  transparent.  Elles  peuvent  être  étendues  à  un  rayon 
propagé  dans  un  milieu  doublement  réfringent  ou  dans  un  milieu  qui 
absorberait  la  lumière.  Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  faire  attention 
aux  remarques  suivantes. 
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Dans  tout  mouvement  simple  dont  le  module  ne  renferme  pas  le 
temps,  la  courbe  décrite  par  une  molécule  est  non  seulement  une 
courbe  plane,  mais  de  plus,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  une  courbe 
fermée  et  rentrante  sur  elle-même.  Si,  dans  le  plan  de  cette  courbe, 
on  trace  un  axe  quelconque,  le  déplacement  de  la  molécule,  mesuré 
parallèlement  à  l'axe  dont  il  s'agit,  sera  le  produit  de  deux  facteurs 
dont  l'un  (')  se  réduira  sensiblement  à  la  demi-amplitude  desvibra- 
tions  parallèles  à  cet  axe,  tandis  que  l'autre  facteur  sera  le  cosinus 
de  l'angle  dont  la  partie  variable  est  l'argument  du  mouvement  simple, 
la  partie  constante  étant  ce  que  nous  appelons  le  paramètre  angulaire. 
Cet  angle  étant  désigné  sous  le  nom  de  phase,  si  dans  le  plan  de  la 
courbe  décrite  on  trace  d'abord  un  axe  fixe,  puis  un  second  axe  per- 
pendiculaire au  premier,  les  déplacements  relatifs  à  ces  deux  axes 
offriront  généralement  deux  phases  et  deux  amplitudes  distinctes.  La 
différence  de  la  seconde  phase  à  la  première  est  ce  que  nous  appelle- 
rons Y  anomalie  du  mouvement  simple,  et  l'angle  aigu  qui  aura  pour 
tangente  le  rapport  de  la. seconde  amplitude  à  la  première  sera  Yazimut 
relatif  ;i  l'axe  fixe.  Ces  définitions  étant  admises,  les  relations  entre  les 
phases,  les  amplitudes,  l'anomalie  et  l'azimut,  resteront  évidemment 
les  mêmes,  soit  que  le  module  du  mouvement  simple  se  réduise  à 
l'unité,  soit  qu'il  varie  avec  les  coordonnées.  Dans  l'un  et  l'autre  cas, 
la  courbe  décrite  par  chaque  molécule  sera  une  ellipse  qui  pourra 
quelquefois  se  réduire  à  un  cercle  ou  à  une  droite.  En  effet,  dans  l'un 
et  l'autre  cas,  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'argument  du  mouvement 
simple  pourront  être  exprimés  par  deux  fonctions  linéaires  des  déplace- 
ments mesurés,  dans  le  plan  de  la  courbe,  suivant  deux  axes  rectangu- 
laires entre  eux,  et  en  égalant  à  l'unité  la  somme  des  carrés  de  ces  deux 
fonctions,  on  obtiendra  pour  l'équation  de  la  courbe  décrite  une  équa- 


M  Le  premier  facteur  dont  il  est  ici  question  sera  le  produit  d'une  constante  réelle  par 
le  module  du  mouvement  simple,  et,  comme  ce  module,  il  ne  variera  pas  d'une  manière 
sensible  quad  on  passera  d'un  point  de  la  courbe  décrite  par  une  molécule  à  un  autre.  Par 
suite,  celte  courbe,  quoiqu'à  la  rigueur  différente  de  l'ellipse,  en  différera  très  peu,  et  en 
parlant  de  mouvements  infiniment  petits,  on  pourra  la  supposer  réduite  à  l'ellipse,  comme 
nous  le  faisons  ici. 
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tion  du  second  degré,  en  vertu  de  laquelle  les  déplacements  devront 
toujours  conserver  des  valeurs  finies.  La  seule  différence  entre  le  pre- 
mier cas  et  le  second,  c'est  que  l'amplitude  des  vibrations  parallèles  à 
un  axe  quelconque  restera  invariable  dans  le  premier  cas,  et  variera 
dans  le  second,  quand  on  passera  d'une  molécule  à  une  autre.  Il  sera 
d'ailleurs  naturel  de  désigner,  sous  le  nom  de  phases  principales ,  ^am- 
plitudes principales,  d! 'anomalies  principales  et  d'azimuts  principaux,  les 
phases,  les  amplitudes,  les  anomalies  et  les  azimuts  qui  correspondront 
aux  axes  mêmes  de  l'ellipse  décrite  par  une  molécule. 

Comme,  dans  la  théorie  de  la  lumière,  l'argument  d'un  mouvement 
simple  est  toujours  indépendant  du  temps,  il  suit  de  ce  que  l'on  vient 
de  dire  que  la  polarisation  d'un  rayon  simple,  propagé  dans  un  milieu 
homogène,  est  toujours  elliptique,  circulaire  ou  rectiligne,  lors  même 
que  ce  milieu  cesse  d'être  isophane  ou  transparent,  et  que  les  relations 
ci-dessus  établies  entre  les  phases,  les  amplitudes,  les  azimuts  et  les 
anomalies  sont  applicables  à  un  rayon  quelconque,  pourvu  que,  dans 
les  énoncés  des  théorèmes,  on  substitue  généralement  au  système  de 
deux  plans  rectangulaires,  menés  par  la  direction  du  rayon,  le  système 
de  deux  axes  rectangulaires  tracés  dans  le  plan  de  l'ellipse  décrite  par 
une  molécule,  et  au  système  des  plans  principaux  le  système  des  deux 
axes  de  cette  ellipse. 

Il  est  facile  d'appliquer  les  divers  théorèmes  ci-dessus  établis  à  la 
recherche  des  modifications  qu'éprouve  un  rayon  simple,  quand  on  lui 
fait  subir  plusieurs  réflexions  ou  réfractions  successives,  opérées  cha- 
cune par  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  isophanes,  dont 
le  premier  au  moins  est  transparent.  En  effet,  à  l'aide  de  ces  théorèmes, 
en  supposant  connus,  pour  chaque  rayon  incident,  l'azimut  relatif  au 
plan  d'incidence,  et  l'anomalie  correspondante,  on  pourra  déterminer 
les  azimuts  principaux,  ainsi  que  les  directions  des  plans  principaux; 
et  réciproquement,  en  supposant  connus,  pour  chaque  rayon  réfléchi 
ou  réfracté,  les  azimuts  principaux,  ainsi  que  les  directions  des  plans 
principaux,  on  pourra  déterminer,  pour  le  même  rayon,  l'anomalie  et 
l'azimut  qui  correspondront  à  un  nouveau  plan  d'incidence.  D'ailleurs, 
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pour  chaque  réflexion  ou  réfraction,  l'on  saura  comment  l'anomalie  et 
l'azimut,  relatifs  au  plan  d'incidence,  varient  dans  le  passage  du  rayon 
incident  au  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  quand  on  connaîtra  l'anomalie  et 
l'azimut  de  réflexion  ou  de  réfraction.  Ainsi,  en  particulier,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  plus  haut,  la  variation  de  l'anomalie,  dans  le  passage  du 
rayon  incident  au  rayon  réfléchi  ou  réfracté,  ne  sera  autre  chose  que 
l'anomalie  de  réflexion  ou  de  réfraction. 

Lorsque  le  rayon  incident  est  doué  de  la  polarisation  rectiligne, 
alors,  pour  que  l'un  des  plans  principaux  du  rayon  réfléchi  coïncide 
avec  le  plan  d'incidence  et  de  réflexion,  il  est  nécessaire  que  l'ano- 
malie de  réflexion  puisse  être  censée  se  réduire,  au  signe  près,  à  un 
angle  droit;  en  d'autres  termes,  il  est  nécessaire  que  les  coefficients 
de  réflexion  des  rayons  composants,  polarisés,  l'un  suivant  le  plan 
d'incidence,  l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan,  offrent  un  rapport 
dont  la  partie  réelle  s'évanouisse.  Cette  condition  étant  supposée  rem- 
plie, l'azimut  de  réflexion  est  ce  que  devient  l'azimut  principal  du 
rayon  réfléchi  quand  on  prend  pour  azimut  du  rayon  incident  45°,  et 
ce  que  nous  nommerons  en  conséquence  Y  azimut  principal  de  réflexion. 
L'incidence  qui  fournira  l'azimut  principal  de  réflexion  sera  nommée 
elle-même  incidence  principale.  Si  l'azimut  principal  de  réflexion  de- 
vient un  angle  droit,  alors,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  de 
polarisation  du  rayon  incident,  l'incidence  principale  fournira  un  rayon 
réfléchi,  polarisé  dans  le  plan  d'incidence.  C'est  ce  qui  arrive  quand  la 
réflexion  a  lieu  à  la  surface  du  verre  ou  d'autres  corps  transparents, 
capahles,  comme  on  le  dit,  de  polariser  complètement  la  lumière. 
Alors,  l'incidence  principale  ne  diffère  pas  de  ce  qu'on  a  nommé 
Yangle  de  polarisation.  Mais,  si  l'azimut  principal,  n'étant  pas  nul,  dif- 
fère d'un  angle  droit,  le  rayon  réfléchi  cessera  d'être  un  rayon  plan, 
et,  pour  obtenir  la  polarisation  circulaire  après  une  seule  réflexion,  il  suf- 
fira, en  faisant  tourner  le  rayon  incident  sur  lui-même ,  d'amener  son  plan 
de  polarisation  dans  une  position  telle  que  l'azimut  du  rayon  incident  soit 
le  complément  de  l'azimut  de  réflexion  principal .  En  suivant  cette  règle, 
on  pourra  transformer  un  rayon  planen  un  rayon  doué  de  la  polarisation 
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circulaire,  à  l'aide  d'une  seule  réflexion  effectuée,  sous  l'incidence 
principale,  par  la  surface  extérieure  d'un  métal  ou  d'un  corps  transpa- 
rentqui,  comme  le  diamant,  polarise  incomplètement  la  lumière.  Si  la 
réflexion  était  opérée  par  la  surface  intérieure  d'un  corps  transparent, 
il  pourrait  y  avoir,  dans  certains  cas,  deux  incidences  principales,  l'une 
inférieure,  l'autre  supérieure  à  l'angle  de  réflexion  totale,  ainsi  qu'on 
l'expliquera  plus  tard.  Lorsque  la  réflexion  est  opérée  par  la  surface 
extérieure  d'un  corps  opaque,  et  en  particulier  d'un  métal,  l'incidence 
principale  coïncide  avec  ce  que  M.  Brewster  a  nommé  the  maximum 
polarising  angle,  et  ne  doit  pas  être  confondue  avec  un  autre  angle  qui, 
à  la  vérité,  en  diffère  souvent  très  peu,  savoir,  l'angle  d'incidence  pour 
lequel  la  quantité  de  lumière  polarisée  dans  le  plan  d'incidence  est  la 
plus  grande  possible,  et  pour  lequel  aussi  l'azimut  de  réflexion  devient 
un  maximum. 


31 

Optique  mathématique.  —  Note  sur  les  propositions  établies  clans  le 
Compte  rendu  de  la  séance  du  1 1  février  i83q. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  229  (18  février  i83ç)). 

La  dernière  de  ces  propositions,  étant  généralisée,  peut  s'énoncer 
comme  il  suit  : 

Lorsque  chaque  azimut  de  réflexion  ou  de  réfraction  est,  non  pas 
égal,  mais  supérieur  ou  inférieur  à  l'unité,  alors,  si  le  nombre  des  ré- 
flexions ou  des  réfractions  devient  de  plus  en  plus  considérable,  les 
azimuts  des  rayons  successivement  obtenus  croîtront  ou  décroîtront 
sans  cesse  et  indéfiniment,  de  sorte  que,  après  un  grand  nombre  de  ré- 
flexions ou  de  réfractions,  le  dernier  rayon  réfléchi  ou  réfracté  sera  sensi- 
blement polarisé  dans  le  plan  d'incidence  ou  perpendiculairement  à  ce  plan. 
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Au  reste,  cette  proposition,  ainsi  que  les  précédentes,  s'accorde  avec 
les  expériences  des  physiciens,  particulièrement  avec  les  formules  et 
les  expériences  de  Fresnel,  relatives  à  la  réflexion  et  à  la  réfraction 
opérées  par  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  isophanes  et 
transparents.  Pour  montrer  une  application  des  mêmes  propositions  à 
la  réflexion  opérée  par  des  corps  opaques,  nous  rappellerons  ici  quelques 
résultats  obtenus  par  M.  Brewster.  Cet  illustre  physicien  ayant  fait  ré- 
fléchir deux  fois  de  suite,  par  un  métal,  un  rayon  polarisé  à  45°  du 
plan  d'incidence,  a  mesuré  l'azimut  après  la  première  et  la  seconde 
réflexion,  dans  le  cas  où  elles  ont  lieu  sous  des  incidences  égales  et 
tellement  choisies  que  la  seconde  réflexion  produise  un  nouveau  rayon 
doué,  comme  le  rayon  incident,  de  la  polarisation  rectiligne.  Or  il 
résulte  des  propositions  énoncées  que,  dans  ce  cas,  la  tangente  de 
l'azimut  doit  acquérir,  après  la  première  et  après  la  seconde  réflexion, 
deux  valeurs  dont  l'une  soit  la  racine  carrée  de  l'autre.  D'ailleurs,  en 
faisant  successivement  usage  des  métaux  dont  les  noms  suivent, 
M.  Brewster  a  trouvé  que  l'azimut  était  : 

Après  la  première  Après  la  secon'lo 

réflexion.  réflexion, 

Pour  l'argent 42-   °  29.48 

Pour  le  cuivre 36. 3o  "29.   o 

Pour  le  mercure 35.   o  26.   o 

Pour  le  métal  des  miroirs 32.   o  21.   o 

et  les  tangentes  des  quatre  azimuts  mesurés  après  la  seconde  réflexion 
ont  pour  racines  carrées  les  tangentes  des  quatre  angles 

42°23',     36°4o',     34°56',     3i°47', 

qui  diffèrent  très  peu,  comme  on  le  voit,  des  quatre  azimuts  fournis, 
après  la  première  réflexion,  par  des  expériences  directes,  les  différences 

étant  respectivement 

-23',     -10',     4',     .3'. 

On  doit  même  observer  que,  pour  déterminer  l'azimut  relatif  à  l'ar- 
gent, après  la  première  réflexion,  M.  Brewster  a  eu  recours  à  deux 
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expériences  distinctes,  dans  l'une  desquelles  le  rayon  réfléchi  traversait 
une  plaque  cristallisée,  propre  à  faire  évanouir  l'anomalie,  sans  altérer 
l'azimut,  tandis  que,  dans  l'autre  expérience,  le  rayon  réfléchi  par  le 
métal  subissait  deux  nouvelles  réflexions  sur  le  verre,  sous  l'incidence 
de  54°{,  par  conséquent,  deux  réflexions  capables  de  faire  acquérir  la 
polarisation  circulaire  au  rayon  incident,  c'est-à-dire  à  un  rayon  plan 
et  polarisé  à  45°  du  plan  d'incidence.  Or,  il  est  remarquable  que  les 
azimuts  fournis  par  ces  deux  expériences  se  réduisent  aux  angles  ]:>" 
et  42°^>  entre  lesquels  se  trouve  compris  l'angle  /\2°2?>' ,  déduit  par  le 
calcul  de  l'azimut  du  rayon  ramené  à  la  polarisation  rectiligne  par 
deux  réflexions  effectuées  sous  la  même  incidence,  à  la  surface  de 
l'argent. 

Lorsque  M.  Brewster  a  fait  usage  de  platine,  d'acier  et  de  plomb,  il 
a  obtenu,  pour  les  azimuts  relatifs  à  la  première  et  à  la  seconde  ré- 
flexion, des  nombres  qui  ne  s'accordent  plus  entre  eux  d'une  manière 
aussi  parfaite.  En  effet,  il  a  trouvé  que  l'azimut  d'un  rayon  primitive- 
ment polarisé  à  45°  du  plan  d'incidence,  puis  ramené,  par  deux  ré- 
flexions effectuées  sous  le  même  angle,  à  la  polarisation  rectiligne, 
était  : 

Après  la  première        Après  la  seconde 
réflexion.  réflexion. 

o         ,  0 

Pour  le  platine 34 .   o  ni 

Pour  l'acier 3o.3o  21 

Pour  le  plomb 16.   o  11 

Or,  les  tangentes  des  trois  azimuts  relatifs  à  la  seconde  réflexion  oui 
pour  racines  carrées  les  tangentes  des  angles 

3  2°  26',     2  8°  56',     ?3"4«S', 

et  les  différences  de  ces  angles  aux  azimuts  mesurés  après  la  première 
réflexion  sont  respectivement 

i°34',     i°34',     20 12'. 

Quoique  ces  différences  surpassent  notablement  celles  qui  étaient  rela- 
tives aux  quatre  autres  métaux  ,  néanmoins  elles  ne  sont  pas  assez 


190  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADEMIE. 

considérables  pour  ne  pouvoir  être  attribuées  aux  erreurs  d'observa- 
tion et  à  cette  circonstance  particulière  que  la  lumière  employée  par 
M.  Brewster  n'était  pas  une  lumière  homogène,  comme  nos  formules 
le  supposent,  mais  une  lumière  blanche,  composée  de  rayons  de  di- 
verses couleurs.  Nous  ne  saurions  dire  si  c'est  à  cette  dernière  circon- 
stance qu'il  convient  d'attribuer  la  différence  encore  plus  considérable 
qui  se  rapporte  à  la  galène,  et  s'élève  à  6° 55',  ou  si  cette  différence 
lient  à  ce  qu'il  ne  serait  pas  permis  de  considérer  la  galène  comme 
un  corps  isophane.  C'est  une  question  sur  laquelle  il  nous  parait  utile 
d'appeler  l'attention  des  physiciens. 


52. 

Physique   mathématique.  Note  sur  l'égalité  des   réfractions  de  deux 

rayons  lumineux  qui  émanent  de  deux  étoiles  situées  dans  deux  por- 
tions opposées  de  V écliptique . 

C  R.,  t.  VIII,  p.  327  (4  mars  i83g). 

11  résulte  d'expériences  faites  par  M.  Arago  que  les  rayons  lumi- 
neux, émanant  de  deux  étoiles  situées  dans  l'écliptique,  lune  en  avant 
de  l'observateur  et  vers  laquelle  la  Terre  marche,  l'autre  en  arrière  et 
dont  la  Terre  s'éloigne,  subissent  dans  un  prisme  de  verre  la  même 
réfraction.  M.  Arago  a  observé  que,  pour  expliquer  ce  résultat  dans  le 
système  de  l'émission,  il  suffisait  de  supposer  la  vision  produite  dans 
les  deux  cas  par  des  portions  différentes  de  la  radiation,  pour  les- 
quelles la  vitesse  de  propagation  serait  la  même,  et  M.  Biot  a  paru 
adopter  cette  idée  dans  l'intéressant  Mémoire  que  renferme  le  dernier 
Compte  rendu.  En  réfléchissant  sur  ce  sujet,  j'ai  été  amené  à  croire 
qu'on  pouvait  hasarder  une  autre  explication  du  même  fait,  sur  la- 
quelle il  me  paraît  utile  d'appeler  l'attention  des  physiciens. 
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Par  vitesse  de  la  lumière  on  peut  entendre,  dans  le  système  des  on- 
dulations, ou  la  vitesse  absolue  avec  laquelle  une  onde  lumineuse  se 
déplace  dans  l'espace,  ou  la  vitesse  relative  avec  laquelle  cette  onde 
change  de  position  dans  la  niasse  de  fluide  éthéré  qu'elle  traverse.  Or, 
la  seconde  de  ces  deux  vitesses  sera  évidemment  celle  qui  déterminera 
les  réfractions  d'un  rayon  passant  de  l'air  dans  le  verre,  si  l'on  admet, 
comme  il  est  naturel  de  le  supposer,  que  la  Terre  emporte  avec  elle 
dans  l'espace,  non  seulement  son  atmosphère  aérienne,  mais  encore 
une  masse  considérable  de  fluide  éthéré.  Dans  cette  hypothèse,  tons 
les  phénomènes  de  réflexion  et  de  réfraction  observés  à  la  surface  de  la 
Terre  seront  les  mêmes  que  si  la  Terre  perdait  son  mouvement  de  ro- 
tation diurne  et  son  mouvement  annuel  de  translation  autour  du  Soleil. 
Ces  mouvements  ne  pourront  faire  varier  que  la  direction  des  plans  des 
ondes,  par  conséquent  la  direction  du  rayon  lumineux,  en  produisant, 
comme  l'on  sait,  le  phénomène  de  l'aberration. 

Au  reste,  l'atmosphère  éthérée  qui  entourerait  la  Terre  dans  l'hypo- 
thèse proposée,  et  les  atmosphères  semblables  qui  entoureraient  à  une 
grande  distance  le  Soleil,  la  Lune  et  les  autres  astres,  venant  à  se  mou- 
voir avec  ces  astres  mêmes,  il  pourrait  se  produire  des  phénomènes  lumi- 
neux vers  les  limites  de  ces  atmosphères,  et  à  ces  limites  l'éther  pourrai  l 
être  mis  en  vibration  par  des  mouvements  semblables  à  ceux  qu'on  ob- 
serve quand  une  trombe  traverse  l'air,  ou  quand  un  vaisseau  vogue  sur 
une  mer  tranquille.  Peut-être  ne  serait-il  pas  déraisonnable  d'attribuer 
à  une  semblable  cause  certains  phénomènes  lumineux,  par  exemple, 
la  lumière  zodiacale,  les  aurores  boréales  ou  australes,  la  lumière  des 
nébuleuses  planétaires,  ou  même  celle  des  comètes,  en  supposant  que 
la  lumière  zodiacale  dépend  de  la  rotation  du  Soleil  sur  lui-même,  el 
que  le  phénomène  des  aurores  boréales  se  lie  au  mouvement  diurne  de 
la  Terre.  On  concevrait  alors  pourquoi  la  lumière  zodiacale  parait,  à 
une  grande  distance  du  Soleil,  s'étendre  dans  le  plan  de  l'équateur 
solaire;  et  le  fluide  éthéré,  suivant  la  remarque  de  M.  Ampère,  pou- 
vant n'être  autre  chose  que  le  double  fluide  électrique,  on  concevrait 
encore   que   le  phénomène  des  aurores  boréales  fût   intimement  lié 
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avec  des  phénomènes  électriques  et  magnétiques.  De  plus,  l'éclat  des 
comètes  devrait,  conformément  à  l'observation,  s'accroître  dans  le 
voisinage  du  Soleil,  si  le  fluide  éthéré  devenait  plus  dense  près  de  cet 
astre,  et  si  l'intensité  des  vibrations  lumineuses  augmentait  avec  le 
mouvement  relatif  de  deux  masses  d'éther  contiguës. 

Observons  enfin  que,  si  la  densité  de  l'éther  était  plus  considérable 
dans  le  voisinage  des  corps  célestes,  la  vitesse  de  la  lumière  pourrait 
n'être  pas  la  même  à  une  grande  distance  de  deux  étoiles,  et  près  de 
l'une  d'entre  elles. 


Post'Scriptum.  —  Une  lettre  adressée  à  M.  Arago,  et  insérée  dans  les 
Annales  de  Physique  et  de  Chimie,  m'apprend  que  l'hypothèse  ci-dessus 
proposée  s'était  présentée  à  l'esprit  de  Fresnel.  De  pins,  après  avoir 
entendu  la  lecture  de  la  présente  Note,  M.  Savary  m'a  dit  avoir  songé 
a  déduire  de  la  même  hypothèse  une  grande  partie  des  conséquences 
que  j'ai  indiquées.  Mais  les  difficultés  que  l'on  rencontre,  quand  on 
veut  en  tirer  l'aberration  par  des  calculs  précis,  avaient  détourné  l'un  et 
l'autre  de  l'hypothèse  dont  il  s'agit.  Toutefois  ces  difficultés  ne  paraî- 
tront peut-être  pas  suffisantes  pour  qu'on  doive  l'abandonner,  surtout 
si  l'on  observe  combien  elle  est  conforme  à  toutes  les  analogies.  En 
effet,  nous  voyons  sans  cesse  les  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les 
autres  se  mouvoir  de  concert.  Notre  Soleil,  s'il  se  meut  dans  l'espace, 
entraîne  avec  lui  tout  le  système  planétaire.  Les  mouvements  de  trans- 
lation et  de  rotation  de  la  Terre  sont  partagés  par  les  corps  qu'elle 
porte,  par  la  mer  qui  la  recouvre,  comme  par  la  masse  d'air  qui  pèse 
sur  elle;  et  il  serait  singulier  que  le  fluide  éthéré,  sur  lequel  les  corps 
solides  et  fluides  ont  une  action  évidente,  comme  le  prouvent  les  phé- 
nomènes de  la  réflexion  et  de  la  réfraction,  fit  seul  exception  à  cet 
égard. 
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00. 

Physique  mathématique.  —  Méthode  générale  propre  à  fournir  les  équations 
de  condition  relatives  aux  limites  des  corps  dans  les  problèmes  de  Phy- 
sique mathématique. 

C  H.,  t.  VIII,  p.  374  (18  mars  1839). 

La  question  que  je  vais  traiter  ici  est,  comme  l'on  sait,  de  la  plus 
haute  importance,  puisque  la  solution  des  problèmes  de  Physique 
mathématique  dépend  surtout  des  équations  relatives  aux  limites  des 
corps  considérés  comme  des  systèmes  de  molécules.  Toutefois,  malgré 
les  nombreux  travaux  des  géomètres  sur  la  Physique  et  la  Mécanique, 
il  n'existe  point  de  méthode  générale  propre  à  conduire  au  but  dont  il 
s'agit.  Il  y  a  plus,  dans  les  divers  cas  particuliers  qui  ont  été  traités 
jusqu'à  ce  jour,  on  se  bornait  ordinairement  à  faire  des  hypothèses 
plus  ou  moins  vraisemblables  sur  la  forme  des  équations  aux  limites, 
sans  chercher  à  déduire  ces  mêmes  équations  de  méthodes  rigoureuses. 
C'est  ainsi  que,  dans  la  théorie  des  liquides,  des  corps  élastiques,  etc., 
on  supposait,  sans  le  démontrer,  les  pressions  intérieure  et  extérieure 
égales  entre  elles  à  de  petites  distances  des  surfaces  qui  terminaient 
ces  corps  ou  ces  liquides;  et  il  ne  me  conviendrait  nullement  d'en  faire 
un  reproche  aux  savants  géomètres  qui  ont  traité  ces  matières,  puisque 
j'en  ai  agi  de  même  dans  plusieurs  des  articles  que  renferment  mes 
Exercices  de  Mathématiques.  Toutefois  on  doit  avouer  que  de  sem- 
blables hypothèses  n'offrent  rien  de  satisfaisant  à  l'esprit;  et  c'est  ce 
qui  m'avait  engagé,  dans  un  Mémoire,  lithographie  en  1 836,  sur  la 
théorie  de  la  lumière,  à  proposer  quelques  théorèmes  qui  pussent  servir 
à  trouver,  dans  certains  cas,  les  équations  aux  limites.  Mais,  quoique 
ces  théorèmes  m'aient  effectivement  fourni  les  conditions  relatives  à  la 
surface  de  séparation  de  deux  milieux  isophanes,  il  n'était  pas  tou- 
jours facile  de  les  appliquer,  et  ils  laissaient  à  désirer  une  méthode 
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générale  et  régulière  qui  pût  embrasser  les  divers  problèmes  de  la 
Physique  moléculaire.  Ayant  réfléchi  longtemps  sur  cet  objet,  j'ai  été 
assez  heureux  pour  obtenir  enfin  cette  méthode  générale,  dont  je  vais 
poser  les  bases.  Le  principe  fondamental,  sur  lequel  je  m'appuie,  a 
l'avantage  d'être  à  la  fois  très  fécond  et  très  facile  à  comprendre;  il 
repose  sur  les  considérations  suivantes. 

Considérons  un  système  d'équations  différentielles  entre  plusieurs 
variables  principales  et  une  seule  variable  indépendante  qui  sera,  si 
l'on  veut,  une  coordonnée  mesurée  perpendiculairement  à  un  plan 
fixe;  et  supposons  que  ces  équations,  conservant  toujours  la  même 
forme  d'un  côté  donné  du  plan  fixe  et  à  une  distance  finie,  changent 
très  rapidement  de  forme  dans  le  voisinage  de  ce  même  plan.  Suppo- 
sons d'ailleurs  qu'on  les  intègre  d'abord,  sans  tenir  compte  du  chan- 
gement de  forme.  Si  l'on  nomme  n  le  nombre  des  variables  principales 
que  ces  équations  renferment,  quand  elles  sont  toutes  réduites  au  pre- 
mier ordre,  leurs  intégrales  générales  pourront  être  représentées  par 
un  système  de  n  équations  finies,  dont  les  premiers  membres  renfer- 
meront seulement  la  variable  indépendante  et  les  variables  principales, 
tandis  que  les  constantes  arbitraires  qui  pourront  être  censées  repré- 
senter des  valeurs  particulières  des  variables  principales,  savoir,  les 
valeurs  correspondantes  au  plan  fixe,  seront  reléguées  dans  les  seconds 
membres.  Nous  appellerons  les  intégrales  de  cette  forme  intégrales 
principales,  et  leurs  premiers  membres  fonctions  principales.  Cela  posé, 
si,  dans  la  dérivée  totale  de  chaque  fonction  principale,  on  substitue 
à  la  dérivée  de  chaque  variable  principale  sa  valeur  tirée  des  équations 
différentielles  données,  sans  avoir  égard  au  changement  de  forme  de 
ces  équations  dans  le  voisinage  du  plan  fixe,  on  obtiendra  une  fonction 
de  toutes  les  variables,  qui  restera  identiquement  égale  à  zéro,  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  ces  variables.  Donc,  si  l'on  a  égard  au  change- 
ment de  forme  des  équations  différentielles,  le  résultat  de  la  substitu- 
tion sera  lui-même  sensiblement  égal  à  zéro,  à  une  distance  finie  du  plan 
fixe,  pourvu  toutefois  que,  dans  la  différentielle  totale  de  la  fonction 
principale,  les  différentielles  des  diverses  variables  principales  ne  se 
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trouvent  pas  multipliées  par  des  coefficients  qui  croissent  très  rapide- 
ment avec  la  distance  au  plan  fixe.  Ce  dernier  cas  excepté,  la  diffé- 
rence finie  de  la  fonction  principale,  c'est-à-dire  la  différence  entre  sa 
valeur  correspondante  à  un  point  quelconque  et  sa  valeur  correspon- 
dante au  plan  fixe,  sera  une  intégrale  définie  du  genre  de  celles  que 
j'ai  nommées  intégrales  définies  singulières,  par  conséquent  une  inté- 
grale définie  prise  entre  deux  limites  très  voisines,  savoir,  entre  une 
valeur  nulle  et  une  valeur  très  petite  de  la  coordonnée  que  l'on  consi- 
dère. Si  le  produit  de  cette  valeur  très  petite  par  le  module  maximum 
de  la  fonction  sous  le  signe  /  est  très  peu  considérable,  l'intégrale  sin- 
gulière pourra  être  négligée  sans  erreur  sensible;  et,  par  suite,  les 
intégrales  principales  qu'on  avait  obtenues,  en  faisant  abstraction  du 
changement  de  forme  des  équations  différentielles,  ou  du  moins  celles 
des  intégrales  principales  pour  lesquelles  la  condition  énoncée  sera 
remplie,  continueront  de  subsister  quand  on  aura  égard  au  changement 
de  forme  des  équations  dont  il  s'agit. 

Au  reste,  il  n'est  nullement  nécessaire  que  la  variable  indépendante 
dont  nous  avons  parlé  soit  une  coordonnée  rectiligne;  elle  pourrait  être 
une  coordonnée  polaire,  ou  plus  généralement  une  coordonnée  de  na- 
ture quelconque,  par  exemple,  un  paramètre  variable  d'une  surface 
courbe  dont  l'une  des  formes  serait  celle  de  la  surface  extérieure  qui 
termine  un  corps  donné  ou  un  système  de  molécules. 

Nous  exposerons,  dans  plusieurs  articles  successifs,  les  innombrables 
conséquences  qui  se  déduisent  du  principe  ci-dessus  énoncé.  Nous 
ferons  voir  comment  ce  principe,  établi  pour  un  système  d'équations 
différentielles,  peut  être  étendu  à  un  système  d'équations  aux  diffé- 
rences partielles  ou  aux  différences  mêlées.  Nous  considérerons  en  par- 
ticulier le  cas  où  les  équations  données  sont  linéaires.  Dès  lors  il 
deviendra  facile  d'appliquer  le  principe  dont  il  s'agit  à  la  théorie  des 
mouvements  vibratoires,  infiniment  petits,  d'un  corps  ou  d'un  système 
de  molécules,  par  conséquent  à  la  théorie  de  la  lumière,  des  surfaces 
vibrantes,  des  corps  élastiques,  etc.  Enfin  nous  verrons  comment  il 
arrive  que  certains  mouvements  simples  sont  ou  ne  sont  pas  propres 
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à  passer  d'un  corps  dans  un  autre  corps,  suivant  que  les  équations 
aux  limites  peuvent  être  vérifiées  simultanément  ou  ne  peuvent  l'être; 
et  nous  obtiendrons  ainsi  de  nouvelles  conditions  relatives  à  la  possi- 
bilité de  la  transmission  d'un  mouvement  vibratoire  passant  d'un  mi- 
lieu donné  dans  un  autre  milieu. 

§  I.  —   Démonstration  du  principe  fondamental. 

Considérons  un  système  d'équations  différentielles  réduites  au  pre- 
mier ordre  et  à  la  forme  ^ 

^  —  x        —  —  y        --  =  z 

^  '  dx  dx  '  dx 

x  désignant  une  variable  indépendante  qui  sera,  si  l'on  veut,  une  coor- 
donnée comptée  à  partir  d'un  plan  fixe,  ;,  r\,  '(,  ...  étant  les  variables 
principales,  et  X,  Y,  Z,  ...  des  fonctions  données  de  toutes  les  variables 

Soient 

y 

ÇOj   "•Oo,    -o,   •  •  • 

les  valeurs  de 

;,  ~n,  '£,■•• 

correspondantes  au  plan  fixe,  pour  lequel  on  a  x  =  o;  enfin  soit 

h)  S  =  S„ 

une  intégrale  principale  du  système  des  équations  (i),  S  désignant  une 
certaine  fonction  des  seules  quantités  x,  c,  r,,  '(,...,  et  S0  ce  que  de- 
vient S  quand  on  y  remplace  respectivement  x,  c,  r,,  'Ç,  ...  par  o,  ;0, 
v)0,  'C0,  ....  De  l'équation  (2),  différentiée  et  combinée  avec  les  for- 
mules (1),  on  tirera  la  suivante 

, , ,  OS        d§  v        OS  _.       (?S  „ 

dx       ôc,  on  oc, 

dont  le  premier  membre,  considéré  comme  une  fonction  de  x,  't,  r,,  Ç, ..., 
devra  être  identiquement  égal  à  zéro,  ainsi  qu'il  est  facile'de  le  prouver 
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(voir  le  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  différentielles,  lithogra- 
phie en  1 8 3 5 ) . 

Supposons  maintenant  que,  dans  le  voisinage  du  plan  fixe,  les  équa- 
tions (i)  changent  de  forme  et  deviennent 

-Y-,  5,  %,  ...  désignant  des  fonctions  de  x,  ;,  y),  '£,  ...  qui  s'évanouissent 
sensiblement  à  une  distance  finie  du  plan  fixe.  Les  valeurs  de  ;,  n,  'C,  ..., 
déterminées  par  le  système  des  formules  (4),  continueront  de  vérifier 
l'équation  (3),  puisque  celle-ci  est  identique,  et  fourniront  pour  <7S  la 
valeur  suivante 


</S 


+  |(X  +  .-C)+^(Y  +  ?)+|(Z  +  *)+.  ..]</-. 


laquelle,  en  vertu  de  l'équation  (3),  se  réduira  simplement  ;i 

de  sorte  que,  en  posant  pour  abréger 

<?S  dS  w       dS . 

on  aura 

6  dS  =  Stlx, 
et,  par  suite, 

7  S  -  S0  =[    §  r/.r. 

«A) 

Or  s,  aussi  bien  que  a;-,  2j,  %,  ...,  s'évanouira  sensiblement  à  une  dis- 
tance finie  du  plan  fixe,  si  les  coefficients  de  dl,  drt,  d'C,  . . .  dans  la 
différentielle  totale  de  S,  c'est-à-dire  les  coefficients  différentiels 

()S       dS       dS 

<)■_  OV]  <)C 

ne  croissent  pas  très  rapidement  avec  la  coordonnée  x  ou  la  distance 
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au  plan  fixe.  Ce  cas  excepté,  si  l'on  admet  que  ax,  y,  %, ...  n'acquièrent 
de  valeurs  sensibles,  du  côté  des  x  positives,  qu'entre  les  limites 

S  lui-même  n'aura  de  valeur  sensible  qu'entre  ces  limites,  et  le  second 
membre  de  l'équation  (7)  pourra  être  réduit  à  l'intégrale  définie  sin- 
gulière 

Au  l'esté,  pour  que  cette  réduction  ait  lieu,  il  n'est  pas  absolument 
nécessaire  que  les  coefficients  (8)  acquièrent  des  valeurs  finies  à  une 
distance  finie  du  plan  fixe;  mais  il  suffira,  par  exemple,  qu'à  une  sem- 
blable distance  les  produits  respectifs  de  ces  coefficients  par  .Y-,  g%  2>,  ... 
et  par  une  puissance  de  x  dont  l'exposant  est  surpassé  de  très  peu  par 
l'unité  conservent  des  valeurs  finies.  D'ailleurs,  dans  tous  les  cas  où 
la  réduction  énoncée  pourra  s'effectuer,  la  formule  (7)  donnera  sensi- 
blement 


10 


S  =  S0+  /    S  dx. 


Enfin,  si  la  multiplication  de  e  par  la  plus  grande  des  valeurs  que  S 
peut  acquérir  entre  les  limites  x  =  o,  x  =  s,  fournit  un  produit  sensi- 
blement nul,  ou,  en  d'autres  termes,  si  la  valeur  maximum  du  pro- 
duit 

(11)  eS 

est  très  petite  relativement  à  la  valeur  de  S0,  la  formule  (10)  pourra, 
sans  erreur  sensible,  être  réduite  à 

(12)  s  =  s0. 

Donc,  parmi  les  intégrales  générales  et  principales  des  équations  (  1  ),  toutes 
celles  pour  lesquelles  les  deux  espèces  de  conditions  ci-dessus  énoncées  seront 
remplies  continueront  de  subsister,  quand  on  passera  des  équations  (1)  aux 
équations  (3),  c'est-à-dire  quand  les  équations  différentielles  qui  déter- 
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mineront  les  variables  principales  l,  n,  'Ç,  ...  pourront  être  présentées 
sous  la  forme  (i)  à  une  distance  finie  du  plan  fixe,  et  changeront  rapi- 
dement de  forme  dans  le  voisinage  de  ce  plan. 


u. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  {32  (25  mars  1839).  —  Suite. 

î;  II.  —  Application  du  principe  fondamental  à  un  système  d'équations 

différentielles  linéaires. 

La  variable  indépendante  x  étant  toujours  censée  représenter  une 
coordonnée  perpendiculaire  à  un  plan  fixe,  supposons  que  les  variables 
principales 

soient  déterminées  en  fonction  de  x  par  un  système  d'équations  diffé- 
rentielles linéaires,  et  admettons  d'abord  que  ces  équations  différen- 
tielles, étant  toutes  réduites  au  premier  ordre,  se  présentent,  quel  que 
soit  x,  sous  la  forme 

M  dl  -x       d/>  -Y       dA~7 

X,  Y,  Z,  . . .  désignant  des  fonctions  linéaires  de  ;,  r,,  '(,  ...  dont  cha- 
cune se  trouve  exprimée  par  une  somme  de  termes  respectivement  pro- 
portionnels à  '£,  y;,  '(,  ....  Si,  dans  les  sommes  ou  polynômes  X,  Y,  Z 

les  coefficients  de  '£,  tj,  'C,  ...  sont  constants,  un  moyen  fort  simple 
d'obtenir  un  système  d'intégrales  particulières  des  équations  (1)  sera 
de  supposer 

(  2  )  \  —  A  e™,        y  =  Be™,         'C  —  Ce1",         .... 

A,  B,  C,  ...,  y.  étant  des  constantes  propres  à  vérifier  les  formules 

(  3  )  kA  =  X,         v.  B  =  \il„         /.G  =  ©, 
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dans  lesquelles  A,,  ift>,  3,  ...  désignent  ce  que  deviennent  les  fonctions 
linéaires  X,  Y,  Z,  . . .  quand  on  y  remplace  les  variables  principales 

';,  y),  'Ç,  ...  par  ces  mêmes  constantes  A,  B,  C, Si  l'on  nomme  n  le 

nombre  des  équations  (r),  n  sera  encore  le  nombre  des  formules  (3), 
et  il  suffira  d'éliminer  entre  ces  dernières  les  constantes  A,  B,  C,  ... 
pour  obtenir  une  équation  en  -/.,  qui  sera  généralement  du  degré  //. 
Soit 

celte  dernière  équation.  A  chacune  de  ses  racines  correspondra  géné- 
ralement un  seul  système  de  valeurs  des  rapports 

«       C 

V    V    *"' 

déterminés  par  les  formules  (3).  Mais  l'une  des  constantes 

A,  B,  C,   ..., 

la  première,  par  exemple,  restera  indéterminée.  Un  système  d'inté- 
grales des  équations  (i)  fourni,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  par  les 
équations  (2)  jointes  aux  formules  (3)  et  (l\),  sera  ce  que  nous  nom- 
merons un  système  ft intégrales  simples.  Vu  semblable  système  se  trou- 
vera particulièrement  caractérisé  par  la  valeur  attribuée  au  coefficient/, 
de  x  dans  l'exponentielle  népérienne  e%x,  à  laquelle  les  valeurs  des  va- 
riables principales  seront  toutes  proportionnelles;  et,  pour  cette  raison, 
lorsqu'un  système  d'intégrales  simples  sera  déduit  d'une  des  valeurs 
de  y.  déterminées  par  l'équation  (4),  cette  valeur  de  x.  sera  nommée  la 
caractéristique  du  système. 

Il  est  bon  d'observer  que,  si  l'on  met  de  côté  la  première  des  for- 
mules (3),  le  système  des  suivantes  pourra  être  remplacé  par  une 
équation  multiple  de  la  forme 

A       B       C 
a,  b,  c,  . . .  désignant  des  fonctions. entières  de  /.,  dont  la  première  sera 
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du  degré  n  —  i,  et  les  autres  du  degré  n  —  2.  D'ailleurs,  ou  vérifiera 
la  formule  (5)  en  prenant 

(6)  A^aK,         B=bk,         C  =  cK, 

(juelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  la  constante  K.  Cela  posé,  les 
équations  (2)  donneront  généralement 

(  7  )  \  —  K  ae™,         r,  =  K  be™,         Ç  =  K  ce**,         .  .  . , 

<7,  /;,  c,  ...,  •/.,  K  désignant  des  constantes  qui  seront  toutes  détermi- 
nées à  l'exception  de  la  constante  arbitraire  K.  Ajoutons  que,  pour 
obtenir  l'équation  (4),  -il  suffira  de  remplacer  dans  la  première  des 
équations  (3)  les  coefficients 

A,     B,     C,     ... 

par 

a,     6,     c,     — 

Soient  maintenant 

les  diverses  valeurs  de  la  caractéristique  /.  fournies  par  l'équation    \  , 

et 

tf  1  >  b\ ,  e \ ,      •  •  • ,     ci 2,  b>,  c-2,      .  .  . ,     n,i,  bn,  On,      ... 

les  valeurs  correspondantes  de  a,  b,  c,  ....  Aux  n  valeurs  de  /.  répon- 
dront les  systèmes  d'intégrales  simples 

(8)  £=:K,rt,e*.-r,         7j  =  Kibie*t*,         Ç  =  Klcie*ije,      ..., 

(c))  i  =  K^/oe7--'',         7j  =  K2fr2e,cî-r,         Ç  =-  KoCoe**-*-,      ••-, 


10)  ç  =  K„  <7„  ey-"  '',         •/)  =  K„  6„  ey"  •'",         £  =  K  «  c«  ex«  ■*',      .... 

dont   le  nombre  sera  encore  égal   à  n,  et  dans  lesquels  les  //  coeffi- 
cients 

Ki,     K  2 ,     . .  . ,     K  // 

resteront  arbitraires.  Cela  posé,  on  vérifiera  généralement  les  équa- 
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lions  (i)  en  prenant 

|  \  —  K  i  a ,  e7-> x  4-  K2  a>  ey--r  4-  . .  .  4-  K/2  «  „  ex-  •'', 
1  7j  =  K ,  6 ,  e*i •*'  4-  K 2  ^2  e**-r  + .  -. .  4-  K«  6„  e*»  •'', 
£  —  K|  Ci  ex"r  -4-  K2  c^e***  4- ...  4-  K,,  c«<?x«  ■'", 


Ces  dernières  formules,  qui  renfermeront  n  constantes  arbitraires 

Ki,     Kj,     . .  . ,     K„, 

seront  propres  à  représenter  les  intégrales  générales  des  équations  (1); 
et,  pour  les  transformer  en  intégrales  principales,  il  suffira  d'en  tirer 
les  valeurs  de  ces  mêmes  constantes  exprimées  en  fonction  de  toutes 
les  variables 

">  ,       -,       ' ; ,       ■?  ?        .... 

On  y  parviendra  sans  peine  en  combinant  entre  elles  par  voie  d'addi- 
tion  les   formules   (11)   respectivement  multipliées   par   des  facteurs 

auxiliaires 

/.,      y.,      v,      ..., 

tellement  choisis  que  toutes  les  constantes  arbitraires  se  trouvent  éli- 
minées à  l'exception  d'une  seule.  En  effet,  si  l'on  prend  pour  /.  l'une 
des  caractéristiques 


X,,        Y.;, 


V-n, 


et  si  l'on   choisit  "X,  [jl,  y,  ...  de  manière  à  vérifier  les  équations  de 
condition 

/    XfiTi  4-  \).  b  1  4-  V  C\  4-  .  ;  .  =■  O, 

1  "Xa-î  4-  it-b»  4-  vc-2  4-. .  .  =  o, 

(■2)  j ;  ; ' 

\    7.  a,,  4-  [J.  b„  4-  V  Cn  4- .  •  .  =  Q, 

à  l'exception,   toutefois,   de  celle  qui  correspond  à  la  caractéristique 
donnée  /.,  on  tirera  des  formules  (1 1) 


i3 


11 


pj  4-  v;  4- 
par  conséquent, 

(»4)  (XS  +  U7J+VÇ+. 


KfXrt  4-  y. 6  4- 


vc 


<-c  =  K(  la  4--  //  6  4-  v c  4- . . . ) 
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Si,  d'ailleurs,  on  nomme 

in,      7Jo>       ?0)       •  •  • 

les  valeurs  de 

l,     n,     'C,     ... 

correspondantes  à  x  =  o,  l'équation  (14)  entraînera  la  suivante 

(i5)  (X£  +  pi +  v£  +  .  .  .)e-™  =  ï%0  ■+-  [j.rl0  -+-  v'Ço  +.  .., 

qu'on  peut  encore  écrire  ainsi 


u 


(16)  U+'^  +  Tï  +  ...      0-^=40  +  '=-'730 


x"  '   xs  '  •"•  '°  '  X  iU     X 


0 


et  dans  laquelle  les  rapports 


y.        y 

—  •  —  «  •    •    • 

X       X 

se  trouveront,  en  général,  complètement  déterminés  pour  chaque  va- 
leur déterminée  de  la  caractéristique  /..  Enfin,  en  attribuant  sucessi- 
vement  à  -/.  les  diverses  valeurs 

on  déduira  successivement  de  la  formule  (i5)  ou  (16)  />  intégrales 
principales  des  équations  (i). 

Au  reste,  pour  arriver  directement  à  la  formule  (i5),  il  suffit  de 
combiner  entre  elles  par  voie  d'addition  les  équations  (i)  respectivement 
multipliées  par  des  facteurs  constants 

X,     [j.,     v,      ..., 

choisis  de  manière  que  la  fonction  linéaire  de  E,  r,,  '(.  ...  représentée 

par  le  polynôme 

XX  +  a  Y  -+-  vZ-f-.  . . 

devienne  proportionnelle  à  la  somme 

X;  -+-  [J:r\  -+-  vX>  H?  ■  ■  •  » 

et  par  conséquent  de  manière  que  l'on  ait 

,     ,  XX  +  uY  +  vZ  +. . . 

I    7  STy T. —     H, 
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y.  désignant  un  rapport  constant.  Alors,  en  effet,  on  tirera  des  équa- 
tions (1) 

(18)  -^ —j-x -je(XÇ  +  pj  +  vÇ  +  ...)  =  o, 

puis,  en  multipliant  chaque  terme  par  e  yr,  et  posant  pour  abréger 

(19)  S  =  (^  +  pyi-t-v^  +  ...)e-x-r, 
on  réduira  la  formule  (18)  à 

Or,  en  nommant  S0  ce  que  devient  S  pour  u~  =  o,  de  sorte  qu'on  ait 

(21)  S0  =  /.;„  +  pîo  +  vÇo  H-  •  •  • , 

et  intégrant  l'équation  (20),  on  obtiendra  la  formule 

(22)  S=S0, 

qui  coïncide  avec  l'équation  (  i5). 

Les  deux  méthodes  que  nous  venons  d'appliquer  à  la  recherche  des 
intégrales  principales  d'un  système  d'équations  linéaires  sont  connues 
depuis  longtemps.  Mais  il  était  nécessaire  de  les  rappeler  en  peu  de 
mots  pour  faciliter  l'intelligence  de  plusieurs  propositions  remar- 
quables que  nous  allons  établir. 

Supposons  maintenant  que,  du  côté  des  x  positives  et  dans  le  voi- 
sinage du  plan  fixe  donné,  les  équations  différentielles  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  variables  principales 

changent  de  forme  et  deviennent 

(*3>     S=x+**  Ê=Y+-7-  !=z+£ 

»X-,  $,  %,  . . .  désignant  des  fonctions  linéaires  de  l,  y),  'Ç,  ...  dont  cha- 
cune se  compose  de  termes  respectivement  égaux  aux  produits  de  ç, 
T,,  C  ...  par  des  facteurs  qui  ne  soient  plus  constants,  mais  qui  va- 
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rient  avec  x,  et  s'évanouissent  sensiblement  à  une  distance  finie  du 
plan  fixe,  par  exemple,  quand  a?  surpasse  la  distance  très  petite  i.  En 
supposant  les  facteurs  auxiliaires 

1,     •;.,     v,      ... 

choisis  comme  il  a  été  dit  ci-dessus,  et  faisant  pour  abréger 

( 24  )  S  =  [lX+  /xJT  +  v.o  +  . .  . )  e-™, 

on  déduira  des  équations  (23),  non  plus  la  formule  (20),  mais  la  sui- 
vante 

Par  suite,  pour  que  l'intégrale  principale  (iG)  ou  (22)  continue  de  sub- 
sister quand  on  aura  égard  au  changement  de  forme  des  équations  diffé- 
rentielles auxquelles  doivent  satisfaire  les  valeurs  réelles  de  E,  r,,  '(,  ..., 
il  sera  nécessaire,  conformément  au  principe  fondamental  exposé  dans 
le  §  I  :  i°  que  l'intégrale 

§  dx  =  /     [IX  H-  ug  +  v%  -4- . . .)  er™  dx 

puisse  être  réduite  sans  erreur  sensible  à  l'intégrale  définie  singulière 

(27)  !    Sdx; 

20  que  le  produit 

(28)  eS 

soit  très  petit  par  rapporta  S0.  D'autre  part,  si  l'on  substitue  les  valeurs 
générales  de  rç.,  g",  3b,  ...  dans  la  somme 

lX>  H-  p^f  +  v3b  -h- , 

on  verra  cette  somme  se  réduire,  aussi  bien  que  rv;,  -T,  5b,  ...,  à  des 
fonctions  linéaires  de  ;,  r,,  'C On  aura  donc 

(29)  X3C  +  ftgp  +  v3&+...==L$H-M7j+NÇ  +  ...,      . 
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L,  M,  N,  ...  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  .r,  qui  renferme- 
ront d'ailleurs  les  facteurs  auxiliaires  1,  u,  v,  ...  et  qui  s'évanouiront 
sensiblement  à  une  distance  finie  du  plan  fixe.  Donc  les  intégrales  (26) 
et  (27)  seront  de  la  forme 


f'iU 


3o )  f L£  +  Mvj 4-  NÇ  + . . . )  e~™  tlx, 


3i)  (LH  +  Mtj  4- NÇ +  ...)«-**<**. 


X 


Les  deux  conditions  ci-dessus  énoncées  pourront  être  ou  n'être  pas 
remplies,  du  côté  des  x  positives,  pour  une  ou  plusieurs  des  n  valeurs 
de  la  caractéristique  -/.,  suivant  que  les  variables  principales,  mesurées 
de  ce  côté  à  une  distance  finie  du  plan  fixe,  renfermeront  dans  leur 
expression  un  plus  ou  moins  grand  nombre  de  valeurs  de  -/.,  c'est-à-dire 
suivant  que  les  valeurs  attribuées  aux  variables  principales,  pour  une 
valeur  finie  et  positive  de  x,  contiendront  plus  ou  moins  de  termes  du 
genre  de  ceux  que  présentent  les  seconds  membres  des  formules  (11), 
quand  aucune  des  constantes  arbitraires  K,,  IL,  . . .,  Ktt  ne  s'évanouit. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  valeurs  attribuées  aux  variables 
principales,  à  une  distance  finie  du  plan  fixe  et  du  côté  des  «r  positives, 
soient  celles  que  fournit  un  système  d'intégrales  simples,  par  exemple, 
le  système  des  équations  (8).  Quand  on  voudra  savoir  si,  pour  une  va- 
leur donnée  de  a,  la  première  condition  est  ou  n'est  pas  remplie,  c'est- 
à-dire,  si  l'intégrale  (3o)  est  sensiblement  réductible  ou  non  à  l'inté- 
grale (3i),  on  devra  porter  son  attention  sur  la  valeur  qu'acquiert  le 
produit 

(32)  (L£-+-Mïi+NÇ  +  ...)«"xr. 

dans  le  cas  où  x  devient  supérieur  à  s.  Or,  dans  ce  cas,  les  valeurs  de 
;,  y),  'C  ...  étant  très  peu  différentes,  en  vertu  de  l'hypothèse  admise, 
de  celles  que  fournit  le  système  des  formules  (8),  le  produit  (32)  se 
réduira  sensiblement  à 

(33)  •  (A,L  +  BlM  +  C,.NH-...)e(*'-'-^; 
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et,  puisque  les  fonctions  de  x  représentées  par 

L,     M,     N,     ... 

s'évanouissent  sensiblement  pour  des  valeurs  finies  de  x,  il  est  aisé 
de  voir  que  la  première  condition  sera  remplie,  du  côté  des  x  posi- 
tives, si  le  coefficient  de  x  dans  l'exponentielle 

£..(7.1-7.).  C 

offre  une  partie  réelle  négative,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  la 
partie  réelle  de  la  caractéristique  x.  est  supérieure  à  la  partie  réelle  de 
la  caractéristique  x.,.  11  y  a  plus  :  si  ces  deux  parties  réelles  seul 
égales,  la  première  condition  sera  généralement  remplie,  pourvu,  du 
moins,  que  les  intégrales 

/     L  dx,      /     M  dx,      I     N  (/x,     . . . 

«    0  'o  "  0 

conservent  de  très  petites  valeurs  quand  x  vient  à  croître;  ce  qui 
aura  lieu,  par  exemple,  si  des  valeurs  finies  ou  très  considérables  de  x 
réduisent  sensiblement  à  zéro,  non  seulement  les  fonctions 

L,     M,     N,     ..., 

mais  encore  les  produits  de  ces  fonctions  par  une  puissance  de  a;  dont 
l'exposant  surpasse  de  très  peu  l'unité.  Ainsi,  en  résumé,  la  première 
condition  se  trouvera  ordinairement  remplie  pour  toutes  les  valeurs  de 
la  caractéristique  x,  qui  offriront  une  partie  réelle  supérieure  à  la  partie 
réelle  de  x.,.  Quanta  la  seconde  condition,  il  est  facile  de  s'assurer 
qu'elle  sera  remplie  si  les  valeurs  des  intégrales 


Jr\  '<■  rt  -  r>1 

L  dx,       I    M  dx,       j    N  dx, 
0  «-  o  *-  0 


sont  très  petites  relativement  aux  valeurs  des  facteurs  auxiliaires 

1,     \i.,     v,     .... 

D'ailleurs  chacune  des  expressions 

L,     M,     N,     ... 
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représente  la  somme  des  produits  des  facteurs  auxiliaires  par  les  coef- 
ficients successifs  de  l'une  des  variables  principales  dans  les  fonctions 
linéaires  désignées  par 

Donc,  pour  que  la  seconde  condition  soit  remplie,  il  suffira  généralement 
que  les  produits  de  ces  derniers  coefficients  par  t  restent  très  petits. 
De  ce  qu'on  vient  de  dire  il  résulte  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  la 
caractéristique  jt  qui  satisferont  à  la  première  condition,  la  seconde  con- 
dition se  vérifiera  généralement  si  elle  se  vérifie  pour  une  seule  de  ces 
valeurs.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi,  et  nommons  m  le  nombre  des 
valeurs  de  •/.  qui  offrent  une  partie  réelle  égale  ou  supérieure  à  la  partie 
réelle  de  /.,  ;  m  représentera  le  nombre  des  intégrales  principales,  c'est- 
à-dire  des  intégrales  de  la  forme  (i4)>  qui  continueront  de  subsister 
quand  on  aura  égard  au  changement  de  forme  des  équations  différen- 
tielles dans  le  voisinage  du  plan  fixe.  D'ailleurs,  comme,  pour  une  va- 
leur finie  et  positive  de  œ,  les  valeurs  de  l,  r,  '(,  ...  que  fournissent 
les  équations  (8)  doivent  vérifier  chacune  des  intégrales  comprises  dans 
la  formule  (i4)>  sans  réduire  à  zéro  la  somme 

la-\-  [xb  +  vc  + . . ., 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  l'on  n'ait 

(34)  K  =  o 

ou 


;.35) 


y-\ 


il  est  clair  que,  si  *,  est  une  racine  simple  de  l'équation  (4),  les  inté- 
grales principales  comprises  dans  la  formule  (i4)»  étant  jointes  aux 
formules  (8),  entraîneront  les  conditions 


(36) 


K2^o, 


K3 


K„ 


o. 


Réciproquement  ces  dernières  conditions,  jointes  aux  intégrales  prin- 
cipales que  comprend  la  formule  (i4")>  ou  bien  encore,  au  système  des 
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formules  (i  i)  qui  peut  remplacer,  si  l'on  veut,  le  système  de  ces  inté- 
grales principales,  entraîneront  immédiatement  les  équations  (8). 
Soient  maintenant 

h,  •/)£,   Ki, 

les  valeurs  de 

l,       Yl,       'C,        ... 

déterminées  par  les  formules  (8),  quand  on  a  égard  au  changement  de 
forme  des  équations  différentielles  données  dans  le  voisinage  du  plan 
fixe,  et  entre  les  limites  oc  =  o,  ac=  e.  L'intégrale  principale  que  repré- 
sente la  formule  (i4)>  quand  on  y  pose  /.  =  *.,,  K  =  K,,  continuera  de 
subsister  lorsqu'on  y  remplacera 

l,    m,    'C,     ••• 
pa  r 

s?»    -/îï>     Cî>     •  •  •  > 

et  l'on  pourra  en  dire  autant  de  chacune  des  intégrales  principales  que 
représentera  la  formule  (i4)>  jointe  à  la  formule  (34),  quand  on  pren- 
dra pour  /.,  non  plus  l'une  quelconque  des  caractéristiques 

mais  seulement  l'une  de  celles  dont  les  parties  réelles  sont  égales  ou 
supérieures  à  la  partie  réelle  de  /.,.  Nommons 

ces  dernières  caractéristiques  dont  le  nombre  sera  m.  Les  intégrales 
principales,  qui  continueront  de  subsister,  formeront  un  système  équi- 
valent à  celui  des  équations  produites  par  l'élimination  des  constantes 
arbitraires 

entre  les  formules  (i  i)  jointes,  non  plus  aux  formules  (36),  mais  seu- 
lement aux  suivantes 

(37)  K2  =  o,         K;i  =  o,      ...,         k„,  =  o. 
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Donc,  pour  obtenir  les  relations  établies  entre  les  variables 

Çe>      "/];,      Çz,       ... 

par  celles  des  intégrales  principales  qui  continueront  de  subsister,  il 
su  dira  d'éliminer  les  constantes  arbitraires 


K 


m+ty       ft/«-t-2> 


K„ 


entre  les  formules 


38 


)  yjs==K,  b{  e*'*  +  Km+l  bm+l  eWi*  -h  . 
i  ;:  =  Kid  ex>-r4-  Km+,  c 


m+\ 


QY.m+iX  _|_ 


K„rt„e*«-*, 
Knbne*nx, 
Kncne*-x, 


D'ailleurs  de  ces  dernières,  jointes  aux  équations  (8),  on  tirera 


39! 


£s  =  \  +  K„,-h  am+)  e*-*  m  'r+...  -4-  K„  «H  e*«  r, 


L'élimination  des  constantes  arbitraires  Km+i,  . ..,  K„  rft//Y>  /c.v  for- 
mules (39)  fournira  un  système  de  m  équations  qui  pourra  remplacer  le 
système  des  m  intégrales  principales  auxquelles  devront  satisfaire  les  valeurs 
des  variables 

£e>      ^e»      £e> 

déterminées  par  le  système  des  équations  différentielles 

pour  des  valeurs  finies  et  positives  de  x  comprises  entre  les  limites  x  =  o, 
.x==  ;.  On  ne  devra  pas  oublier  que,  dans  les  formules  (3q), 

-,        h,        -,        ... 

sont  des  fonctions  déterminées  de  x  dont  les  valeurs  sont  données  par 
les  équations  (8).  Au  reste,  l'élimination  des  constantes  arbitraires 
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entre  les  formules  (3q)  revient  à  l'élimination  des  exponentielles 

e*.m+ix}      .  .  . ,     ev-"v 
entre  ces  formules,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  suivantes 

l  %z  =  £  +  A7W+le*'»+.J?  +  .  .  .-hAne^n*, 

■41)  / 

'  £e  =  Ç  -h  Cm+i  e'-»  1*  + . . .  +  Cn  e*»  ■*, 


A|,B|,C|,     Ao,  Bo,  (]2,     ...,     Ab,  Bfl,  Cb 
étant  les  valeurs  de  A,  B,  C,  ...  qui  correspondent  aux  valeurs 

de  la  caractéristique  /.. 

Observons  encore  que  si  l'on  nomme 

Ç0>         *J0>        Cd, 

les  valeurs  de 

£e,     yjï)    ?£» 

correspondantes  à  a?=o,  ces  valeurs  de  Ee,  vje,  '4,  •••  et  les  valeurs 
correspondantes  de  Ë,  r>,  £,  ...  seront  liées  entre  elles  par  /«  équations 
que  l'on  pourra  déduire  immédiatement  des  formules 


.4^) 


£0  --  \  +  «»*+i  K,„+1  h-  . . .  -t-  rtH  K„, 
■/îo  =  "/j  4-  A//,+  i  Km+)  -1- . . .  +  £>bK,i, 

^0   ==   ^   +   C//,+  |    K/;,+  |    -\~  .    .    .  ~\-   C 11  1%.,,, 


par  l'élimination  des  constantes  arbitraires  KTO+I,  . . .,  K„. 
Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  implicitement  supposé  que  les  racines 


Hi,       X->, 


de  l'équation  (4)  étaient  distinctes  les  unes  des  autres.  Pour  trouver  les 
modifications  que  doivent  subir  les  diverses  formules,  dans  les  cas  où 
plusieurs  de  ces  racines  deviennent  égales  entre  elles,  un  moyen  fort 
simple  est  d'attribuer  à  quelques-uns  des  coefficients  renfermés  dans 
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les  équations  différentielles  données  des  accroissements  très  petits  que 
l'on  réduit  ensuite  à  zéro;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  déduire  des 
formules  correspondantes  au  cas  des  racines  égales,  des  formules  cor- 
respondantes au  cas  où  certaines  racines  diffèrent  très  peu  les  unes  des 
autres.  En  opérant  de  cette  manière,  on  reconnaîtra,  par  exemple,  que 
si  l'on  suppose,  dans  la  formule  (19),  les  facteurs  auxiliaires  1,  ;/.,  v,  . . . 
exprimés  en  fonction  de  x,,  et  si  d'ailleurs  on  prend  pour  x.  nue  racine 
double,  triple,  quadruple  de  la  formule  (4),  on  devra,  pour  cette  valeur 
de  /.,  joindre  à  l'équation  (22)  la  dérivée  du  premier  ordre,  ou  les  dé- 
rivées du  premier  et  du  second  ordre,  ou  les  dérivées  du  premier,  du 
second  et  du  troisième  ordre,  ...  de  cette  même  équation  différentiée 
une  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  «à  x.. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  qui  précèdent,  supposons 
d'abord  que  le  nombre  m  des  valeurs  dex,  dont  les  parties  réelles  sont 
égales  ou  supérieures  à  la  partie  réelle  de  x.,,  devienne  précisément 
égal  à  n,  en  sorte  que  la  première  condition  se  trouve  remplie  pour 
toutes  les  racines  de  l'équation  (4).  Alors  les  seconds  membres  des 
formules  (3q)  ou  (40  se  réduiront  à  zéro,  et  ces  formules  donneront 
simplement 

(  {3 )  £E  —  l  ==  o,        yiz  —  yi  =  o,         ££  —  Ç  =  o,     .... 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'une  seule  des  valeurs  de  x.,  savoir  x.„, 
offre  une  partie  réelle  inférieure  à  la  partie  réelle  de  x.,.  Alors  les  for- 
mules (40  donneront 

(44)    &— £  =  A„ «*■•*,        ïjs  — >j  =  B«e*~*,        &  —  ç  =  G.  «*«■*,     ...,] 
et,  par  suite, 


;45 


> 


h.  —  I        r,  1  —  Yi        tz—'Ç 


An  ïi,i  (_,// 

ou,  ee  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  formule  (5), 
(46)  ^~^  =  ?e~7?  =  ge-~g=.... 

Un  b„  cn 
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On  pourrait  aussi  déduire  immédiatement  cette  dernière  équation  des 
formules  (39). 

Si  maintenant  l'on  attribue  à  la  variable  indépendante  x  une  valeur 
nulle,  les  valeurs  correspondantes  de  ç,  y-,  '£,  ...,  en  vertu  des  for- 
mules (44)»  (4^),  etc.,  vérifieront  :  i°,  quand  on  aura  ??i  =  n,  les 
n  équations  de  condition 


r.  —  r«  =  o. 


0 


(|7)  l  —  la  —  o,  yj  —  r,0 

OU 

(48)  £  =  £0,  r/=-/î0,  ?  ~  Ko,      •■    î 

20,  quand  on  aura  m  =  n--  1,  les  /?  —  1  équations  de  condition  com- 
prises dans  la  formule 

(49)  -xr=-B7"=-âr=-- • 

- 

que  l'on  pourra  réduire  à 
(5o) 


£  — £0  __  *j  —  >jo  __  £  —  £0 


ct/i  t///  f// 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  donc  ici  comment  la  méthode  exposée  fournit 
généralement  les  équations  de  condition  relatives  au  plan  fixe  que  l'on 
considère  et  qui  répond  par  hypothèse  à  une  valeur  nulle  de  la  coor- 
donnée or.  Dans  d'autres  articles  nous  indiquerons  quelques  procédés 
à  l'aide  desquels  on  peut  souvent  simplifier  la  recherche  de  ces  équa- 
tions de  condition,  surtout  dans  le  cas  où,  les  équations  différentielles 
données  étant  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  on  veut  se  dispenser 
de  les  réduire  au  premier  ordre;  et  nous  montrerons  aussi  avec  quelle 
facilité  on  déduit  des  formules  précédentes  les  lois  de  divers  phéno- 
mènes, particulièrement  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la 
lumière  à  la  surface  des  corps  transparents  ou  opaques,  isophanes  ou 
non  isophanes. 
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35. 

G.  R.,  t.  VIII,  p.  459  (ier  avril  183g).  —  Suite. 

§  III.  -■  Application  du  principe  fondamental  à  un  système  a" équations 
différentielles  linéaires  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé. 

La  variable  indépendante  x  étant  toujours  censée  représenter  une 
coordonnée  perpendiculaire  à  un  plan  fixe,  supposons  que  les  variables 

principales 

'£,    n,    'ç, 

soient  déterminées  en  fonction  de  x  par  un  système  d'équations  diffé- 
rentielles linéaires  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé,  chacun 
des  termes  que  renferment  ces  équations  étant  le  produit  d'un  coeffi- 
cient constant  par  l'une  des  variables  principales  ou  par  l'une  de  leurs 
dérivées.  Un  moyen  fort  simple  de  satisfaire  simultanément  à  toutes 
les  équations  données  sera  de  supposer  les  variables  principales 

t ,      'Ci ,       Ç ,       ... 

toutes  proportionnelles  à  une  même  exponentielle  népérienne,  dont 
l'exposant  serait  le  produit  de  la  coordonnée  x  par  un  facteur  con- 
stant /.,  et  de  prendre  en  conséquence 

(  1  )  \  =  A e*-r,         •/)  =  B e™,         'C  —  C é**,         . .  .  , 

/.,  A,  B,  C,  . . .  étant  des  constantes  propres  à  vérifier  le  système  des 
formules 

.1,  =  O,  111,  =  o,  ©  =  o, 

qu'on  obtiendra  en  substituant,  dans  les  équations  différentielles  don- 
nées, aux  variables  principales 

Ç>       flj       £>        •  •  •  > 

les  facteurs 

A,     B,     C,     . . .  , 
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et  aux  diverses  dérivées  de  ces  variables,  c'est-à-dire  aux  expressions 


d\        cP\ 
dx       dx- 

dn 
dx 

dr-n 

■             *           •   • 

dx- 

d'C 
dx 

dK 

dx'1 

es  divers  produits 

■ 

y.  A,    k-A, 

...,     *B, 

x*-B,     .. 

. ,     xC, 

v2P 

résultants  de  la  multiplication  des  facteurs  A,  B,  C,  ...  par  les  puis- 
sances de  /.  dont  les  degrés  sont  égaux  au  nombre  des  différentiations 
effectuées.  Les  équations  (2)  étant  évidemment  linéaires  par  rapport 
aux  facteurs  A,  B,  C,  ...,  si  l'on  met  de  côté  la  première  de' ces  équa- 
tions, les  suivantes  pourront  être,  en  général,  remplacées  par  une 
seule  de  la  forme 

(3)  ^=?  =  -C=..., 

v    '  abc 

a,  b,  c,  ...  désignant  des  fonctions  entières  de  x;  et,  en  éliminant 
A,  B,  C,  ...  de  la  première  des  équations  (2)  à  l'aide  de  la  formule  (3), 
on  obtiendra  une  équation  nouvelle 

(4)  DC  =  o, 

dont  le  degré  relatif  à  x  sera  généralement  égal  au  nombre  entier  // 
qui  représentera  la  somme  des  ordres  des  dérivées  les  plus  élevées  de 
E,  -/],'(,  ...  comprises  dans  les  équations  différentielles  données.  Si 
l'on  nomme 

JC|,     X2,      . . . ,      y-n 
les  n  racines  de  l'équation  (4)  résolue  par  rapport  à  x,  et 

Ai,     B|,     L|,      •••,     Ao,     B2,     to,      •••,     A/i,      "//,     Lu,      . .  . 

les  valeurs  correspondantes  de  A,  B,  C,  ...,  les  équations  différentielles 
données  admettront  les  systèmes  d'intégrales  simples 

(5)  £  =  A,e*<-*',         /]  =B,e*-*,         Ç=C1e"'^         ..., 
(G)               l  =  A,  e***,         n  =  B.  e*>-  ■<',         Ç  =  C2  e^-'\ 


7)  £=A«e*«*         y^Bnew,        Ç.=  Cnc*»*, 
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et  les  intégrales  générales  de  ces  équations  différentielles  pourront  être 
présentées  sous  la  forme 

l  =  A ,  e*'  *  -+-  A2  ex*  ■*  +  ...  +  An  e*«  r , 
y]  =  B,  e*>  ■*  +  B2  e**-*  + . .  .  -+-  B„  <?*«  ■*, 
Ç  =  C ,  eXl x  +  C2  e*»*  +  .  .  .  +  C„  e*«  -r, 


Seulement,  pour  retrouver  toutes  les  intégrales  qu'on  aurait  obtenues, 
si  l'on  avait  commencé  par  réduire  au  premier  ordre  les  équations 
différentielles  données  en  représentant  par  de  nouvelles  lettres  une  ou 
plusieurs  dérivées  de  chaque  variable  principale,  on  devra  joindre  aux 
formules  (5),  (6),  ...,  (7)  ou  (8)  leurs  dérivées  de  divers  ordres.  Ainsi, 
par  exemple,  si  les  équations  différentielles  données  sont  du  second 
ordre  par  rapport  à  chacune  des  variables  principales  E,  n,  *C,  . . .,  c'est- 
à-dire,  si  elles  renferment  avec  ces  variables,  non  plus  seulement  leurs 
dérivées  du  premier  ordre, 

d%       th_      cK 

dx       dx       dx 

mais  encore  leurs  dérivées  du  second  ordre 

d*  \      dH       d\'C 
dx-       dx2       dx'2 

alors,  en  posant 

,    .  dt  df]  d'Q 

^  3£  =  ?'  dx=*>  dx-  =  '^>  ••■' 

on  devra,  aux  intégrales  particulières  représentées  par  les  équations  (b), 
joindre  les  formules 

(10)         cp  =  Ai-*té*iX,        x  =  B|Zi  ^y,r;        <\>  =  CizteyiiX,         ■■-, 

et,  aux  intégrales  générales  représentées  par  les  équations  (8),  joindre 

les  formules 

9  =  Aljt1e*1-r4-  A2Y.2e**v-h.  .  .-+■  A« xn e*» x, 

■  y  =  B4  Ki  e** x  -4-  B2  x-,  e*> ■*-+-...  -4-  B„  xA  ex" -r, 

1  1  j  /  '- 

ip  =  C<  jc(  e*'  *  +  C2  x.o  <?**-*  +  .  .  .  +  C  J^  e**  ■*, 
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quelconque,  mais  sensible  seulement  dans  le  voisinage  de  l'origine,  au 
cas  que  nous  venons  de  traiter. 
Lorsqu'on  suppose 

a^=b=ic,         d  =  e  =f=  o, 

on  a  par  suite 

a  =  b  —  c,         d  =  e  =  f  =  o, 

et  l'équation  (9),  réduite  à 

(i5)  **=*(&  + y*+ s*), 

représente,  non  plus  un  ellipsoïde,  mais  une  sphère,  lorsqu'on  attribue 
à  ï  une  valeur  constante.  Alors,  par  suite,  les  ondes  ellipsoïdales  se 
réduisent  à  des  ondes  sphériques, 

Dans  un  prochain  Article  je  montrerai  comment  la  formule  (12) 
fournit  les  lois  de  la  propagation  des  ondes  sphériques  ou  ellipsoïdales 
dans  les  milieux  élastiques. 


130. 

Calcul  intégral.  —  Mémoire  sur  l'emploi  de  la  transformation  des  coor- 
données pour  la  détermination  et  la  réduction  des  intégrales  définies 

multiples. 

C.  R.,  t.  XIII,  p.  33  (12  juillet  1841  ». 

Dans  un  Article  que  renferme  la  49e  livraison  des  Exercices  de  Ma- 
thématiques ('  ),  j'ai  fait  voir  que  le  passage  d'un  système  de  coordonnées 
à  un  autre  fournit  le  moyen  d'établir  quelques  formules  dignes  de 
remarque,  qui  servent  à  la  transformation  ou  à  la  réduction  de  cer- 
taines intégrales  définies  simples  ou  doubles,  et  qui  comprennent, 
comme  cas  particulier,  une  formule  donnée,  en  1819,  par  M.  Poisson. 

1  l  )  Œuvres  de  Caucliv,  Série  11.  Tome  IX. 

OEuvres  de  C:  —  S .  I,  t.  VI .  28 
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Je  me  propose,  dans  ce  nouveau  Mémoire,  d'établir  quelques  autres 
formules  du  même  genre.  Lorsqu'on  les  applique  à  la  transformation 
de  l'intégrale  quadruple  qui  représente  la  fonction  principale  propre  à 
vérifier  une  équation  caractéristique  homogène  aux  différences  par- 
tielles, on  voit  cette  intégrale  prendre  successivement  diverses  formes, 
parmi  lesquelles  se  trouvent  comprises  celles  que  M.  Blanchet  a  obte- 
nues, dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville. 

Analyse. 

^  I-'.  —  Formules  déduites  de  la  transformation  des  coordonnées 

dans  un  plan. 

Soient  r,  y  deux  variables  réelles,  el 

f(.r),     f(.r,j-) 

deux  fonctions  réelles  de  ces  variables.  Il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on 

représente  par 

a,     6,     a',     S' 

des  constantes  réelles,  on  aura,  non  seulement 

(l)  f     î(x.r)d.f  =  ~    f     f(.v)d.r, 

niais  encore 

■)        /        /      ï(y..r  +  y.'y,  c.r  -4-  §' y)  dx  dy  =.  —   f        /      i'(.v,  y)  d.r  dy, 

Il  désignant  une  quantité  positive  déterminée  parla  formule 


(3)  Q  =  \f{aS'—a'S)*. 

Supposons  maintenant  que,  dans  la  formule  (2),  on  remplace  les 
variables  x,  y,  considérées  comme  représentant  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  des  coordonnées  polaires  /',  p,  à  l'aide  des  formules 

connues 

,r  =  /•  cosp,         y—-rs'mj), 
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que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit 

x  =  ar,        y  =  vr, 
en  posant,  pour  abréger, 

(4)  u  =  cosp,         t'  =  sin//; 

on  trouvera 

/      f[(a«  -H  a'e)''>  (&u-\-&ç)r]rdpdr  =  r>  f        /     [\itr,vr)rd/>d/\ 

Si  d'ailleurs,  en  supposant 

i  =  \Jx*  H-  j'2 , 

on  fait,  dans  la  formule  (5), 

alors,  en  ayant  égard  à  l'équation 

Jre~rdr=.\, 
0 

et  posant,  pour  abréger, 

(6)  0  =  [(«m  +  a'O2  +  (€■«  +  6V)2]2, 
on  tirera  de  la  formule  (5) 

(7)  Jo      /(— 0— '  — 0— J^^ïïJo      /("'">*■ 
Si  l'on  supposait  les  coefficients 

y.,     a';     6,     6' 

assujettis  à  vérifier  les  conditions 

(8)  a2-+-62  =  i,         a'2+6'«  =  i,         aa'4-66'=o, 

on  aurait,  par  suite, 

Q  —  i ,  0  =  i  ; 
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et  la  formule  (7)  se  trouverait  réduite  à 

„27T  .-.211 


(9) 


/      /(««  +  aV,  6a  +  6'p)rfJp=g  I      f(u,v)dp 


§  II.  —   Formules  déduites  de  la  transformation  des  coordonnées 

dans  V espace. 

Soient 

x,     v,     z 

trois  variables  réelles, 

IV,  .V,  g) 

une  fonction  réelle  de  ces  variables,  et 

y.     y  ,     y  ;     o,     o  ,     6  ;     y,     y',     y 

neuf  constantes  réelles.  11  est  aisé  de  s'assurer  que,  si  l'on  pose 


(  1  )  il  =  y :{yo  y        2c" y '-4-  a' 6" y  --  a' gy"+  a" 6/—  a" g' y )*- , 

on  aura 

/ 1  oit         ,-»  ao         •-»  06 

il  (V  J'  -+-  <*'j  +  *"~>  ë«  -4-  ê'y  +  ê"-s,  y  #  +  y'/  ■+•  y"-)  cfcc  û[k  ^ 

/      /     f(x,y,z)dxdydz. 

—  X    J  —   00  J  —  00 


(2) 


Supposons  maintenant  que,  dans  cette  dernière  formule,  on  rem- 
place les  variables 

*,   y,   &> 

considérées  comme  représentant  des  coordonnées  rectangulaires,  par 

des  coordonnées  polaires 

P,    g,    r, 

à  l'aide  des  formules  connues 

x-=.r  cosp,        p  —  rsinpcosq,         r  =  rsinpsinq, 
que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit 

x  =r  ur,         y  =  vr,         z  =  wr, 
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en  posant,  pour  abréger, 

(3)  u  —  cosp,        v  =z  sinp  cosg,         w  =  sin/>  sin^. 

On  trouvera 
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,27t  y-,71 


(4) 


I      /     f[(awH-a'e-+-aV)r,  (6 m  +  6V  +  ê"w) r,  (yu  +  y'v  -hy"w)r]dq dpdr 


,27t    „n 


Si  d'ailleurs,  en  supposant 


v  —  v/j?2  +  y*  h-  52 . 

on  fait,  dans  la  formule  (4), 

alors,  en  ayant  égard  à  l'équation 

-  f    r*e~rdr  =  i, 

et  posant,  pour  abréger, 

(5)  8  =  [(a«-+-aV-+-  a"(c)2  +  (ê«  +  ê^'  4-  S'V)2  -+-  (yu  ■+-/»»  +y'w)*]^, 

on  tirera  de  la  formule  (4) 


(6) 


JÇ      Ç       / oc  u  ~±- a' v -h  a" w    6M  +  6V  +  6"ir     y«-t-yV  +  y"tv\  sin/?  dq  dp 
0      J0    J\  ~®~  ~®~  ^~  ^^ 

'       =  r>  /       /    ./'(",  »•,»»')  sin/>. 


c/y  dp. 


Si  l'on  supposait  les  coefficients 

f  fi  &  f>!  Pli .  I  " 

a,     a,     a';     o,     o,      6;     y,     y',     y 

assujettis  à  vérifier  les  conditions 


(7) 


(a2    -+-S2    +  y2    =i,         *'2    +6'-     -y1    -'•         K',2+grf2+y*î=:î, 


ocV-H  6' 6"+  y'y"=  o,         a"  a  +  S"5  +  y" y  =  o, 


aa'4- 66'+ y/=o, 
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on  aurait,  par  suite, 

et  la  formule  (5)  se  trouverait  réduite  à 


,2TT      ,-,-K 


(8) 


1     /        /  f(a a  -+-  a'v  -\-  a"w,  Sa  -+-  6V  +  B"w,  y  u  -+-  y'e  -f-  y"w)  s'm  pdq  dp 

I 

f       =  /  /     f(u,v,w)  sinpdq  dp. 

"0  «-'0 


Si  les  trois  dernières  des  conditions  (7)  étaient  seules  remplies, 
alors,  en  posant 

(9)  p  — (a2  +  62  +  ys)%         p'=(a'24-ê'2  +  /2)^,         p'=(a»«-4- 6»«-|-/«)*, 

on  trouverait 

(10)  <2:=pp'p",         0  =  (p2«2  +  p'2r2  +  p"2^2)i 

Lorsque,  dans  la  formule  (8),  on   suppose  la  fonction  f{x,y,z) 
réduite  à  une  fonction  f{x)  de  la  seule  variable  x,  on  a  simplement 

f21î      ,.7T 
/     /(a  cos/?  +  a'sinp  cosq  4-  a''sin/>  sin^)  sinp  dq  dp 

(II) 


=.  2Tl  f     f(cosp)  sinp  dp, 


c'est-à-dire  que  l'on  se  trouve  ramené  à  la  formule  donnée  par  M.  Pois- 
son, en  1 8 1 9 . 

Si,  dans  l'équation  (6),  on  pose 

«:»')  =  ($)'/({)> 

les  valeurs  de  x,  <£,  ^  étant 

I 
$  =  /*,r  4-  /c  )■  4-  Iz,  ^  =  (ax*  4-  />  y2  4-  c;2  4-  2^/75  -+-  lezx  4-  ifxyY, 

il  suffira,  pour  satisfaire  aux  trois  dernières  des  conditions  (7),  de 
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prendre  pour 

oc,     6,     y,     0;     oc',     6',     /,     0';     oc",     g",     y",     9" 

trois  systèmes  de  valeurs  de 

a,     6,     y,     6, 

choisis  de  manière  à  vérifier  la  formule  » 

aoc-h  f&  4-  ey         foc -h  b&  -+-  dy        eoc  4-  dS  4-  cy 

(12)  — - '-  =  - s '-  —  -  '-  =  9, 

oc  6  y 

et  correspondants  aux  trois  racines  de  l'équation  en  0,  que  l'on  obtien- 
drait en  éliminant  de  cette  formule  a,  ê,  y.  Supposons  d'ailleurs  que 

les  équations 

/  a  x  -+-  f  y  4-  e  z  =  x, 

(i3)  ',  fx  +  by  +  dz  =  y, 

'   e  x  4-  dj  4-  c  .s  =  z, 

étant  résolues  par  rapport  à  x,  donnent 

!j;--ax  +  fy  +  ez, 
y  =  f  x  +  by  h-  dz, 
^  =  ex  4-  cly  4-  cz. 

Enfin  nommons  P,  Q  ce  que  deviennent  <3?  et  ^  quand  on  y  remplace 

x,    j,     3     par     m,     v,     w, 
et  posons 

-  ^  (8  =  (abc  —  ad*- —  be2  —  cf*     +  2de/f, 

I  K  =(a/r  4-bÀ24-c/24-2dÂ/4-  2e/h  ^- 2l7ik)\ 

On  tirera  de  la  formule  (6) 

/  n  C1  *  C*  ?[\>\'è\npdq  dp  2%     fn „.„  .        s\nptù/ 

<l6)      i    i   f(Q)-V-=K^jp   f(Kc0Sf)c0Sv^v- 

Cette  dernière  équation  coïncide  avec  l'une  de  celles  que  j'ai  données 
dans  la  49e  livraison  des  Exercices  de  Mathématiques. 
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Avant  de  terminer  ce  paragraphe,  nous  citerons  encore  une  formule 
générale  à  laquelle  on  se  trouve  conduit  par  la  transformation  des 
coordonnées  rectangulaires  en  coordonnées  polaires.  Si,  dans  l'équa- 
tion connue 

Si  00  ^i  00  j-^70 

fil     I '( xt  .yi  z)  d-v  dy  dz 

L-    00   «^ 00    '-      —  » 

...  2TC       ,,U         ,oo 

=  I        II      f(ur,  vr,  wr)  r^sinp  dq  dpdr, 

>-'o       '  u     «-  o 

on  remplace 

f(x,  y,z)     par     e    s^/'f-'  -  )» 

\x    xj 


■      '    '  .2TC       „7T 


et  si  l'on  pose  d'ailleurs 


Y        v  z        tr 

(18)  V  =  —  =  —  —  tang/>  cosv,  W=  —  =  —  =  tang/>sinff, 

./■        //  '         '  x       u 


on  trouve i'a 


,?7C         .71 


„„)     r  /•  /(T,  w>  »^**_  =s  r  r/(V, w^w. 

</0       «A  COS'2/>  yC°s  V  ./_«./_„ 

Nous  avons,  dans  ce  Mémoire,  employé,  pour  la  réduction  des  inté- 
grales définies  doubles,  des  transformations  de  coordonnées  rectangu- 
laires en  d'autres  coordonnées  rectangulaires  ou  polaires.  On  obtien- 
drait de  nouvelles  réductions  du  même  genre  si  l'on  employait,  comme 
je  l'ai  fait  autrefois  dans  le  cours  de  Mécanique  de  la  Faculté  des 
Sciences,  des  coordonnées  d'une  nature  quelconque,  en  considérant 
un  point  de  l'espace  comme  déterminé  par  l'intersection  de  trois  sur- 
faces courbes,  dont  chacune  se  trouverait  représentée  en  coordonnées 
rectangulaires  par  une  équation  qui  renfermerait  un  paramètre  va- 
riable. C'est  là,  au  reste,  un  sujet  sur  lequel  je  me  propose  de  revenir 
dans  un  autre  Article. 
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ou  supérieure  à  la  partie  réelle  de  ut.  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
troisième  paragraphe,  les  différences 

h  —  l,     rn —  -n,     tz  —  'Ç,      .  ..,      (p.  —  9,     Xt  —  %,      +e  —  '},      ... 

devront  vérifier  toutes  les  équations  produites  par  l'élimination  des 
exponentielles 

e«m+i  x+vy+wz—  _  gU„x-\-vy+wz— 

entre  les  formules 

(  li  —  %  =  Aw+,  e"<»;  ..'•+'•.>-*•»'--■•-(-  ...-+-  kneu*XJrVï* wz-, 
■nz—rt  =  B,„+,  ea*+>x+vr*-wz"'-\- . . .-+-  B« e"« ■r+"/+vvz-, 
££—  £  =  C„,+  1  e*««*t*r^*-+  . .  .  +  C«  êu«XJrvr+wz"\ 


IV. 


.3 


'te  —  x  =  B/«+i  «m+i  «"-,.  •'+'•.>•+"■ '-H- . .  .  +  B„  ?</ieM»-i'+"r+"'5", 


Si  aucune  des  racines  de  l'équation  (4),  résolue  par  rapport  à  //, 
n'offre  une  partie  réelle  inférieure  à  la  partie  réelle  de  un  on  aura 
m  =  n,  et  alors  les  formules  (12),  (i3),  ...,  dont  les  seconds  membres 
se  réduiront  à  zéro,  donneront 

(»4)    U=%    nt  =  rit    Kz  —  K,     •■-,    <pe==<p,    Xs  =  X>    +e  =  4»     ••    • 

Si  une  seule  des  racines  de  l'équation  (4),  savoir  //.„,  offre  une  partie 
réelle  inférieure  à  celle  de  //,,  on  tirera  des  formules  (12),  (i3),  . . . 


i.5 


h.  —  ç  _  -fit  —  y;  __  'Çz  —  K  _       _  ?e—  9  _  •/£  —  x  _  4^  ~  ^ 
An  Jj//  (i«  U/iA/t  11  h  "n  H/i^n 

Soient  d'ailleurs 

to>        'flo,         Cl),         ■    •   •>         9°»        '/"'         Tn'  '   "  ' 

ce  que  deviennent 

çz,      m,      Çz,       ••-,      »e,      /e,      +s»       '•• 

sur  le  plan  fixe  donné,  c'est-à-dire  lorsqu'on  pose  ^  =  0.  En  vertu  des 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  IV.  29 
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formules  (i/j),  (i5),  . . .,  les  valeurs  des  variables 

l,    n,    'C,     ...,    9,    -/,    ^,     ... 

que  déterminent  les  formules  (5),  (10),  ...,  e'est-à-dire  leurs  valeurs 
calculées  comme  si,  dans  le  voisinage  du  plan  fixe,  les  équations  li- 
néaires données  ne  changeaient  pas  de  forme,  devront,  pour  a—o, 
satisfaire»  si  l'on  a  m  =  n,  aux  conditions 

(16)  £  =  £(>,  /î=ï;o,  £  =  £o,  •  • -,  9~o0,  z  =  Xo,  ^  =  ^0,  •••. 
si  l'on  a  m  =  n—  i,  aux  conditions 

,     .     £  ~  £»  _  yi  —  flo  _     £—  Co  .  _  9  —  90  _  _  •/  —  y  a  _  '\>  —  ^0  _ 

A,,  B„  C„  k«A«  "/,  B„  «„C„ 

Si  les  valeurs  des  variables  principales  ç,  y,,  '(,  ...,  mesurées  du 
côté  des  ,r  positives  et  à  une  distance  finie  du  plan  fixe,  n'étaient  plus 
celles  que  déterminent  les  formules  (5),  mais  les  sommes  de  celles 
que  déterminent  plusieurs  formules  (5),  (6),  ...,  (7),  et  renfermaient 
en  conséquence  dans  leur  expression  plusieurs  des  exponentielles 

par  exemple 

pUkX+vy+-wz—        pU/x+VY+wz— 

alors,  en  nommant  toujours 

2Ui      'rit,      'Ci,       •  •  •  ,       9e,      /:,      +e, 

ce  que  deviendraient  les  valeurs  de 

H,    73,    Ç,     ...,    9,    •/,    A'     ••• 

entre  les  limites  x  =  o,  œ  —  z,  eu  égard  au  changement  de  forme  des 
équations  différentielles,  et  raisonnant  d'ailleurs  comme  ci-dessus,  on 
obtiendrait  encore,  entre  les  différences 

U—t»    «s  — ïj,    'Cz  —  Ï,     ■•-,    <?z  —  y,    y/-  —  />     <\>z  —  ty,     •  ••> 

les  équations  de  condition  produites  par  l'élimination  des  exponen- 
tielles 

gUm+l  .v+ry+u'z»  çitn  x+vy+wz— 
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entre  les  formules  ([2),  (i3),  . . .,  pourvu  que  l'on  désignât  par 

lCr>i+[ ,       .  .  .  ,       Un 

celles  des  racines  de  l'équation  (4)  dont  la  partie  réelle  serait  inférieure 
à  la  partie  réelle  de  chacune  des  racines 

Uh ,      Ul,       .... 

Alors  aussi,  parmi  les  termes  de  la  suite 


u 


m+\  > 


on  devrait  ordinairement  comprendre  la  plupart  des  racines  uh,  uh 
en  excluant  seulement  celle  dont  la  partie  réelle  serait  la  plus  petite, 
ou  du  moins  celles  dont  les  parties  réelles,  égales  entre  elles,  offriraient 
la  moindre  valeur. 

Nous  avons  ici  supposé  que  l'équation  (4)  offrait  n  racines  distinctes. 
On  passera  aisément  de  cette  hypothèse  au  cas  où  plusieurs  racines  de- 
viendraient égales,  en  commençant  par  admettre  que  ces  mêmes  ra- 
cines diffèrent  très  peu  les  unes  des  autres. 

La  méthode  et  les  formules  que  nous  venons  d'exposer  peuvent  être 
appliquées,  par  exemple,  aux  équations  linéaires  que  j'ai  données  dans 
le  Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  lumière  et  qui  représentent  les 
mouvements  infiniment  petits  d'un  système  de  molécules  sollicitées 
par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle.  Cette  application 
n'offre  aucune  difficulté  dans  le  cas  où  les  coefficients  que  renferment 
ces  équations,  ramenées  par  le  développement  des  différences  finies. 
en  vertu  du  théorème  de  Taylor,  à  la  forme  d'équations  linéaires  aux 
différences  partielles,  demeurent  constants  aune  distance  finie  du  plan 
fixe  qui  limite  le  système  donné.  Alors  on  obtient,  pour  les  molécules 
situées  dans  le  voisinage  du  plan  fixe,  des  équations  de  condition  que 
nous  développerons  dans  un  autre  Mémoire  et  qui  comprennent, 
comme  cas  particulier,  les  formules  de  Fresnel  relatives  à  la  réflexion 
et  à  la  réfraction  de  la  lumière. 
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36. 

Note  sur  un  théorème  d' Analyse,  et  sur  son  application  aux  questions 

de  Physique  mathématique. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  Î7 1  (ier  avril  i83g). 

Il  est  assez  facile  d'intégrer  les  équations  linéaires  qui  représentent 
les  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  de  molécules  sollicitées 
par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle,  et  d'en  déduire, 
par  la  méthode  qui  fait  l'objet  du  précédent  Mémoire,  les  équations  re- 
latives à  un  plan  fixe  qui  limite  le  système  donné,  dans  le  cas  où  les 
coefficients  que  renferment  les  premières  équations,  ramenées  à  la 
forme  d'équations  aux  différences  partielles,  demeurent  constants  à 
une  distance  finie  du  plan  fixe.  Mais  cette  dernière  condition,  qui  peut 
être  supposée  remplie  quand  il  s'agit  des  molécules  d'un  corps  homo- 
gène, ou  bien  encore  des  molécules  du  fluide  éthéré  pris  isolément  et 
placé  dans  le  vide,  doit  cesser  assurément  d'être  vérifiée  quand  les 
molécules  données  sont  celles  d'une  portion  de  fluide  éthéré  contenue 
dans  un  corps  transparent  ou  opaque.  En  effet,  admettons,  comme  tout 
semble  l'indiquer,  que  les  molécules  d'un  corps,  ou  plutôt  les  atomes 
dont  elles  se  composent,  exercent  une  attraction  sur  les  molécules  éthé- 
rées.  Ces  dernières  se  rassembleront  en  plus  grand  nombre  dans  le 
voisinage  d'un  atome  du  corps,  et  par  suite  la  densité  de  l'éther  pourra 
varier  sensiblement  d'un  point  de  l'espace  à  un  autre  dans  un  très  petit 
intervalle.  On  peut  donc  s'étonner  au  premier  abord  de  l'accord  remar- 
quable qui  existe,  comme  nous  le  montrerons  dans  un  autre  article, 
entre  les  résultats  des  expériences  relatives  à  la  réflexion  ou  à  la  réfrac- 
tion de  la  lumière  et  les  phénomènes  que  le  calcul  indique  pour  le  cas 
où  la  densité  de  l'éther  demeurerait  invariable  dans  toute  l'étendue  d'un 
même  corps.   11  restait  évidemment  ici  une  difficulté  qu'il  m'a  paru 
important  de  vaincre.  J'y  suis  parvenu  à  l'aide  d'un  théorème  d'Ana- 
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lyse  que  je  vais  exposer  en  peu  de  mots.  Ce  théorème,  appliqué  à  l'inté- 
gration d'une  équation  différentielle,  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème.  —  Soit  donnée  une  équation  différentielle  linéaire  d'un  ordre 
quelconque  entre  une  variable  principale  ç  et  une  variable  indépendante  x 
qui  représentera ,  si  Von  veut,  une  coordonnée  mesurée  perpendiculaire- 
ment à  un  plan  fixe.  Si,  dans  tous  les  termes  de  cette  équation,  supposes 
proportionnels  à  la  variable  principale,  ou  à  ses  dérivées,  les  coefficients 
sont  des  fonctions  de  la  coordonnée  x  qui  reprennent  périodiquement  les 
mêmes  valeurs  quand  on  fait  croître  ou  décroître  cette  coordonnée  en  pro- 
gression arithmétique,  il  suffira  en  général  que  la  valeur  numérique  attri- 
buée à  x  devienne  très  considérable  relativement  à  la  raison  de  la  progres- 
sion dont  il  s'agit,  pour  que  la  valeur  de  la  variable  principale  se  confonde 
sensiblement  avec  celle  qu'on  obtiendrait  si,  dans  l'équation  donnée,  on 
remplaçait  chaque  coefficient  par  sa  valeur  moyenne. 

Démonstration.  —  Pour  constater  l'exactitude  de  ce  théorème,  com- 
mençons par  considérer  le  cas  où  l'équation  donnée  peut  s'intégrer  en 
termes  finis;  et  supposons,  par  exemple,  que  la  variable  principale  l 
se  trouve  liée  à  la  variable  indépendante  x  par  la  formule 

c.)  S=R^ 

le  coefficient  R  étant  une  fonction  de  x  qui  reprenne  périodiquement  la 
même  valeur  quand  on  fait  croître  ou  décroître  x  d'un  multiple  de  la 
quantité  positive  a.  Si  l'on  nomme  ç0  la  valeur  de  ç  correspondante  à 
x  =  o,  l'intégrale  de  l'équation  (i)  sera  de  la  forme 

lt  dx 

Soit  d'ailleurs 

(3)  A=         l\dx 


«^  0 


Le  rapport  —  sera  ce  qu'on  appelle  la  valeur  moyenne  du  coefficient  H, 


a 
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et  représentera  en  effet  la  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  de  R 
(|iii  correspondent  à  des  valeurs  de  x  équidistantes,  infiniment  rappro- 
chées les  unes  des  autres,  et  comprises  entre  les  limites  x  =  o,  x  —  a. 
Cela  posé,  si  l'on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  numérique  qui 
soit  très  considérable  par  rapport  à  a,  si,  par  exemple,  en  supposant  x 
positif,  on  prend 

I  ^  =  ;ifl  +  a, 

n  étant  un  nombre  entier  fort  grand  et  a  une  quantité  comprise  entre 
les  limites  o,  a,  on  trouvera 

ri'  n  na  ,\  na  +  a 

Rdx  =    /       l\dx-h  /  l\dx; 

"  0  "  0  l    lu 


na 


et,  comme  on  aura,  en  raison  de  la  périodicité  des  valeurs  du  coeffi- 
cient R, 

rna  ~  a 

R  dx  =  n  I     R  dx  —  nk, 

«"  0  l    0 

la  formule  (5)  donnera 

fx  -,  na  +  a 

Rdx  =  nA  +  I  Kdx. 

"  0  "  na 

D'ailleurs  l'intégrale 


/" 


R  dx, 


équivalente  au  produit  de  a  par  une  certaine  valeur  de  R,  sera  une 
quantité  du  même  ordre  que  l'intégrale  A  et  pourra,  en  général,  être 
négligée  vis-à-vis  du  produit  nk  lorsque  le  nombre  n  deviendra  consi- 
dérable. On  doit  cependant  excepter  le  cas  où,  la  fonction  R  venant  à 
passer  par  zéro  entre  les  limites  x  =  o,  x  =  a,  on  aurait  rigoureuse- 
ment 

JR  dx  =  o     ou     A  =  o. 
0 

Dans  tout  autre  cas,  la  formule  (7)  donnera  sensiblement,  pour  de 
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grandes  valeurs  de  //, 

rr  a 

/     \{t/x  =  nA  =  —  (x  —  a), 

Jo  a 

et,  par  suite, 

(8)  f   Kdx  =  -x, 

puisque  a.  sera  très  petit  par  rapport  à  r.  On  peut  même  observer  que, 
dans  tous  les  cas,  la  formule  (8)  sera  rigoureusement  exacte  dès  que 
l'on  prendra  pour  a?  un  multiple  de  a.  Or,  si  l'on  substitue  dans  la  for- 
mule (2)  la  valeur  de  /     Wdx,  tirée  de  l'équation  (8),  on  trouvera 

«•  0 

(9)  1  =  1  J*; 

et,  conformément  au  théorème  énoncé,  la  valeur  précédente  de  ;  est 
précisément  celle  que  fournirait  la  formule 


10) 


dJ=A,c 
dx        a 


à  laquelle  on  parvient  en  remplaçant,  dans  l'équation  (1),  le  coeffi- 
cient R  par  sa  valeur  moyenne  —  • 

On  arriverait  aux  mômes  conclusions  si,  au  lieu  d'intégrer  l'équa- 
tion (1)  sous  forme  finie,  on  appliquait  à  cette  équation  la  méthode 
d'intégration  par  séries.  En  effet,  en  intégrant,  à  partir  de  x =  0,  les 
deux  membres  de  l'équation  (1)  multipliés  par  dx,  on  trouvera 


1  ] 


l  —  Z»  —  t     l\£dx; 

"0 


puis,   en  substituant  plusieurs  fois  de   suite  la   valeur  de  ;  tirée  de 
l'équation  (1  1)  dans  cette  équation  même,  on  en  tirera 


lo-hf     Wldx 


-.» 


£0  f    Rdx-h  f   R  f   R  \  dx  dx 
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par  conséquent 

'  ■>■  )  l  --  h  (  '  -4-  f    R  dx  -h  F  R  !     R  dx  dx  +  .  .  . 


\        c  0 


0  "0 


D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (8),  un  aura  sensiblement,  pour  de 
grandes  valeurs  de  x  ou  pour  de  petites  valeurs  de  a, 


A 


dx  =  —  x, 

a 


■  3 


1    /      \{  I     Kdxdx  =  -     f   Rxdx, 
J0      JQ  "  -A, 


et  comme,  en  intégrant  par  parties,  on  trouvera 

/     R  x  dx  =  x  l     R  dx  -  -  f       /     R  dx  dx, 
puis,  en  avant  égard  à  la  formule  (8), 


o     «■  o 


/      R  x  dx  =  —  x-  --  —  |      x  dx  = 
/  a  a  ] 


A  a:2 


a      2 


la  seconde  des  formules  (i3)  pourra,  sans  erreur  sensible,  être  rem- 
placée par  la  suivante  : 

'A\2  x'" 


<4 


f   R  f   Rdxdx  =  (-Y  — 


f  0  ^  0 


En  continuant  ainsi,   on   reconnaîtra  que,   dans  l'hypothèse  admise, 
l'équation  (12)  peut  être  réduite  à 


i5) 


._,[,       A 


A  /A\2  x^ 

'  «  /     1.2 


-]• 


par  conséquent  à  la  formule  (9). 

Concevons  à  présent  qu'au  lieu  de  l'équation  (1)  l'on  considère  la 
suivante 


16: 


d*-l 


dx- 


;=IU, 
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le  coefficient  de  R  étant  toujours  une  fonction  de  x  qui  reprenne  pério- 
diquement les  mêmes  valeurs  quand  on  fait  croître  ou  décroître  x  d'un 
multiple  de  la  quantité  positive  a.  La  première  des  démonstrations  que 
nous  avons  données  de  notre  théorème,  en  prenant  pour  exemple 
l'équation  (i),  cessera  d'être  applicable,  puisque  l'équation  (16)  n'est 
pas  du  nombre  de  celles  que  l'on  intègre  facilement  sous  forme  finie. 
Mais  la  seconde  de  ces  démonstrations  continuera  de  subsiste]'.  En 
effet,  posons 

dx 

et  nommons  ';„,  o0  les  valeurs  des  variables  ç,  <p  correspondantes  à  une 
valeur  nulle  de  x.  L'équation  (iG)  pourra  être  remplacée  par  le  système 
des  équations  simultanées 

et,  en  intégrant,  à  partir  de  x  =  o,  les  deux  membres  de  chacune  de 
ces  dernières,  multipliés  par  dx,  on  en  tirera 


(18) 


o  dx,         9  =  oo  -+-  /     R  1  dx, 

«^0 


par  conséquent 

(if)  l  =  h  +  o0x~h  Rçdxdx; 

puis,  en  substituant  plusieurs  fois  la  valeur  de  c,  donnée  par  l'équa- 
tion (19),  dans  cette  équation  même,  on  trouvera 


1  =  h\  1  + 


20 


C      F   R  dx  dx  -+- .  .  .  \ 

0     «•  0  / 

o,,  U  +  I        I      \\x  dx  dx  + 


«-    n  • 


0         "  0 


Enfin,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  avons  fail 
usage  dans  le  premier  exemple,  on  prouvera  que  la  formule    20    peul 
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être  sensiblement  réduite  à 


\    .r2  \  /  A    ,rs 

(21)  i  =  Zo      I  +  -    —+...      +<P0      * 


a    2  y        '  '  \  «2.3 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 

:  22  1  £  =  -£<►(  *M'*  +  e~UX  )  +  — -  <?0  (  e"r  —  e~"'r  ) , 

1  y  2  '  7.U    ' 

la  valeur  de  «  étant  déterminée  par  l'équation 

\ 

(23)  u*=-- 

a 

Or  la  valeur  de  E,  donnée  par  la  formule  (22),  est  précisément  celle  que 
l'on  déduirait  de  l'équation  différentielle 

à  laquelle  on  parvient  en  remplaçant,  dans  l'équation  (16),  le  coeftî- 

4 
cient  R  par  sa  valeur  moyenne  —  • 

Le  théorème  énoncé  pourra  ainsi  être  démontré  généralement,  à 
l'aide  de  l'intégration  par  séries,  quels  que  soient  l'ordre  de  l'équation 
linéaire  donnée  et  le  nombre  de  ses  termes.  Il  y  a  plus  :  le  même 
théorème  se  démontrera  encore  de  la  même  manière,  si  on  l'étend  à 
un  système  d'équations  différentielles  ou  aux  différences  partielles,  en 
l'énonçant  comme  il  suit  : 

Théorème.  —  Considérons  un  système  d'équations  linéaires,  différen- 
tielles ou  aux  différences  partiel/es,  entre  plusieurs  variables  principales  qui 
seront,  si  l'on  veut,  des  déplacements  moléculaires,  et  plusieurs  variables 
indépendantes  qui  pourront  être  trois  coordonnées  x,  y,  s  et  le  temps  t. 
Si,  dans  les  différents  termes  supposés  proportionnels  aux  variables  princi- 
pales et  à  leurs  dérivées,  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z  qui 
reprennent  périodiquement  les  mêmes  valeurs  quand  on  fait  croître  ou  dé- 
croître chacune  des  coordonnées  en  progression  arithmétique,  par  exemple. 
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quand  on  fait  varier  x  d'un  multiple  de  a,  y  d'un  multiple  de  b,  z  d'un 
multiple  de  e  :  il  suffira  en  général  (pie  les  rapports  a,  b,  e  des  progressions 
arithmétiques  soient  très  petits  relativement  aux  valeurs  numériques  attri- 
buées à  x,  y,  z,  pour  que  les  valeurs  correspondantes  des  variables  princi- 
pales se  confondent  sensiblement  avec  celles  qu'on  obtiendrait  en  rempla- 
çant dans  les  équations  linéaires  données  chaque  coefficient  pur  sa  valeur 
moyenne. 

\ota.  —  Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  théorème  énoncé,  la 
valeur  moyenne  de  chaque  coefficient  doit  être  calculée  de  la  même 
manière  que  les  ordonnées  moyennes  des  courbes  et  des  surfaces,  les 
coordonnées  du  centre  des  moyennes  distances,  et  la  densité  moyenne 
d'un  corps.  En  conséquence,  si  l'on  nomme  H  l'un  quelconque  des 
coefficients,  sa  valeur  moyenne  ne  sera  autre  chose  que  le  rapport  de 
l'intégrale  triple 

\      i     R  dx  dy  dz 

au  produit  abc. 

Remarquons  encore  que,  remplacer,  dans  les  équations  linéaires 
données,  chaque  coefficient  par  sa  valeur  numérique,  revient  à  inté- 
grer, par  rapport  à  x,  y,  z  et  entre  les  limites 

(.r  =  o,  x  =  a),         (j  =  o, j'=  6),  (z  =  o,z  =  c), 

chaque  membre  de  ces  équations  multiplié  par  les  différentielles  dx, 
dy,  dz,  en  opérant  comme  si  les  variables  principales  et  leurs  dérivées 
représentaient  des  quantités  constantes.  En  effet,  en  agissant  de  la 
sorte,  on  tirera,  par  exemple,  de  l'équation  (i) 


dx 


,"    /     dx  =  £  /     R  dx         ou         a  -p-  =  A  £, 
Ix  J  ^  /  dx 

de  l'équation  (i6) 


dx 


«-  o 


\     R  dx         ou         a  —\  =  Ai, 

'  dx- 
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de  sorte  que  l'équation  (i)ou  (i(3)  se  trouvera  remplacée  par  une  autre 
qui  coïncidera  évidemment  avec  la  formule  (10)  ou  (24). 

En  vertu  de  la  proposition  énoncée,  pour  rendre  applicables  à  la 
théorie  de  la  lumière  les  équations  aux  différences- mêlées  que  j'ai 
données  dans  le  Mémoire  sur  la  dispersion,  et  qui  représentent  les 
mouvements  infiniment  petits  d'un  système  de  molécules  sollicitées 
par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle,  il  suffira  de  déve- 
lopper par  la  formule  de  Taylor  les  différences  finies  que  ces  équations 
renferment,  puis  de  remplacer,  dans  les  équations  linéaires  et  aux  dif- 
férences partielles  qu'on  obtiendra  de  cette  manière,  chaque  coefficient 
par  sa  valeur  moyenne.  Comme  un  tel  remplacement  n'altérera  point  la 
forme  des  équations  linéaires  dont  il  s'agit,  on  doit  comprendre  main- 
tenant comment  il  arrive  que  les  lois  déduites  de  ces  équations  sont 
précisément  celles  qui  régissent  les  divers  phénomènes  lumineux. 
Ainsi,  en  particulier,  les  lois  de  la  polarisation  de  la  lumière,  établies 
par  un  calcul  dans  lequel  on  supposait  que  l'éther  offrait  partout  la 
même  densité,  ne  devront  pas  être  restreintes  au  cas  où  les  molécules 
éthérées  sont  placées  dans  le  vide,  et  subsisteront  lorsque  ces  molé- 
cules seront  renfermées  dans  un  milieu  homogène,  par  exemple,  dans 
un  corps  diaphane  cristallisé,  quoique  dans  ce  dernier  cas  la  densité  de 
l'éther  puisse  subir  des  variations  périodiques  sensibles.  Dans  l'un  et 
l'antre  cas,  la  polarisation  pourra  être  elliptique,  ou  circulaire,  ou  rec- 
tiligne,  et  les  mouvements  vibratoires  des  molécules  seront  précisé- 
ment ceux  qui  caractérisent  ces  trois  modes  de  polarisation. 
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37. 

Physique  mathématique.  —  Mémoire  sur  les  mouvements  infiniment  petits 
des  systèmes  de  molécules  sollicitées  pur  des  forces  d'attraction  ou  de 
répulsion  mutuelle. 

C.  11.,  t.  VIII,  p.  5o5  (8  avril  i83g 

< 

Afin  de  rendre  plus  évidente  l'utilité  des  méthodes  exposées  dans 
les  précédents  Mémoires,  nous  allons  appliquer  ces  méthodes  aux  équa- 
tions qui  expriment  les  mouvements  infiniment  petits  des  systèmes  de 
molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mu- 
tuelle ;  et,  pour  que  l'on  puisse  plus  facilement  saisir  la  suite  des  rai- 
sonnements, nous  commencerons  par  reproduire  en  peu  de  mots  lr> 
équations  dont  il  s'agit  et  celles  de  leurs  intégrales  particulières  qui  se 
présentent  sous  les  formes  les  plus  simples. 

§  I.  —  Equations  d'équilibre  et  de   mouvement   d'un  système  de  molécules 
sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle. 

Considérons  un  système  de  molécules  distribuées  dans  une  portion 
de  l'espace  et  sollicitées  au  mouvement  par  des  forces  d'attraction  ou 
de  répulsion  mutuelle.  Soient  m  la  masse  d'une  de  ces  molécules,  ///. 
m',  m",  ...  celles  des  autres,  et  supposons  que,  dans  un  état  d'équi- 
libre  du  système, 

x,  y,  z  représentent  les  coordonnées  de  la  molécule  m  rapportées  à 

trois  axes  rectangulaires, 
.r-hX,  y -h  Y,  s-hZ  les  coordonnées  d'une  autre  molécule  m, 
r  la  distance  des  molécules  m  et  m, 
a,  S,  y  les  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  /•  avec  les  demi-axes  des 

coordonnées  positives. 
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CQMP 

FES 

On  aura 

(') 

COS2  = 

X 

-  —  i 
i' 
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a        Y  Z 

cosë=—  >  cosy=:-> 

r  r 

(a)  r2=X2+ Y2+Z2. 

Supposons  d'ailleurs  que  l'attraction  ou  la  répulsion  mutuelle  des  deux 
masses  m,  m,  étant  proportionnelle  à  ces  masses  et  à  une  fonction  de 
la  distance  /•,  soit  représentée,  au  signe  près,  par 

mm  ((r), 

f(r)  désignant  une  quantité  positive  lorsque  les  masses  m,  m  s'attirent, 
et  négative  lorsqu'elles  se  repoussent.  Les  équations  d'équilibre  de  la 
molécule  m  seront 

3)     S[m  cosaf(r)]    =  o,         S[m  cosê  f  (/*)]  =  o,         S[mcosy  f(r)]  =  o, 

la  lettre  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables  entre  eux,  et 

relatifs  aux  diverses  molécules  m,  m', 

Concevons  maintenant  que  les  molécules  m,  m,  m',  ...  viennent  à  se 
mouvoir.  Soient  alors,  au  bout  du  temps  /, 

les  déplacements  de  la  molécule  m,  mesurés  parallèlement  aux  axes 

coordonnés,  et 

r(n-e) 

la  distance  des  deux  molécules 


m,      m. 


On  aura 


r2  (i  +  e)2  =  (X  +  A>  )2  4-  (  Y  +  Avî  )-  4-  (Z  +  AÇ  )» 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(4)        r2(i  4-  e)2-;/'Cosx  +  AH)2+  (rcosê  4-  Av])24-  (rcosy  4-  A?)2, 
les  accroissements  des  quantités 

X,     Y,     Z 

étant  respectivement 

A;,     A-/;.,     AÇ. 
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Par  suite,  si  l'on  suppose  les  déplacements 

exprimés  en  fonction  des  coordonnées  initiales  et  du  temps  /,  les  équa- 
tions du  mouvement  de  la  molécule  m  seront 

/  dll      cl      /  AA  f [r(n-6)']) 

— ^  =  b  )  m  [  cos  a  H '  - 


dt1  \      \  r  )        i  +  e       ) 

)  d2n       _(       /       ft       A»A f[r(i  +  e)]) 

5)  7771  =  S     "'    cos£  +  7T  ,_L.  » 


dK       „l      /  ,    AÇ\  fO(i  +  e)] 


—  =  S     m  (  cos  y  H 

f»       II'/ 


rfP  )  "-^"/         r  J        i  +  e        | 

§  II.  —  Equations  des  mouvements  infiniment  petits  d'un  système 

de.  molécules. 

Considérons,  dans  un  système  de  molécules  donné,  un  mouvement 
vibratoire,  en  vertu  duquel  chaque  molécule  s'écarte  très  peu  de  sa 
position  initiale.  Si  l'on  cherche  les  lois  du  mouvement,  celles  du  moins 
qui  subsistent,  quelque  petite  que  soit  l'étendue  des  vibrations  molé- 
culaires, alors,  en  regardant  les  déplacements 

et  leurs  différences 

A;,      Ay;.      A$ 

comme  des  quantités  infiniment  petites  du  premier  ordre,  on  pourra 
négliger  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  ces  différences  et 
de  s  dans  les  développements  des  expressions  que  renferment  les  foi- 
mules  (4),  (5)  du  premier  paragraphe;  et  l'on  pourra  encore  supposer 
indifféremment  que,  des  quatre  variables  indépendantes 

x,     y,     z,      t, 

les  trois  premières  représentent,  ou  les  coordonnées  initiales  de  la  molé- 
cule, ou  ses  coordonnées  courantes,  qui,  en  vertu  de  l'hypothèse  ad- 
mise, différeront  très  peu  des  premières.  Cela  posé,  si  Ton  l'ail,  pour 
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abréger, 
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f{r)==rt'  r)       f(r), 


on  verra  les  formules  (4)  et  (5)  du  premier  paragraphe  se  réduire  à 
celles  (jue  renferme  la  page  5  du  Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  lu- 
mière,  c'est-à-dire  à 


• 


e  =  -    A;  cosa  +  Atj  cos6  -+-  XÇ  cosy  , 


3 


dt* 

dH 
dt* 

dH 


at 


n-    -  Au  +  S[mef[r)  cosa], 
S  Tin  ^  Ayi~|  + S  [m  e/(rj  cosSJ, 
=  sTm  ^  A?]  +  S[me/(r)  cosy]. 


Les  trois  dernières  formules  seront  donc  les  équations  des  mouve- 
ments infiniment  petits  d'un  système  de  molécules  sollicitées  par  des 
forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle.  Pour  que  ces  mêmes 
équations  soient  transformées  en  équations  aux  différences  partielles 
entre  les  variables  principales 


c,    -n 


>     ^ 


et  les  variables  indépendantes 

%■  >   y  t    - •  »    '  > 

il  suffira  d'y  substituer  pour  s  sa  valeur  donnée  par  la  formule  (2),  et 

de  développer  ensuite,  à  l'aide  du  théorème  de  Taylor,  les  différences 

finies 

AS,    A73,    Ai: 

suivant  les  puissances  ascendantes  des  quantités 

\  =  rcosa,         Y=/'C0s6,         Z  =  /cosy. 

Les  coefficients  des  dérivées  des  variables  principales 


l,    n,     'C, 
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dans  les  équations  aux  différences  partielles  qu'on  aura  ainsi  obtenues, 
seront  des  sommes  de  l'une  des  formes 

(4)  S  [>/•'+"'+•'" ■-'  cos"acos"'êcos""y  f(r)], 

(5)  S[mr«*»'+n"-»  cos"acos"'S  cos""y/(r  ], 

//,  //,  n"  désignant  des  nombres  entiers;  et  l'on  pourra  regarder  la  con- 
stitution du  système  comme  étant  partout  la  même,  si  les  sommes 
dont  il  s'agit  se  réduisent  à  des  quantités  constantes.  C'est  ce  qui  aura 
lieu,  par  exemple,  quand  les  molécules  données  seront  celles  du  fluide 
éthéré,  pris  isolément  et  placé  dans  le  vide.  Si  les  sommes  (4)  et  (5) 
reprennent  périodiquement  les  mêmes  valeurs,  quand  on  y  fait  croître 
ou  décroître  ebacune  des  coordonnées  en  progression  arithmétique,  et 
si,  d'ailleurs,  les  rapports  des  trois  progressions  géométriques,  corres- 
pondantes aux  trois  coordonnées,  sont  très  petits,  alors,  en  vertu  d'un 
théorème  que  nous  avons  établi,  on  pourra  substituer  à  ces  mêmes 
sommes  leurs  valeurs  moyennes,  sans  qu'il  en  résulte  d'erreur  sensible 
dans  le  calcul  des  vibrations  du  système  et  des  déplacements  molécu- 
laires. Les  nouvelles  équations  que  l'on  obtiendra  de  cette  manière 
paraissent  spécialement  applicables  au  mouvement  du  fluide  lumineux 
renfermé  dans  un  corps  homogène,  isophane  ou  non  isophane,  opaque 
ou  transparent. 

§  III.  —  Mouvements  simples 

Lorsque  la  constitution  du  système  de  molécules  est  partout  la  même, 
ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  les  sommes  (4),  (5)  du  paragraphe 
précédent  demeurent  constantes,  un  moyen  fort  simple  de  satisfaire 
aux  équations  des  mouvements  infiniment  petits  est  de  supposer  les 
variables  principales 


r      y 


toutes  proportionnelles  à  une  même  exponentielle  népérienne,  dont 
l'exposant  soit  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes 

x,    y,     z,     t, 
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* 

et  de  prendre  en  conséquence 


il      1  —  KeUJC+vy+ 


wz—si 


r,  =  B  euj*vy+wz-tt  t         y  —  Ceu'"+i'r 


ut.— .te 


u,  v,  w,  s,  x\,  B,  C  désignant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires  con- 
venablement choisies.  En  effet,  si  Ton  substitue  les  valeurs  précédentes 
de  E,  n,  'C  dans  les  équations  (3)  du  second  paragraphe,  tous  les  termes 
seront  divisibles  par  l'exponentielle 

oux+vy+wz— st 

et,  après  la  division  effectuée,   ces  équations  seront  réduites  à  trois 

autres  de  la  forme 

/  (  £  —  *2)  A  +  <ft B  +  ^C  =  o, 

■i)  |a.A-+-(3H—  i2)B+  QC  =o, 

(  ^A  +  $B  +  (X  -^)C=o, 
les  valeurs  de 

£,     3TL,     dL,     «,     ^,     <ft 
étant  déterminées  par  les  formules 


;3)  ^_=s 
;4)  «  =  s 


m  [(*•)  +/(/')  COsiat^r(WCosa+^co»6+H.eo»Y)_in      3TL  =  ...,     Jfc 


m 


/(/■)  cos(3cosy 


'  gr(ucos  a+c  cos  6-t-H' cos  y) 


-1)1      ^=...,     A  =  .... 


Or,  lorsque  les  sommes  (4),  (5)  du  second  paragraphe  demeurent  con- 
stantes, on  peut  en  dire  autant  des  valeurs  de 

que  fournissent  les  équations  (3),  (4),  et  qui  sont  développables,  avec 
l'exponentielle 

f>r(u  cos  a+t'coitSH-w'cosy) 

en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  u,  c,  <r. 
Donc  alors  on  peut  satisfaire  aux  équations  (2)  par  des  valeurs  con- 
stantes des  facteurs 

A,     B,     C. 


(5) 
G 

7 

(8) 
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Il  est  bon  d'observer  que  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

h-  =  «2  +  r2-+-  «'2, 
/i'  coso  =  ?<  CÛSa  -I-  V  C0Sj3  H-  W  COS'/, 
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g=s 


5 


r     /(r)  /  ,       .             j          ,       k*r*  cos*§\ 
m'^i     \ekrcoa8—  i  —  krcosd  —  ■ 1 


les  valeurs  de  £,  on,  %,  (j?,  ^,  t<ft  pourront  s'écrire  comme  il  suit 


!) 


io 


t  = 

r)2  ') 

DM  =  G  +  u  f 

£  = 

d2n 
^-       ôwou 

3L  =  G  + 


()2/j 


a  = 


J    '    du'2 
du  dv 


Parmi  les  formules  (2),  les  deux  dernières  donnent 


(n 


B 


OÏL  —  s2  )  (  01,  —  s2  J  —  <£2  ~  "  U1^  —  S\  (  3L  —  s*}        êW  —  ^  I  OU  -  s2  ; 


et  par  suite  on  tire  de  la  première 


('< 


en  posant,  pour  abréger, 


F  (m,  v,  «%  s   =0, 


'> 


_  £2  {  311   —  S2  )  —  ift2  (  X  —  S2  )   -+-   2  <g^  Si  . 


On  arriverait  encore  à  des  résultats  équivalents  en  écrivant  les  équa- 
tions (2)  comme  il  suit  : 


■  r 


1  (•" 

?*\  .        „»  /A        II       C 

(••■ 

-j,,..,™)  „  =  *«(£  +  !  +  £ 

'(■• 

—  <)£>  4 —     C  =  (iv)      ^  M h  — 
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et  l'on  tirerait  des  formules  (i/j) 


iV 


r, 


c 


<5),'ii 


&•-.»? 


cn 


A 


R       C 


t 


si 


s- 


£■ 


3/x 


S*  —  OU  4- 


âVx' 


si  __  x  + 


.6) 


i 


i) 


p 


s2  —  31L 


c'tl'i' 


s  -  —  Db  + 


<£^  "  ~  a\^a 


ji 


Or  il  est  facile  de  s'assurer  qu'effectivement  la  formule  (i5)  s'accorde 
avec  la  formule  (i  i),  et  l'équation  (16)  avec  l'équation  (12). 
En  résumé,  pour  que  les  valeurs  de 


h     -n,     Ç 


données  par  les  formules  (1)  satisfassent  aux  équations  des  mouve- 
ments infiniment  petits  du  système  que  l'on  considère,  il  suffira  géné- 
ralement :  i°  que  les  coefficients 

II,       V,       <<',       s 

des  variables  indépendantes,  dans  l'exponentielle  à  laquelle  ç,  n,  'C  sont 
proportionnels,  vérifient  la  formule  (12)  ou  (16);  20  que  les  facteurs 

A,     B,     C 

soient  entre  eux  dans  les  rapports  que  détermine  la  formule  [  1 1)  ou  (i5). 
D'ailleurs,  les  coefficients 


et  les  facteurs 


U,       V,       «'.       s 


A,     B,     C 


pourront  être  réels  ou  imaginaires.  Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  de 


c,    -n, 


données  par  les  formules  (i),  seront  réelles,  et  pourront  être  censées 
représenter  le  déplacement  d'une  molécule  m  dans  un  mouvement  in- 
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Animent  petit  compatible  avec  la  constitution  du  système  donné.  Dans 
le  second  cas,  les  valeurs  de 

deviendront  imaginaires-.  Mais  comme  leurs  parties  réelles  vérifieront 
encore  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits,  réduites  à  la 
forme  d'équations  aux  différences  partielles,  ce  seront  évidemment  ces 
parties  réelles  qui  pourront  être  censées  représenter  les  déplacements 
des  molécules  dans  un  mouvement  compatible  avec  les  conditions  du 
système.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  mouvement  infiniment  petit,  qui 
correspondra  aux  valeurs  de  ç,  Y],  '(  fournies  par  les  équations  (i), 
sera  un  mouvement  simple,  dans  lequel  ces  valeurs  représenteront,  ou 
les  déplacements  effectifs  d'une  molécule,  mesurés  parallèlement  aux 
axes  coordonnés,  ou  ses  déplacements  symboliques,  c'est-à-dire  des 
variables  imaginaires  dont  les  déplacements  effectifs  seront  les  parties 
réelles.  Les  équations  (r)  elles-mêmes  seront  les  équations  finies,  el 
dans  le  second  cas  les  équations  finies  symboliques  du  mouvement 
simple  dont  il  s'agit. 

Comme,  dans  toute  équation  imaginaire  dont  le  second  membre  est 
nul,  la  partie  réelle  du  premier  membre  doit  se  réduire  séparément  à 
zéro,  il  est  clair  que  toute  équation  linéaire  à  coefficients  réels  qui 
offrira  seulement  des  termes  proportionnels  aux  déplacements  symbo- 
liques ç,  -/%  "C,  ou  à  leurs  dérivées  de  divers  ordres,  continuera  de  sub- 
sister, quand  on  y  remplacera  les  déplacements  symboliques  par  leurs 
parties  réelles,  c'est-à-dire  par  les  déplacements  effectifs.  D'ailleurs 
on  tirera  généralement  des  équations  (i) 

{1>  A~B~C 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(-8)  r,  =  \i,         Ç=^5. 

Donc,  si  les  rapports 

B       C 

À"'     A 
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sont  réels,  on  pourra  supposer  à  volonté  que,  dans  les  formules  (17) 
et  (18),  ç,v),  '(représentent,  ou  les  déplacements  symboliques,  ou  les 
déplacements  effectifs;  et  en  conséquence  la  ligne  décrite  par  chaque 
molécule  sera  une  ligne  droite  parallèle  à  celle  qui,  passant  par  l'ori- 
gine des  coordonnées,  est  représentée  par  l'équation 


Si  au  contraire  les  rapports 


x        y  _      z 
ÂZ=  B     Z  C 


I?       C 


sont  imaginaires,  il  sera  facile  de  trouver  trois  constantes  réelles, 

/>    g»    h 
propres  à  vérifier  la  formule 
(  20  )  /A  +  gB  +  AC  =  o. 

Car,  si,  pour  fixer  les  idées,  on  pose 


i\ 


A  =  ae^-',         B  =  be/*v-',         C  =  cé^-\ 


a,  b,  c  désignant  les  modules  des  facteurs  A,  B,  C  et  1,  [/.,  v  leurs  argu- 
ments, il  suffira  d'assujettir  les  constantes  réelles/,  g,  h  à  vérifier  les 
deux  formules 

fae'^-î     -hgbe^-1      +  /icev^_J      =  o, 


29. 


/a  e~ ;  \/~  l  +  gbe-t*  v/-  '  +  h  c  e- V~  '  =  o, 


desquelles  on  tirera 


>3) 


/a 


gb        //  c 


sin(jy.  —  v)       sin(v  — À)       sin  (À  —  u\ 
en  sorte  qu'on  pourra  prendre 


«njç-^ 


sin  ( v  —  1)  .        sin  (1  —  (jl) 

=   ; 5  / J   -  : • 


En  adoptant  les  valeurs  précédentes  de/,  g,  h,  on  tirera  des   équa- 
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tions  (i)  et  (20)  la  suivante 

(a5)  /$  +  £ïl  +  /i'Ç=o, 

à  laquelle  devront  satisfaire  les  déplacements  effectifs  aussi  bien  que  les 
déplacements  symboliques.  Donc  lorsque,  dans  un  mouvement  simple, 
la  ligne  décrite  par  une  molécule  ne  sera  pas  une  droite  parallèle  à 
celle  que  représente  la  formule  (19),  elle  sera  du  moins  une  courbe 
plane,  dont  le  plan  sera  parallèle  au  plan  invariable  que  représente 
l'équation 

(  26  )  fx  -f-  gy  -f-  h Z  =  o. 

En  vertu  des  formules  (1),  chacun  des  déplacements  symboliques,  et 
par  suite  chacun  des  déplacements  effectifs,  conserve  la  même  valeur 
quand  on  fait  varier  les  coordonnées  x,  y,  z  de  manière  que  le  tri- 
nôme 

ux  -+-  vy-\-  wz 

demeure  constant,  par  exemple,  de  manière  à  vérifier  la  formule 

(  27  )  u  x  -+-  vy  -+-  w  z  =  o. 

Dans  le  cas  général  où  les  coefficients  u,  v,  w  sont  imaginaires,  l'équa- 
tion (27)  se  décompose  en  deux  équations  réelles.  Si,  pour  fixer  1rs 
idées,  on  suppose 


(28)  «  =  U  +  Uy-I,  V  =  V  -+-  V  v  —  I  ,  W  =  W  +  W  y ■  —    I  , 

u,  v,  w,  U,  V,  W  désignant  des  quantités  réelles,  l'équation  (27)  don- 
nera 

(29)  VX    -+-  Vf  -h    \\Z    -"  O, 

(30)  Uj+V/h-  W-z  =  o. 

Les  équations  (29)  et  (3o)  sont  celles  d'un  second  et  d'un  troisième  plan 
invariable  passant  par  l'origine  des  coordonnées.  Ces  deux  plans  se 
couperont  suivant  une  droite;  et,  dans  le  mouvement  simple  représenté 
parles  équations  (1),  toutes  les  molécules  situées  sur  une  parallèle  à 
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cette  droite  se  trouveront,  au  même  instant,  déplacées  de  la  même 
manière. 

Soient  maintenant 

3 1  c2  4-  v2  +  w-  :  =  k-,        U2  +  V2  -4-  W2  =  K-', 

et 
3  >  i  x  4-  vj  4-  w  z  =  K,         Ux  4-  Vf  4-  Wz  =  K  À, 

ï,  i/l  désignant  les  distances  du  point  (r,  y,  z)  au  second  et  an  troi- 
sième plan  invariable.  Si  d'ailleurs  on  pose 


33  s  =  S  4-  s  \J —  i , 

les  valeurs  des  déplacements  symboliques  Z,  rlt  C  données  par  les  for 
mnles  (i)  deviendront 

/  'i  =  aeK^~ S^(kt  — sr  -h  >-)v'— ~ 
(34)  -   ./j^be^-S'eC^-s'  +  ^v^, 


£  —  ceK<3l  —  Sfe(kv  —  sf-f-vN 

Donc,  si  Ton  représente  par 


i,    ■/},     Ç, 


non  pins  les  déplacements  symboliques,  mais  leurs  parties  réelles  on 
les  déplacements  effectifs,  on  aura 

'  \  —  aeKt',1-S'cos(ki.  —  si  4-  A), 
(35)  ■  7}  =  beK<a-s'cos(K-s*4-p), 

'   £  =  ceK®-—Stcos(kx.  —  st-{-v). 

Dans  ces  dernières  équations,  l'exponentielle  népérienne 

çKâl  —  St 

est  ce  que  nous  appelons  le  module  du  mouvement  simple;  l'arc 

kt  —  st 
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en  est  Y  argument .  Les  trois  facteurs  positifs 

aeKA-Sf,     beK&-stt    ceKSi-si 

sont  les  demi-amplitudes  des  déplacements  mesurés  parallèlement  aux 
axes  coordonnés;  les  trois  arcs 

k  v  —  s  t  +  ?.,     k t.  —  s  £  +  w,     k  t   -  s  /  -+-  v 

sont  les  phases  du  mouvement  projeté  sur  ces  mêmes  axes,  et 

>.,     p.,     V 

les  paramètres  angulaires  qu'il  faut  ajouter  au  module  pour  obtenir  les 
phases.  Si  d'ailleurs  on  nomme  :  le  déplacement  d'une  molécule,  me- 
suré parallèlement  à  un  axe  fixe  quelconque,  et  pris  avec  le  signe  -+■ 
ou  le  signe  —,  suivant  que  la  molécule  se  déplace  dans  un  sens  ou 
dans  un  autre,  on  tirera  des  formules  (35) 

(36)  .;  =  -/.eK^-s'cos(k,-s/-f-c5), 

pourvu  que  l'on  désigne  par 

y.  cosnj,    x  siliTry 

les  projections  algébriques  sur  cet  axe  de  deux  longueurs  qui  offri- 
raient elles-mêmes  pour  projections  algébriques  sur  les  axes  coordon- 
nés, la  première,  les  trois  produits 

a  cos?.,     bcosp,     ccosv, 
et  la  seconde,  les  trois  produits 

a  sinX,     b  sinp.,     c  sinv. 
Cela  posé,  le  produit 

j,eK.«SR.— Si 

représentera  la  demi-amplitude  des  vibrations  mesurées  parallèlement 
à  l'axe  fixe  que  l'on  considère,  tandis  que  l'arc 

k  t  —  s  /  -r  m 
OEuvresdeC.  —  S.Lt.lV.  3  s 
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représentera  \wphase  du  mouvement  simple  projeté  sur  cet  axe,  et 

m, 

le  paramètre  angulaire  relatif  à  ce  même  axe. 

La  valeur  du  déplacement  p,  déterminée  par  la  formule  (36),  s'éva- 
nouit lorsqu'on  a 

(37)  cos(kv  —  st  -+-  m)  =  o; 

par  conséquent  elle  s'évanouit,  lorsque  t  demeure  constant,  pour  des 
v;ileurs  équidistantes  de  x  qui  forment   une  progression  arithmétique 

dont  la  raison  est 

- 

r 

cl.  lorsque  x  demeure  constant,  pour  des  valeurs  équidistantes  de  / 
qui  forment  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est 

s 
D'ailleurs,  le  cosinus  de  la  phase 

k  ï.  —  st.  -t-  U5 

reprendra  la  même  valeur  numérique  avec  le  même  signe,  ou  avec  un 
signe  contraire,  suivant  que  l'on  fera  varier  la  distance  x  d'un  multiple 

pair  ou  impair  de  p,  ou  bien  encore  le  temps  t  d'un  multiple  pair  ou 
impair  de  -•  Cela  posé,  si  l'on  prend 

(38)  /=™, 

(39)  T=V' 

on  conclura  de  la  formule  (3G)  ou  (87)  que,  dans  un  mouvement  simple, 
le  déplacement  d'une  molécule,  mesuré  parallèlement  à  un  axe  fixe, 
s'évanouit  :  i"  à  un  instant  donné,  pour  toutes  les  molécules  situées 
dans  des  plans  parallèles  les  uns  aux  autres,  et  au  second  plan  inva- 


EXTRAIT  N°  37.  251 

riable,  qui  divisent  le  système  en  tranches  dont  l'épaisseur  est  -  /; 

2°  pour  une  molécule  donnée,  à  des  instants  séparés  les  uns  des  autres 

par  des  intervalles  égaux  à  -  T.  Ces  tranches  et  ces  intervalles  seront 

de  première  espèce,  ou  de  seconde  espèce,  suivant  qu'ils  répondront  à  des 
valeurs  positives  ou  négatives  de  cos(k^  —  st  -h  cr),  et  du  déplace- 
ment ;.  Enfin  deux  tranches  consécutives  composeront  une  onde  plane 
dont  l'épaisseur  /  sera  ce  qu'on  nomme  la  longueur  d'une  ondulation;  el 
deux  intervalles  de  temps  consécutifs,  pendant  lesquels  l'extrémité  de 
l'arc  kt-  —  &t-±-Ts  parcourra  la  circonférence  entière,  composeront  la 
durée  T  d'une  vibration  moléculaire.  Quant  aux  plans  qui  termineront 
les  différentes  tranches  et  ondes,  ils  répondront  évidemment,  pour  une 
valeur  donnée  du  temps  t,  aux  diverses  valeurs  de  x  qui  vérifieront  la 
formule  (37). 

Si  l'on  fait  croître,  dans  la  formule  (37),  t  de  At  ett  de  Aï,  cette  for- 
mule continuera  d'être  vérifiée,  pourvu  que  l'on  suppose 

(4o)  KAi-sA/  =  o, 

par  conséquent 

(40  £  =  0, 

la  valeur  de  £2  étant 

(4.)  a  =  |. 

Il  suit  de  cette  observation  que,  le  temps  venant  à  croître,  les  ondes 
planes,  comme  les  plans  qui  les  terminent,  se  déplaceront,  dans  le  sys- 
tème de  molécules  donné,  avec  une  vitesse  de  propagation  dont  la 
valeur  <2  sera  celle  que  fournit  la  formule  (4a)« 

Considérons  maintenant  en  particulier  le  module  du  mouvement 
simple,  ou  l'exponentielle 

qui  entre  comme  facteur  dans  l'amplitude  relative  à  chaque  axe.  On 
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ne  pourra  supposer  que  le  logarithme  népérien  de  ce  module,  c'est- 
à-dire  l'exposant 

KJl—  Sf, 

croît  indéfiniment  avec  le  temps,  puisqu'il  s'agit  de  mouvements  infi- 
niment petits;  et  par  conséquent  le  coefficient  S  dans  cet  exposant 
devra  être  ou  nul,  ou  positif.  Dans  le  premier  cas,  l'amplitude  des  vi- 
brations de  chaque  molécule  demeurera  constante,  et  le  mouvement 
simple  sera  durable  ou  persistant.  Dans  le  second  cas,  au  contraire, 
cette  amplitude  décroîtra  indéfiniment,  et,  pourdes  valeurs  croissantes 
de  /,  le  mouvement  s'éteindra  de  plus  en  plus. 

Quant  au  coefficient  K,  par  lequel  se  trouve  multipliée,  dans  le  lo- 
garithme népérien  du  module,  la  distance  S\.  d'une  molécule  au  troi- 
sième plan  invariable,  il  pourra  lui-même  se  réduire  à  zéro,  et,  s'il 
n'est  pas  nul,  on  pourra  le  supposer  négatif,  pourvu  que  l'on  choisisse 
convenablement  le  sens  suivant  lequel  se  compteront  les  valeurs  posi- 
tives de  A.  Alors,  pour  des  valeurs  positives  et  croissantes  de  Si,  on 
verra  encore  le  module  du  mouvement  simple  décroître  indéfiniment; 
ce  qui  montre  que,  pour  un  instant  donné,  le  mouvement  deviendra 
de  plus  en  plus  insensible,  à  mesure  que  l'on  s'éloignera  davantage, 
dans  un  certain  sens,  du  troisième  plan  invariable. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  aurait  à  la  fois 

(43)  K  =  o,        S  =  o, 

les  formules  (35),  (36)  se  réduiraient  à 

i    £  =  acos(kc  —  st  -+- 1), 

(44)  ;  '0  =  bcos(kt  —  st  -+-  (j.), 


\   'Ç  =  ccos(ki  —  st-h  v), 
(45)  ç  =  3t  cos(kv  —  sJ  +  cy). 

Alors  toutes  les  molécules  décriraient  évidemment  des  courbes  pa- 
reilles les  unes  aux  autres. 
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Des  deux  dernières  formules  (35),  on  tire 


m 


et 


r  cosv  —  -  cosp.  =  eKJi— s/  gin(v  —  a)  sin(kt  —  si), 

,  r  sinv  —  -  sina  =  eK^-~ St  sinfv  —  a)  cosfkc  —  s)/, 

\  b  c        '  r  ;        v 


(47)  ./3^_ç^=  =  bce2K^-2Sfsin(v 


■;■ 


Si  l'on  eombine  par  voie  d'addition  les  formules  (46),  après  avoir 
élevé  au  carré  chacun  de  leurs  membres,  on  trouvera 

(48)  (^2-,^cos(v-F.)  +  ^)2=^Kjl-2S;sin^(v-a), 

et  l'on  conclura  de  cette  dernière  équation,  jointe  à  la  formule  (.20), 
que,  dans  un  mouvement  simple,  la  courbe  décrite  par  chaque  molé- 
cule est  généralement  une  ellipse,  les  trois  projections1  de  cette  ellipse 
sur  les  trois  plans  coordonnés  étant  représentées  par  trois  formules 
semblables  à  l'équation  (48).  Quant  à  l'équation  (47)»  elle  a  pour  pre- 
mier membre  le  double  de  la  dérivée  qu'on  obtient  en  différentiant  par 
rapport  au  temps  l'aire  décrite,  sur  le  plan  des  y,  z,  par  la  projection 
du  rayon  vecteur  mené  du  point  [oc,  y,  z)  à  la  molécule  m.  Donc  cette 
aire  et  celle  que  décrit  le  rayon  vecteur  même,  supposées  nulles  à  l'in- 
stant où  l'on  compte  /  =  o,  croîtront  avec  le  temps  t  proportionnelle» 
ment  à  l'intégrale 


(49)  f 


2S 


qui  se  réduit  simplement  à  t,  dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

S  =  o. 

La  valeur  générale  de  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur,  ayant  pour 
carré  la  somme  des  carrés  des  projections  orthogonales  de  cette  aire, 
sera  évidemment 

(5o)  T^e^^i  — e_2SOv/b2c2sin2(v  — //)  +  c2a2sin2(X  —  v)  +  a'Jb2sina(^  —  À). 
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Ajoutons  que,  dans  le  cas  où  les  conditions  (43)  sont  remplies,  l'équa- 
tion (48)  se  réduit  à  la  formule  connue 

(n)  (l)     -2£^cos(v-^+ (-)   =sin2(v-p). 


h)  b  c        *         r         \c. 

Voir  le  Traité  de  la  lumière  de  Herschel,  t.  1,  p.  392.) 

§  [V.  —  Sur  le  passage  des  formules  particulières  qui  concernent  un  mou- 
vement simple  aux  équations  générales  des  mouvements  infiniment  petits 
d'un  système  de  molécules. 

Lorsqu'en  développant  par  le  théorème  de  Taylor  les  différences 

A£,    Ayî,    A? 

on  aura  transformé  en  équations  aux  différences  partielles  les  équa- 
tions (3)  du  §  IJ,  qui  représentent  les  mouvements  infiniment  petits 
d'un  système  de  molécules,  on  en  déduira  sans  peine  les  formules  (2) du 
£  III,  c'est-à-dire  les  relations  qui  existent,  dans  un  mouvement  simple 
représenté  par  les  formules  (1)  du  même  paragraphe,  entre  les  con- 
stantes 

u,     e,     a',     s,     A,     B,     C. 

Pour  y  parvenir,  il  suffira  de  remplacer,  dans  les  équations  aux  diffé- 
rences partielles  dont  il  s'agit,  les  variables  principales 

et  leurs  dérivées  partielles  des  divers  ordres  par  les  facteurs 

A,    B,    C 

et  par  les  produits  qu'on  obtient,  quand  on  multiplie  ces  facteurs  par 
des  puissances  de  u,  de  v,  de  w,  de  —  s,  dont  les  degrés  soient  res- 
pectivement égaux  au  nombre  des  différenciations  effectuées  par  rap- 
port à  ce,  par  rapport  à  y,  par  rapport  à  z,  par  rapport  à  /;  donc  si,  en 
adoptant  une  notation  dont  nous  nous  sommes  servi  plus  d'une  fois, 
on  emploie,  dans  les  équations  aux  différences  partielles,  les  caracté- 
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ristiques 
Dx,  D«,  D£,     ...,     Dr,  Df,  I)*,     ...,     D„  DJ,  DJ,     ...,     D„  D?,     ... 

pour  indiquer  les  dérivées  des  divers  ordres  d'une  fonction  de  x,  y,  s, 
/  différentiée  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  x,  à  y,  à  s 
ou  à  /,  il  suffira  de  remplacer  ces  caractéristiques  par  les  puissances 

«,  u2,  a3,     ...,     v,  v-,  vs,     ...,     w,  (V2,  w3,     ...,       -s,  s-,     ..., 
et  de  remplacer  en  même  temps  les  variables  principales 

c,     'fi,      'C 

par  les  facteurs 

A,     B,     C. 

Réciproquement,  pour  revenir  des  formules  (2)  du  §  III  aux  équa- 
tions générales  des  mouvements  infiniment  petits  du  système  de  molé- 
cules que  l'on  considère,  il  suffira  de  remplacer,  dans  ces  formules, 

les  facteurs 

A,     R,     C 

par  les  variables  principales 

H,    7],    'C, 
et  les  puissances 

u,  u2,  m3,     ...,     v,  v2,  v3,     ...,     w,  w2,  w3,     ...,     —  s,  s2, 

par  les  caractéristiques 

Dx,  D»,  D»,     ....     Dr,  D*,  Df.,     ...,     D„  D»,  DJ,     ...,     D„  Df,     ... 

que  l'on  devra  supposer  appliquées  aux  variables  principales 

X,    n>    Ç. 

Il  y  a  plus  :  comme,  en  supposant  la  forme  de  la  fonction  F  u,  c,  ir,  5-) 
déterminée  par  l'équation  (i3)  du  §  II,  il  suffira  d'éliminer  deux  des 
trois  facteurs  A,  B,  C  entre  les  formules  (2)  du  même  paragraphe,  pour 
obtenir  les  suivantes 

(1)       F(«,  v,  w,  s)  A  =  o,        F(w,  v,  w,  s)B  =  o,        F(u,  v,w,s)C  —  o; 

les  équations  que  l'on  tirera  de  ces  dernières,  en  opérant  comme  on 
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vient  de  le  dire,  subsisteront  encore  dans  le  cas  où  les  sommes  (4),  (5) 
du  §  II  offriraient  des  valeurs  constantes;  et  ces  équations,  qui  pour- 
ront s'écrire  comme  il  suit  : 

(2)     F(D.r,  D,,  D„  Dt)\  =  o,     F(Dx,  D7,  Vz,  Dt)n  =  o,     F(D.r,  Dr,  Dz,  D,)Ç  =  o, 

attendu  que  l'on  a  F(u,  v,  w,  s)=  F(m,  v,  w,  —s),  seront  celles  que 
l'on  obtiendrait  alors  en  éliminant  deux  des  trois  variables  principales 
entre  les  formules  (3)  du  §  II. 

Nota.  —  Lorsque,  après  avoir  développé,  dans  les  formules  du  troisième 
paragraphe,  les  quantités 

-O    on,    x,    a\    1,    si 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  u,  v,  w,  on  néglige  dans  les  développe- 
ments obtenus  les  termes  d'un  degré  supérieur  au  second,  on  peut,  de  ces 
mêmes  formules,  à  l'aide  de  la  méthode  exposée  dans  un  précédent  Mémoire, 
déduire  aisément  les  équations  de  condition  relatives  à  la  surface  de  sépara- 
tion de  deux  systèmes  de  molécules.  Si  l'on  suppose  que  ces  deux  systèmes 
soient  deux  portions  du  fluide  éthéré  que  renferment  deux  corps  différents, 
les  équations  de  condition  dont  nous  venons  de  parler  fourniront  les  lois  de 
la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la  lumière,  exprimées  par  quatre  formules 
qui  montreront  comment  l'anomalie  et  l'azimut  varient,  quand  on  passe  du 
rayon  incident  au  rayon  réfléchi  ou  réfracté.  Enfin,  si  le  corps  que  termine  la 
surface  réfléchissante  est  transparent,  trois  des  quatre  formules  coïncideront 
avec  trois  formules  de  Fresnel,  et  la  quatrième  se  réduira  elle-même  à  la 
quatrième  formule  de  Fresnel,  si  le  corps  transparent  est  du  nombre  de  ceux 
qui  polarisent  complètement  la  lumière.  Alors  une  certaine  constante  com- 
prise dans  les  formules  aura  pour  valeur  l'unité. 

Les  mêmes  principes,  appliqués  aux  corps  opaques,  fournissent  des  résul- 
tats très  différents  de  ceux  qui  sont  relatifs  aux  corps  transparents.  Ainsi,  en 
particulier,  tandis  que  la  lumière  réfléchie  sous  l'incidence  perpendiculaire  est 
généralement  très  faible,  pour  un  corps  transparent,  elle  devient  souvent  con- 
sidérable pour  un  corps  opaque.  Si  l'on  néglige  les  termes  relatifs  à  la  disper- 
sion, si  d'ailleurs  l'on  réduit  à  l'unité  la  constante  quia  effectivement  cette 
valeur,  dans  un  corps  transparent  et  qui  polarise  complètement  la  lumière,  les 
formules  que  l'on  obtiendra  pour  les  corps  opaques  seront  précisément  celles 
que  j'ai  présentées  à  l'Académie  dans  la  séance  du  4  février  dernier.  Suivant 
ces  formules,  la  lumière  réfléchie  sous  l'incidence  perpendiculaire  par  certains 


EXTRAIT  N°  38.  257 

métaux  pourrait  égaler  ou  même  surpasser  la  moitié  de  la  lumière  incidente. 
Elle  en  serait  plus  de  la  moitié  pour  l'acier  parfaitement  poli  et  plus  des  huit 
dixièmes  pour  l'argent.  Elle  varierait  ensuite  assez  lentement  à  partir  de  l'in- 
cidence perpendiculaire;  et  sur  l'argent,  la  variation  de  la  lumière  réfléchie  ne 
serait  pas  de  j^,  quand  on  passerait  de  l'incidence  perpendiculaire  à  l'inci- 
dence principale,  mesurée  par  un  angle  de  73°.  Au  reste,  je  reviendrai  dans  un 
autre  article  sur  les  formules  dont  il  s'agit.  Les  physiciens  seront  curieux  sans 
doute  d'en  comparer  les  résultats  avec  les  expériences  annoncées  par  M.  Arago. 


C.  R.,  t.  VIII,  p.  58g  (22  avril  1839).  —  Suite. 

Si  maintenant  l'on  pose,  pour  abréger, 

(3)  «  =  A^  +  Bti  +  CÇ, 

A,  B,  C  désignant  trois  constantes  réelles  ou  imaginaires,  on  tirera  des 
formules  (2  ) 

(4)  E(D.r,Dv,D;.  I),)«  =  o. 

Si  les  constantes  A,  B,  C  sont  réelles  et  représentent  les  cosinus  des. 
angles  formés  par  un  axe  fixe  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  posi- 
tives, 'è  représentera  le  déplacement  d'une  molécule  mesuré  parallèle- 
ment à  l'axe  fixe.  Donc  un  semblable  déplacement  sera  la  variable 
principale  d'une  équation  aux  différences  partielles  qui  conservera  la 
même  forme  quel  que  soit  l'axe  fixe  que  l'on  considère. 

Au  reste,  si,  pour  revenir  des  formules  (2)  du  §  111  aux  équations 
générales  des  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  de  molécules, 
on  remplace  dans  les  formules  dont  il  s'agit 

u  par  D.c,     c  par  I)r,     w  par  Bz  ; 
alors,  en  désignant  par 

V'.r»       V.V.v»       V~.  =  >       V>'3  —  Vs.>>       V".  «.•—\"-r»"'       V-i'-.v  =-  \">',.r 
OEuvresde  C.  —  S.  I,  t.  IV.  >3 
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des  fonctions  de 

D^,     Dr,     Ds 

déterminées  par  les  formules 
5    v-*  -  ^s  ïm^r)  ~^f[r)  cos"a  (enCo..Df+co«(»Dr+cosTiK,_  ,)"j  ;     Vrr=r...,    yZiZ  = 

on  verra  ces  équations  générales  se  réduire  à 

( 7  )  <  D? ïj  =  Vr,.r4  +  Vr.r'î  +  Vr.«  ?» 

(  D?Ç  =  v=.«'4'  +  V-..vfl  +  V*.*Ç- 

Chacune  des  équations  (7)  étant  du  second  ordre  par  rapporta  /, 
pour  déduire  de  ces  mêmes  équations  les  valeurs  générales  des  va- 
riables principales 

ç,t     n,     ç, 

il  sera  nécessaire  que  l'on  connaisse  les  valeurs  initiales  de  ces  va- 
riables et  de  leurs  dérivées  du  premier  ordre  prises  par  rapport  à  /.  Si 
l'on  désigne  par 

y[x,y,z),     x[x,y,z),     ù(x,y,z),     $(#,/,*),     X[x,y,z),     W(x,y,z) 

ces  valeurs  initiales,  le  problème  consistera  généralement  à  intégrer 
les  formules  (  7  )  de  manière  que  l'on  ait,  pour  t  =  o, 


;8)  £t  =  (?-(x,r,z),  ■n=x{x,y,z),  l--^[x,y,z), 


d'f  dr\  dy 

'9)       J7  =  $(^r»a)»       ;/7  =  x(-*»r»-)»      j7  — ^(*»rf«! 


S,  Y.  —  Mouvements  dont  les  équations  renferment  seulement  deux  variables 

indépendantes. 

Soient 

a,     h,     c 

les  cosinus  des  angles  que  forme  avec  les  demi-axes  des  x,  y  et  s 
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positives  un  plan  invariable  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  et 

(  i )  i  =  ax  +  ij+c2 

la  distance  d'un  point  quelconques,  y,  z  à  ce  même  plan.  Supposons 
d'ailleurs  que,  dans  un  système  homogène  de  molécules  mises  en  vi- 
bration, les  déplacements  et  les  vitesses  ne  dépendent,  au  premier 
instant,  que  de  la  distance  x  au  plan  invariable.  Les  conditions  (8),  (9) 
du  paragraphe  précédent  se  réduiront  à  des  équations  de  la  forme 


o(t),  y]  =x(t')>    •  S=  4*1 


V 


qui  devront  être  vérifiées  pour  /  =  o,  et  les  valeurs  générales  des  va- 
riables principales 

dépendront  uniquement  de  t  et  de  t.  Car,  en  supposant  E,  7%  C  fonctions 
des  seules  variables  indépendantes  x  et  ?,  on  aura,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (r), 

(4)  D,=:,/D,        hy=b\\,         D,  =  cDt; 

par  conséquent  les  formules  (5),  (6)  du  paragraphe  précédent  se 
réduiront  à 


V;.=  = 


/->  a\       Ur)  -h  f(r)  cos2 a ,    ,„    >,,  .1 

(5)      v^^b    m  -^  _(firoo.»o,,__1)ji     Vr,r  =  ... 

,  f      f(r)  cosS  cosy     ,         *..  ."1 

(b)      Vr,z^S^/»M   ;      /     -?■     («'•-.»!»,...  ,)J,     v,jX  =  ...,     v«,r  ==••-, 

la  valeur  de  cosà  étant 
7  cosô  =  a  cosa  +  b  cos[3  -+-  c  cosy. 

Or,  comme  en  vertu  des  formules  (5),  (6),  les  équations  (7)  du  §  IV, 
c'est-à-dire  les  équations  qui  représentent  les  mouvements  infiniment 
petits  du  système,  renfermeront  seulement,  avec  les  variables  princi- 
pales H,  y),  'C,  les  deux  variables  indépendantes  •<   et  /,  on  pourra  les 
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intégrer  de  manière  que  les  conditions  (2),  (3)  se  trouvent  vérifiées 
pour  /  =  o,  et  ainsi  l'on  obtiendra  les  valeurs  générales  de  E,  n,  'Ç  qui 
dépendront  seulement  de  1  et  de  t. 

Ce  n'est  pas  tout.  Si  les  valeurs  initiales -de  E,  n,  '(  et  de  leurs  déri- 
vées sont  proportionnelles  à  une  seule  exponentielle  népérienne  de  la 
l'orme 

de  sorte  qu'on  doive  avoir,  pour  /  =  o, 

(8)  l  =  Ae**,  »i  =  ifl,e*S  Ç  =  ©e**, 

1    .  d'i  ,.  dr\        „   ,  d'C        4  t 

(9)  ft  =  <o^,     Tt=t°u-     7l  =  Je  ■  j 

le  coefficient/-  pouvant  être  réel  ou  imaginaire,  les  valeurs  générales 

de 

'i,    -n,    ?, 

considérées  comme  fonctions  det,  devront  elles-mêmes  être  supposées 
proportionnelles  à  l'exponentielle  dont  il  s'agit.  Car  on  aura,  dans 
cette  supposition, 

D„s  =  fl£,      nvY,  =  k*,      d,ç  =  /,ç, 

ce  qui  réduira  les  expressions  symboliques 

V^,-r>     Vr>»     V".=»     V.).-'     V-.-*-»     V*.j> 
déterminées  par  les  formules' (.">),  (G),  aux  coefficients 

£,    D)1,    3&,    £,     £,    &, 
déterminés  par  les  équations 

,     \  oT       f  ('*)  +  /"(r)  cos2a  ,   ,        .        ,1 

1      >       m       ol        /"(/')  cos3  C0S7       ,    ,        s         .~| 
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et,  par  suite,  les  équations  (7)  du  §  IV  deviendront 

j  Df»5  =  C.Ç+  An  +  ^JS, 

j.i3)  Df2  •/?=<&£  +3ILïj  +  $Ç, 

Or,  si,  en  supposant  constants  les  coefficients  4^,  OÏL,  Dr,,  a\  ^,  a.,  on 
intègre  les  équations  (i3)  de  manière  à  remplir  les  conditions  (8),  (9), 
on  obtiendra  évidemment  des  valeurs  générales  de  '£,  r,,  'Ç  qui,  consi- 
dérées comme  fonctions  de  t,  seront  proportionnelles  à  l'exponentielle 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

("4)  «  =  A£  +  Bï3+CÇ, 

A,  B,  C  désignant  trois  coefficients  réels  ou  imaginaires,  et  si  d'ail- 
leurs on  choisit  ces  coefficients  et  la  constante  s  de  manière  à  vérifier 
les  équations  (  2  )  du  §  III,  savoir: 

j   (  £  —  s2)  A  +  A  B  -h  £  C  =  o, 

(  1 5 )  AA  +  (OÏL  - s2) g  +  $C  =  o, 

!  £A  +  £B  -+■  (3G  -  s2)C  =  o, 

on  tirera  des  formules  (i3) 

(l6)  D?8  =  *a8. 

Soient  maintenant 


w(0»   n(0 


les  valeurs  initiales  de 


7     tf* 

dans  le  cas  où  les  valeurs  initiales  de  ;,  n,  C  et  de  leurs  dérivées  sont 
déterminées  par  les  formules  (8),  (9).  On  aura 

(17)  Br(*)  =  (ÀJl.-f-Bi&  +  Ce)e**,         lf(v)         \(0  +  lît  +  i:i^'( 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(18)  m[*}  =  'Gck*,        n(x.)=  <?«**, 
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les  valeurs  de  t),  -(?  étant 

ig)  O  --  A  -i.  +  B  ob  -+-  CS,        <?  =  A  ©  -4-  BC  +  Ci, 

el  l'on  tirera  de  l'équation  (iG) 

fjk  t  -+-  s/  _)_  ^A  t,  —  St  f1        fjh  t  -i-  ,?f  _i_  gA  t  —  St 

iïo)  b  =  T3- h/    1?  -«?/, 

v  2/2 

>•  o 

j>ar  conséquent 
(ail  b  =  tD 


gAt  +  •?£  _i_  gAt. —  if  /•'      gAi  -Wf fJic  —  st 


2  s 


D'ailleurs  la  formule  (21)  pourra  encore  s'écrire  comme  il  suit 

AÇ  +  Bïj  +  CÇ=.fAJUH-BiR.+Ce 


gA  1  -+-  «  _|_  gA 1  —  st 


(22) 


g  Ai  -+- je  ^A  t  —  .?£ 

+  IA(D  +  BC  +  C3) 


Il  est  bon  d'observer  que  les  formules  (i5)  détermineront  générale- 
ment s2  et  les  rapports 

B        C 
V     A 

en  fonction  de  k,  la  valeur  de  s2  étant  fournie  par  une  équation  du 
troisième  degré 

(23)  F[k,s)  =  o, 

dans  laquelle  on  aura 

(  F(Ar,*)  =  «#-«*)(3rL-**)(X -*»)-*»  «,-*») 

24 1  ; 

f  -   ^2  (  Oit  —  *»)   __  &2  (  X  _  S2  j   +  2  (£5)^  . 

Or  de  l'équation  (23),  jointe  à  deux  des  équations  (i5),  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  aux  formules  (1 1)  ou  (i5)du  §  II,  on  déduira  en  géné- 
ral trois  systèmes  de  valeurs  de 

'  '     A'     A' 
et  comme,  pour  chacun  de  ces  trois  systèmes,  la  formule  (22)  établira 
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une  relation  linéaire  entre  les  variables  principales 

t,    ■/),     Z, 

on  obtiendra  en  tout,  entre  ces  mêmes  variables,  trois  équations  du 
premier  degré  qui  suffiront  pour  les  déterminer  complètement.  Les 
valeurs  de 

ainsi  déterminées  renfermeront  six  espèces  de  termes  qui  seront  res- 
pectivement proportionnels  à  six  exponentielles  de  la  forme 

eki,+s't        ehi,—  s't        eAx,-\-.s"t        eki,—s"t        ekc-i-s'"c        eb.—s'"t 

si  l'on  désigne  par 

s-,     s"-\     s'"- 

les  trois  valeurs  de  .s2  propres  à  vérifier  l'équation  (23);  et  elles  repré- 
senteront en  conséquence  les  sommes  des  six  valeurs  que  peuvent 
'acquérir  les  déplacements  symboliques  des  molécules,  correspondants 
aux  trois  axes  coordonnés,  dans  six  mouvements  simples  superposés 
l'un  à  l'autre  [voirie  §  III).  Les  plans  des  ondes  propagées  dans  ces 
mouvements  simples  seront  tous  parallèles  au  plan  invariable  repré- 
senté par  l'équation 

(  Q.5  )  c  =  O 

ou 

(26)  ax  -+-  by  -+-  cz  =  o; 

et,  parmi  les  six  mouvements  simples  dont  il  s'agit,  ceux  qui  corres- 
pondront à  une  même  valeur  de  s2,  par  conséquent  à  deux  valeurs 
de  s  égales  entre  elles  au  signe  près,  offriront  des  ondes  planes  qui  se 
propageront  en  sens  contraires,  mais  avec  la  même  vitesse,  cette  vi- 
tesse étant  le  rapport  numérique  entre  les  coefficients  de  y/-  -  1  dans 
la  valeur  de  s  et  dans  la  valeur  de  k. 

Si,  à  l'aide  de  la  formule  (21)  ou  (22),  on  voulait  calculer,  non  plus 
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les  valeurs  totales  des  variables  principales 

H,     ri,     K, 

niais  seulement  les  parties  de  ces  valeurs  qui  répondent  à  l'une  des 
trois  valeurs  de  s2,  il  faudrait  évidemment  supposer  l'expression 

«  =  A£  +  Bï3  +  CÇ 

déterminée  par  l'équation  (21)  ou  (22)  pour  cette  même  valeur  de  s-, 
et  réduite  à  zéro  pour  les  deux  autres. 
Remarquons  encore  que  si  l'on  pose 

-7)     '  .£=«, 

l'équation  (21)  pourra,  en  vertu  des  formules  (18),  être  réduite  à 

rofi-i-  bit)  -+-  tz(v  —  oit)       r'  n(t  -+-  oit)  -+-  n(i  —  &>o 


1 


b==W^  —  ,        .        ~V~ ^  "^         '        "'^  "       ^ ^tff 


«^  0 


On  arrive  à  la  même  conclusion  en  observant  que,  dans  le  cas  où  les' 

variables 

h    r<>    'C    «, 

considérées  comme  fonctions  de  r,  sont  proportionnelles  à  l'exponen- 
tielle 

ekx, 

on  a  identiquement 

(29)  D*B=/f2«, 

de  sorte  qu'alors  on  peut  écrire  l'équation  (iG)  sous  la  forme 

(3o)  D,28  =  co°-D^ 

ou 

Or  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3 1)  est  précisément  la  formule  (28). 
Quand  les  mouvements  simples,  propagés  dans  le  système  de  mole- 
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cules  que  l'on  considère,  sont  du  nombre  de  ceux  qui  se  propagent  sans 
s'affaiblir,  les  valeurs  de  k  et  de  s  n'offrent  pas  de  parties  réelles. 
Alors  la  valeur  de  w  que  fournira  l'équation  (27),  et  qui  sera  positive 
si  l'on  choisit  convenablement  le  signe  de  s,  viendra  se  confondre  ayee 
la  vitesse  de  propagation  i^>  des  ondes  planes,  en  sorte  que  la  for- 
mule (28)  donnera 

»(*.-+■  Q/i  -4-btU  — Qf)      /•'nu  +  QO-'-nft,  —  Qt)  , 

\ôï)  8  = h       /  Cit. 

Jo  2 


Si  d'ailleurs,  pour  chaque  valeur  de  s2,  les  valeurs  des  rapports 

fi       C 

.A'      Â\ 

tirées  des  formules  (i5),  sont  réelles,  on  pourra  prendre,  pour 

A,     B,     C, 
des  quantités  réelles  assujetties  à  vérifier  la  condition 

331  A2+B*+C2=r, 

et  les  trois  valeurs  de  a,  relatives  aux  trois  valeurs  de  s-,  représente- 
ront trois  déplacements  symboliques  d'une  même  molécule,  les  trois 
déplacements  effectifs  correspondants  étant  mesurés  parallèlement  à 
trois  axes  fixes  qui  se  couperont  à  angles  droits.  (Voir  le  Mémoire  Sur 
la  dispersion  de  la  lumière.) 

Lorsque  les  valeurs  initiales  des  variables  principales 

ï        r 

~t      nt      s 

et  de  leurs  dérivées  sont  fonctions  de  x  sans  être  proportionnelles  à  une 
seule  exponentielle  de  la  forme 

on  peut  du  moins  considérer  chacune  de  ces  valeurs  initiales  comme 
formée  par  l'addition  d'une  infinité  de  termes  proportionnels  à  de  sem- 
blables exponentielles.  Ainsi,  par  exemple,  si  la  valeur  initiale  de  ; 
est  donnée  par  la  première  des  équations  (2),  elle  pourra,  en  vertu 
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d'un  théorème  connu  (voir  les  Exercices  de  Mathématiques},  être  pré- 
sentée sous  la  forme 

(34)  ^  f    f  e*(i~p)v/~'?(pKp^- 

Si,  au  premier  instant,  il  n'y  avait  de  déplacements  et  de  mouvements 
produits  qu'entre  les  limites 


35)  t=i0, 


—  -i  > 


les  fonctions  ©(*),  '/.(O-  •••  devraient  être  supposées  nulles  hors  de 
ces  limites,  ce  qui  permettrait  de  réduire  l'intégrale  (34)  à  la  sui- 
vante 


(36; 


—    f        /     '«(«--PV-»  ?[p)(h(Ip. 


Des  remarques  précédentes,  jointes  ace  qui  a  été  dit  plus  haut,  il 
résulte  que,  dans  le  cas  où  les  valeurs  initiales  des  variables  princi- 
pales et  de  leurs  dérivées  sont  fonctions  d'une  seule  coordonnée, 
propre  à  représenter  la  distance  t  d'un  point  quelconque  (x,y,  z)  à 
un  plan  invariable,  les  vibrations  des  molécules,  au  bout  d'un  temps 
quelconque  /,  peuvent  être  censées  résulter  de  la  superposition  d'une 
infinité  d'ondes  planes  renfermées  dans  des  plans  parallèles  au  plan 
invariable  dont  il  s'agit. 

Il  nous  reste  à  déduire  des  formules  qui  précèdent  le  mode  de  pro- 
pagation de  ces  ondes,  pour  le  cas  où  on  les  suppose  primitivement 
renfermées  dans  une  tranche  très  mince  ou  dans  une  très  petite  por- 
tion de  l'espace.  Tel  sera  l'objet  des  paragraphes  suivants. 
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39. 
C.  R.,  t.  VIII,  p.  65g  (29  avril  i83g).  —  Suite. 

Soient  maintenant 

A',  B',  C;       A",  B',  C";       A"',  B'",  C" 

trois  systèmes  de  valeurs  de 

A,     B,     C, 

qui  correspondent  aux  trois  valeurs  de  s2  représentées  par 


s  ~ ,     j~7     s  "  5 


et  nommons 


les  valeurs  correspondantes  de  a.  On  aura 

I  B'  =  A'£  +  B'-/j  -hC'Ç, 
(34)  j  «,/  =  A"£-f-B%  +  C"£, 

[  «"  =  k"%  +  B'"77  +  C'"Ç. 

Supposons  d'ailleurs  que,  ces  dernières  équations  étant  résolues  par 
rapport  à  ç,  r,,  '(,  on  en  tire 

£  =  aV+a'V-f-a"V", 
yj^bV+b'V'+b'V", 

(  ^c'b'  +  cV  +  c'"»'". 

Comme  on  devra  obtenir  des  équations  identiques,  en  substituant  dans 
les  formules  (3^)  les  valeurs  de  c,  n,  'C  fournies  par  les  équations  (35), 
ou,  dans  les  formules (35),  les  valeurs  de  «',  «",  «'"fournies par  les  équa- 
tions (34),  on  aura  non  seulement 

,  a'A'  -f  b'B'  +  c'(7  =  1,      a"A'  -+-  b"B'  +  c"C  --=  o,     a'"  V  +  b'B'  -+-  c'"C  -    o, 

36       <   a'A"  +  b'B"  +  c'C"  =  o,      a" A"  -+-  b"B"  -4-  c"C"  ==  r ,      a'" A"  +  b'"B"  +  c"'C"       o, 

'   a'A"'  +  b'B'" 4-  c'C'"=  o,      a" A'"  +  b"B'"+  c"(7"=  o,      a'"A"'  +  b'«B'"  ■+-  q"'V!"  =  r, 
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niais  encore 

/  a'A'  +  a"A"+  a'"A'"==  . ,  b'A'  +  b"A"  +  b"'A'"=  o,       c'A'  -;   c"  A"  -i-  c'"  V"  =  o, 

37)      •   a'B'-i-  a"B"  -f-a'"B'"  =  o,  b'B'  -+-  b"B"  -+-  b"'B;"  =  >,       c'B'  +  c"B"  +  c"B*=o, 


'  a'C'-+-a"C,/  +  a/"C"/  =  o,      b'C  -+-  b"C".-f-  b'"C'"  =  o,      c'C  -    c"C"  -t-  c'"(7"  ==  1, 
<i,  en  vertu  des  formules   36),  on  pourra  regarder 

a',  b',  <•';       a",  b",  c";       a'",  1)'",  c'" 
comme  trois  systèmes  de  valeurs  des  constantes 

a,     b,     c 
assujetties  à  vérifier  l'équation 

(38)  aA  +  bB  +  cC  =  i 

avec  ileux  des  formules 

:  aV  +  bB'  +cC'=o, 

(39)  !  aA"  +  bB"-f-cC,/==o, 

'  aA'"+bB/"+cC"'=o, 

savoir,  avec  celles  de  ces  formules  qui  ne  contredisent  pas  l'équa- 
tion (38). 

Ainsi,  en  particulier, 

a',     b',     c' 

seront  les  valeurs  de 

a,     b,     c 

propres  à  vérifier   l'équation  (38)  avec   les   deux  dernières  des  for- 
mules (3g),  desquelles  on  tirera 

:  r,n\ 


l°i 


B"  C"  -  IV"  C"        C"  A"'  -  C"  A  "       A"  B'"  —  Y "'  B 


"  uni       t  m  n/'  ' 


de  plus,  comme  en  vertu  des  équations  (1 5)  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  vertu  de  la  formule  (i5)  du  §  III,  les  différences 

B"  (  7"  —  IV"  C" ,     C"  A"  -  C"  A" ,     A"  B'"  —  M"  B" 
seront  en  général,  et  lorsque  s"'1  différera  de  s'~,  respectivement  pro- 
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portïonnelles  aux  produits  des  différences 


par  les  coefficients 

%    l,    31 

et  par  les  expressions 


A  /' 


(J.,_stH:S)(J-,_x  +  «î 
il  est  clair  que,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 


»=«(^-«+?.)(^-**a.)(. 


1  ? 


Jl 


on  tirera  généralement  de  la  formule  (4°)»  jointe  à  l'équation    38  , 


i 


1 

n 

h 

]3- 
1 

I1L  — 

( 

.)ô  - 

-?)-k-f)   n(c-f)  (--f) 

,2  —  OÏL  H 4'-  —   )b  -i- 

i 

\j) 

-U 

lie 

(*     a)    (<•    *),„(«     fH*     «) 

H- 311  +  **                              H-X+? 
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Enfin,  comme  en  vertu  des  formules  (4 1),  "ffl,  OU,  U  seront  des  fonc- 
tions entières  et  symétriques  des  racines 

a'2,     s"2,     s'"2 

de  l'équation  (23),  par  conséquent,  des  fonctions  rationnelles  des  coef- 
ficients 

£,    3TL,     3T,,     %     i,     R, 

les  valeurs  des  produits 

a  A,     aB,     aC;     bA,     MB,     bC;     cA,     cB,     cC, 

el  par  suite  les  valeurs  de 

a  VA,     a\*>;     bXD,     b<?;     cO,     cv1'. 

déduites  de  la  formule  (42),  seront  évidemment  des  fonctions  ration- 
nelles de  .v2  et  des  coefficients 

£,    DU,     <Db,     $,     ^,     ,& 

qui  dépendent  uniquement  de  la  constante  /\ 

Concevons  à  présent  que,  dans  les  formules  (35),  on  substitue  les 
valeurs  de 


//  ,  //' 


que  fournit  l'équation  (20),  quand  on  pose  successivement 


*»  =  *'»,  *»  =  ***,  s-  =  s'"i; 


alors,  en  désignant  par 

bS>        "fis)        ~s 

les  parties  de 

l,    m,    K 

qui  renferment  l'exponentielle 

dans  laquelle  s  représente  l'une  quelconque  des  six  constantes 
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on  trouvera  généralement 


43 


les  valeurs  de 


X  =  ïs'  "+"  X-s'  "+"  £*''  +  £-*"  +  Xs'"  +  E -<'"' 
V)  =  TV  +"/}-«'  -+-  7Ji"  -+-  7}  s"  +  '//.s'"  4-  '0  -S'"y 

'Ç—'£s>-±-  K-s'  4-  Ci"  4-  Ç-.s"  4-  Ci'"  4-  £-i«, 


étant,  pour  chaque  valeur  de  s,  déterminées  par  la  formule 

(44)  ^  =  ?■  =  -  =  a© ekl  ~"  +  i  f  <?  ekl  _"  rf/> 

abc-  -,/0 

de  laquelle  on  tire 


[45 


Ç,=  ia(ock,—'f4-  /    <Ve^-5tdtY 


ïi,  =  i  b  (  O  ekl  -  "  +  /     <?  ekl  -  "  f// 


bi  —  ô  ^  \ 


Oe 


ki  — *f 


/'  t?ek 


v-"dt 


et  par  suite 

g,  +  £_,  =  a  f  V 


^.ki-t-if  _j_  ^ki—  ,vf  r*i       ekx,-hst  _j_  ekt—  i* 


ek^-(-if    ,    gki — if  /il       gki  -t-  ff  _|_  ^ki — st 


(       e^-t-st    ,    eki-— st  /»'       gki+if    ,    ^kc— if 

^  +  U  =  CtD -  4-  /     V  -  -  dt 


0 

r 

0 


7/ 


// 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


ek<. -h  cf  +  ^,ki— if  ^k.-+-if    _  ^ki  — if 

\t  —l  F  ==  a  I  O : \-  <? 

2  '2  S 

fc+W  +     k„-«  ki  +  if  _  ^kv-iC 

4: .'      '  vji  +  -/3_i=  b  (  o — h  <?  - 

2  2  5 


Ç,  +  Ç_,=  clt) 


k.-H^f     ,         kt-if  k.H-if  ,,k--if 

^ L_f __   +   t?  f 

•2  2  5 
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§  VI.  -      Sur  le  mode  de  propagation  des  ondes  planes. 

Parmi  les  mouvements  infiniment  petits  que  peut  offrir  un  système 
homogène  de  molécules,  on  doit  surtout  distinguer  ceux  dans  les- 
quels les  valeurs  initiales  des  déplacements  symboliques 

dépendent  uniquement  de  la  distance  x  à  un  plan  invariable  et  doivent 
satisfaire  aux  conditions  (8)  et  (9)  du  paragraphe  précédent.  Lorsque 
ces  mêmes  conditions  doivent  être  remplies  pour  /— o,  quel  que  soit  x, 
alors  les  valeurs  générales  de  i,  r,,  '(  se  trouvent  déterminées  par  les 
formules  (43),  (45)  et  (46)  du  §  Y;  et  par  suite,  comme  on  l'a  déjà 
remarqué,  le  mouvement  du  système,  au  bout  du  temps  /,  résulte  de  la 
superposition  de  six  mouvements  simples  dont  chacun  peut  s'éteindre 
pour  des  valeurs  croissantes  de  /  ou  deï,  ou  bien  encore  se  propager 
sans  s'affaiblir.  Ce  dernier  cas  se  présente  lorsque  les  valeurs  des  con- 
stantes 

y.    et    s 

n'offrent  pas  de  parties  réelles;  en  sorte  qu'on  ait,  par  exemple, 

:  /1  =  k  \/  —  1 ,  s  =  oj k  \—i, 

k  et  a)  désignant  des  constantes  réelles.  Alors,  les  conditions  (8),  (9) 
du  §  V,  qui  doivent  être  remplacées,  quel  que  soit  ï  ,  pour  /  =  o,  se 
réduisent  à 

[dl'~Qe  '  dt-CB  '         dt"ée 


' 


et  les  formules  (4)  du  même  paragraphe  qui  fournissent,  non  pas  les 
valeurs  totales  de 

mais  seulement  les  parties  de  ces  valeurs  qui  correspondent  à  l'une 


i 
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des  six  valeurs  de  s,  par  conséquent  à  l'une  des  six  valeurs  de  la  quan- 
tité 

(3)  »  =  £ 

deviennent 

-   ïî,  =  -ibMD«k^_4,.')Vc:7.+  f  ^ek(^-^)v'~  jT  I 
r,  =  ic    rjek^'t-&,Ov~+  T  #«*(*-»*)  V^rf/l 

t  désignant  une  variable  auxiliaire  à  l'égard  de  laquelle  les  intégra- 
tions s'effectuent  entre  les  limites 

T  =  O,  Z  =  t. 

Ajoutons  qu'en  vertu  de  l'équation  (3)  la  formule 

5)  F(/r,,)  =  o, 

qui  fournit  la  relation  entre  k  et  s  pourra  s'écrire  comme  il  suit 

(6)  F(/f,  (ok)  =  o, 

et  se  réduira,  si  la  fonction  F(/-,  s)  est  homogène,  à 

(;)  F(t,m)  =  6. 

Donc  alors  la  valeur  déco  deviendra  indépendante  de  la  valeur  attribuée 
à  X*.  Enfin,  si  les  trois  équations  des  mouvements  infiniment  petits  du 
système  que  l'on  considère  se  réduisent  à  des  équations  homogènes, 
les  produits 

aA,     aB,     aC,     bA,     h  15,     bC,     cA,     cB,     cC, 

et  par  suite  les  produits 

at),     a"C\     hV,     b<?,     ct>,     cV, 

seront  eux-mêmes  indépendants  de  la  valeur  attribuée  à  k,  en  vertu  de 
la  formule  (42)  du  §  V. 
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Si  l'on  désigne  par 

?M>    y»,    *(>)■    *(>)..    XM>    ^M 

les  seconds  membres  des  équations  (2),  c'est-à-dire  les  valeurs  ini- 
tiales de 

y      d\       dm      d'Ç 


Çj     'fl> 


<//  <//  f// 


que  fournissent  ces    mêmes  équations,   on   tirera    des  formules  (4), 
jointes  aux  équations  (19)  du  §  Y, 

£,  =         £a[Acp(t  --  &>*)  +  B  x(t  —  at)  +  C  ip(t  ~  &>0J 

I    |  a  [  A  <1>  (  k  -  wt  )  -4-  B  \  c  -  wt  )  +  C  lF  (  t  -  wt)]  dr, 


-+- 


ms  — 


î-b[À9(t  —  w/)+  B-/(t  —  w/)  4-  C^(t  —  wO] 


.  < 


h-  ^  ^b[AO(i--«;]  -h  BX(t— wt)  +  CY(*— uT)]rfr, 

£ç  =  ±c'[A  9(t  —  ûi f)  +  B/jt  —  6>0  -KCib  (t  —  «0] 

-h  C  le  [A  <I»  (  1  -  wt)  +BX(i-  wt  )  + .  C  «F  (  t  -  wt)]  rfr. 

«-  0 


Supposons  maintenant  que  les  conditions  (2)  doivent  se  vérifier  pour 
/  =0,  non  plus  quel  que  soit  x,  mais  seulement  entre  les  limites 


I9i 


M), 


'  I 


Pour  tenir  compte  de   cette  dernière  circonstance,  il  suffira  de  rem- 
placer, dans  les  formules  (2),  l'exponentielle 


ekx  y'  —  j 


par  l'intégrale  définie 
ro 


2- 


«'  —  00   v  v 


'(i-pJv/^^W-1  (/.J(/o, 


qui  possède  la  double  propriété  de  se  réduire  à  cette  exponentielle, 
quand  t  reste  comprise  entre  les  limites  dont  il  s'agit,  et  de  s'évanouir 
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2/o 


quand  ï  est  située  hors  de  ees  limites.  Or  cela  reviendra  évidemment  à 
remplacer  l'exponentielle 


■Mv  — < 


par  une  somme  composée  d'un  nombre  infini  de  termes  proportionnels 
à  d'autres  exponentielles  de  la  forme 


.01  V—i 


le  coefficient  de  chacune  de  ces  dernières  étant  lui-même  une  expres- 
sion de  la  forme 


1  A,  f  ' 


;(k-U)PV       -ldpf 


et  A-j  désignant  un  accroissement  infiniment  petit  attribué  à  la  variabh 
auxiliaire  u.  Donc  alors,  si  l'on  représente  toujours  par 


les  parties  de 


qui  correspondent  à  une  racine  s  de  l'équation  (5),  on  devra,  aux  for- 
mules (4),  substituer  les  équations 


ls  = 


-fis- 


,") 


~  I  '\-a-<>cu^  "WT-pK-"ek/>\  -ldrdvdp, 

2':      .'„  •/_     OC     l/, 

U 

i^  f  [±bXDeu^-<at-P^-*ekP\/-Idvdp 

/       I       i b <?  ew  ' l  ~  WT _ P )  v/Zr?  ^  ^  </t  dv  dp . 


»     /■»  i. 


~  0 

-^Z    f     f      f  '  U^e^-^-^'-'^P^'dxd-jdr,, 
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en  considérant  toujours  a,  b,  c,  A,  B,  C,  par  conséquent  o  et  <?, 
comme  fonctions  des  coefficients  /-  et  s,  et  supposant  ces  coefficients 
déterminés,  non  plus  par  les  formules  (i),  mais  par  les  suivantes 


1*2 


\/-', 


=  tou  y  —  i . 


Lorsque  les  trois  équations  des  mouvements  infiniment  petits  se  ré- 
duiront à  des  équations  homogènes,  alors  la  valeur  de  oj  et  celles  des 

produits 

au,     a<?;     bt>,     b<>;     et',     cÇ 

seront,  dans  les  formules  (i  i),  indépendantes  de  u;  et  par  suite  les  in- 
tégrales doubles  relatives  aux  variables  auxiliaires  p  et  u,  dans  ces 
formules,  seront  proportionnelles  à  l'une  des  expressions 


Ov 


kPV->  dvtlo, 


±-j      j     ><*-.<-, 

i     /*  ■    /»\  

—      j  j  e«(V-»T-pi/-Iekp/-Irfurfp 

0 

qui,  pour  des  valeurs  réelles  de  o>,  se  réduisent  à  zéro  ou  aux  deux 
exponentielles 

ek{x,  —  ut)\/—if      #k(v — û)t)v— i,   . 


suivant  que  les  différences 


l  —  fiit, 


oi- 


se  trouvent  situées  ou  non  hors  des  limites  t0,  ■<,.  Donc  alors  les  va- 
leurs de 

%$)      'fis,      'Cs 

se  réduiront  à  celles  que  fournissent  les  équations  (4)  quand  on  con- 
vient de  remplacer  par  zéro  chacune  des  exponentielles 


,k(v—  «OV 


.,k(v—  «t)v  — ' 


toutes  les  fois  que  le  coefficient  de  y1—  i  d#ns  l'exposant  est  situé  hors 
des  limites  t0,  ï,.  En  conséquence,  si,  les  équations  des  mouvements 
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infiniment  petits  étant  homogènes,  les  valeurs  de  w  fournies  par  l'équa- 
tion (7)  sont  réelles,  les  formules  (11)  donneront:  i°  pour*  >*,  -h  w/, 

(i3)  ls~o,         /is=o,         Ks  =  o; 

2°  pour  X  <ï0  -f- w/, 


tandis  que,  pour  des  valeurs  de  t  comprises  entre  les  limites 

(  1 5  )  t  =  t,o  4-  oit,         i^^+Mf, 

les  mêmes  formules,  jointes  à  la  seconde  des  équations  (1),  donneront 


H,  =  iat3ckC,--B0/->  +  4  a? 


, 


(16)  •/is=îbïïek^Ov->  +  ib<? 


5 


et,  par  suite, 

ls  +  ls=  |am  +  —  1  ckCt  +  Mtj/^ï  +  ia  ftD  —  —  Jek(^— «O/11», 

{  ■/iî  +  '/]._(=!bm+  _|ek(c+aj)/^  +  'b(t)—  — )  et(t  —  «Ov  =rî, 
ls+  'C-s  =  î  c  (  O  h ]  eMu-wOv'— : '  +  r,  c(  v)  —  —  jeKt-—  «Ot  —  '-. 

Or,  en  vertu  des  formules  (i3),  (i4)>  l1^)  e^  (F7)>  jointes  aux  for- 
mules (9)  du  §  V,  il  est  clair  que,  dans  l'hypothèse  admise,  le  mouve- 
ment imprimé  au  premier  instant  au  système  de  molécules  donné 
pourra  être  considéré  comme  résultant  de  la  superposition  de  six 
mouvements  simples,  dont  chacun,  répondant  à  l'une  des  six  valeurs 
de  s  ou  de  o>,  se   propagera  dans  l'espace  avec  une  vitesse  équiva- 
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lente  à  la  valeur  numérique  de  o>,  et  se  trouvera  renfermé,  au  bout  du 
temps  /,  dans  l'épaisseur  de  la  tranche  mobile  comprise  entre  les  plans 
parallèles  représentés  par  les  équations  (i5),  de  manière  à  offrir  nn 
système  d'ondes  planes  qui  ne  s'étendront  point  au  delà  de  la  tranche 
dont  il  s'agit.  Si  au  premier  instant  les  molécules  comprises  entre  les 
plans  que  représentent  les  équations  (9)  se  trouvent  déplacées,  en 
sorte  que  leurs  vitesses  initiales  se  réduisent  à  zéro,  alors  •ç  étant  nul, 
ainsi  quecO,  C,  3,  les  formules  (i/j)  coïncideront  avec  les  formules  (i3), 
et  par  suite  les  déplacements  des  molécules  relatifs  à  l'un  des  six  mou- 
vements simples  s'évanouiront,  au  bout  d'un  temps  quelconque  /,  en 
deçà  comme  au  delà  de  la  tranche  mobile  correspondante.  Si  au  con- 
traire les  vitesses  initiales  des  molécules  diffèrent  de  zéro,  les  va- 
leurs de 

\s,      '1s,      Ks, 

déterminées  par  les  formules  (i4)>  cesseront  généralement  de  s'éva- 
nouir; mais  du  moins  elles  resteront  indépendantes  du  temps,  et  par 
suite,  au  bout  d'un  temps  quelconque  /,  les  mouvements  vibratoires 
qui,  étant  relatifs  à  l'un  des  mouvements  simples,  n'existeront  point 
encore  dans  la  portion  du  système  située  au  delà  de  la  tranche  mobile 
correspondante,  n'existeront  plus  dans  la  portion  située  en  deçà  de 
cette  même  tranche;  de  sorte  que,  dans  cette  dernière  portion,  le  dé- 
placement d'une  molécule  située  à  la  distance  t  du  plan  invariable,  ou 
plutôt  la  pai'tie  de  ce  déplacement  qui  se  rapporte  à  l'un  des  mouve- 
ments simples,  conservera  constamment  la  valeur  qu'elle  acquiert  à 
l'instant  où  l'on  a  i  =  x(s  -Mo/,  et  par  conséquent 

■■«)  '=—■ 

Concevons  à  présent  que  les  valeurs  initiales  de 


dl      dr,       de 

r 

étant  nulles  hors  des  limites 


dl       al        dl 


l0,     .  I  =  1|; 
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diffèrent  de  zéro  entre  ces  mêmes  limites  et  se  trouvent  représentées, 
pour  une  valeur  quelconque  de  y,  par  les  fonctions  discontinues 

?(*),    />),    «KO.    *(*).    x(0>    ¥(*.). 

Chacune  de  ces  fonctions,  la  première  par  exemple,  pourra  être  consi- 
dérée comme  une  somme  de  termes  proportionnels  à  des  exponentielles 
imaginaires  de  la  forme 

puisque  l'intégrale  définie 


T9)  —  /      ^^^-XplrfWp, 


1/    _  »      «/   l 


qui  en  réalité  représente  une  somme  de  termes  proportionnels  à  des 
exponentielles  de  la  forme 

e-jx\/—  1 

possédera  la  double  propriété  de  se  réduire  à  o(x)  entre  les  limites 

et  de  s'évanouir  pour  des  valeurs  de  x  situées  hors  de  ces  limites.  Cela 
posé,  les  raisonnements  à  l'aide  desquels  nous  avons  établi  les  for- 
mules (4)  conduiront,  dans  le  cas  présent,  aux  équations 

.7-    /      /       /    '  h  a  [A  $  (p)  4-  B  X  (p)  +  C  V  (p)>u>  ~  WT  ~rf  *  =  '  r/r  tfu  </p , 

^  /      |      /    èb[AO(p)-4-BX(p)+C1F(p)>^-WT-'9-V/';=7f/Tr/u</p, 


(20 

M 

■>  — 


»'=t"    /        /        ^c[Acp(p)-i-Bx(p)-4-C^(p)Jeu^-w'-/'V—</uc/p 
+  —    f     /       /    's  c[A<ï>(p)+  B  X  |  p)  +  C  VF  p  ]ev  ^  -  WT  ~à  \/"ldr  du  do  : 
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les  valeurs  de  k  et  de  s,  que  renfermeront  les  produits 

aA,     aB,     aC,     bA,     bB,     bC,     cA,     cB,     cC, 

étant  déterminées  parles  formules  (12).  Si  d'ailleurs,  les  équations  des 
mouvements  infiniment  petits  étant  homogènes,  les  valeurs  de  o>  four- 
nies par  l'équation  (7)  sont  réelles,  les  formules  (19)  se  réduiront  aux 
équations  (8),  dans  lesquelles  les  fonctions 

<p(v  —  (ùt),     xl*-^')»     ^(l  —  at)> 
ou 

$(v  —  »t),     X(i-wt),     lF(v  —  cor), 

s'évanouiront  pour  des  valeurs  de  la  différence 

t  —  ut       OU       c  —  0)T 

situées  hors  des  limites 

*-  0  >    M. 

Or  les  formules  (20)  donneront  :  i°poui'ï  >*,  H-w/,  les  équations  (i3), 
20  pour  x  <ï0  +  co/, 

1  h  =  f  ^a[A$(t  -  wt)  +  BX(^  -  cor)  +  Cf(i  -  w)J  rfT, 


[  &  = , 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  les  fonctions  discontinues 

0(t  -wt),    X(  ■  -  wt),     f(t-wt) 
s'évanouissent  dès  que 

devient  inférieur  à  r0, 


:  f         £a[À$(«,  — û>t)+BX(i  -cor)  4-CvF(^-cot)](/t, 
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puis,  en  supposant  que  l'on  écrive  p  au  lieu  de  x  —  o>t, 

ls=l-    r|a[A*(P)+BX(p)  +  CY(p)]^, 
(23)  P'=^  jP*btA*(P   +BX(p)  +  GY(p)]rfp, 

5,=  !   ric[A*(p)  +  B.X(P)  +  CY(p)irfp. 
M  «A, 

Les  formules  (20)  et  (2.3)  comprennent,  comme  cas  particuliers,  les 
formules  (1 1)  et  (i4)  (lesquelles  on  les  déduit,  en  considérant  un  mou- 
vement infiniment  petit  dont  les  équations  renferment  les  seules 
variables*  et  t,  comme  résultant  de  la  superposition  d'une  infinité  de 
mouvements  simples  correspondants  à  des  ondes  planes,  dont  les  plans 
sont  parallèles  à  celui  que  représente  l'équation 

(M)  l  =  0- 

On  conclut  d'ailleurs  des  formules  (8),  (i3)  et  (23)  que,  dans  l'hypo- 
thèse admise,  les  seules  portions  du  système  moléculaire  qui  offriront, 
au  bout  du  temps  t,  des  molécules  douées  de  mouvements  vibratoires 
seront  les  six  tranches  comprises  entre  les  systèmes  de  plans  parallèles 
que  peuvent  représenter  les  formules  1  .">),  quand  on  attribue  à  w  l'une 
des  six  valeurs  propres  à  vérifier  l'équation  (7).  Les  parties  des  dépla- 
cements moléculaires  qui  seront  relatives  à  une  seule  valeur  de  w,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  à  un  seul  mouvement  simple,  et  qui,  en  vertu 
des  formules  (i3),  seront  nulles  au  delà  de  la  tranche  correspondante, 
se  réduiront  en  deçà  de  la  même  tranche,  soit  à  zéro,  soit  à  des  quan- 
tités constantes  et  indépendantes  du  temps,  suivant  que  les  vitesses 
initiales  des  molécules  primitivement  déplacées  seront  nulles  ou  dif- 
férentes de  zéro. 

Si  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  ne  sont  pas  homo- 
gènes, les  valeurs  de 

vi         Y 

->»        Ost        hS> 

fournies  parles  équations  (20),  ne  deviendront  plus,  en  général,  indé- 

OEuvresdeC.  —  S.  I.  t.  IV.  36 
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pendantes  du  temps  pour  des  valeurs  de  ï  situées  hors  des  limites 

v0  +  «',     1 1  +  m  /  ; 

et  par  suite  les  mouvements  vibratoires  des  molécules,  ceux  même  qui 
correspondent  à  une  valeur  donnée  de  k,  ne  seront  plus  renfermés,  au 
bout  du  temps  t,  dans  les  six  tranches  terminées  par  les  systèmes  de 
plans  parallèles  que  peuvent  représenter  les  formules  (i5).  Toutefois 
les  mouvements  vibratoires  des  molécules  placées  en  dehors  de  ces 
tranches  pourront  être,  dans  une  première  approximation,  négligés 
pour  des  ondes  planes  correspondantes  à  des  valeurs  données  de  k  et 
de  w,  si  la  valeur  de  <o  est  réelle,  et  si  d'ailleurs  les  équations  des 
mouvements  infiniment  petits  se  déduisent  d'équations  homogènes  par 
l'addition  de  termes  dont  les  coefficients  soient  très  petits,  comme  ii 
arrive  quand  la  lumière  se  propage  à  travers  un  corps  diaphane.  Mais 
alors  même  l'épaisseur  de  la  tranche,  hors  de  laquelle  les  vibrations 
seront  peu  sensibles,  ne  pourra  être  censée  constante  et  indépendante 
du  temps  que  pour  une  seule  espèce  d'ondes  planes  correspondantes  à 
une  valeur  déterminée  de  a>,  par  exemple,  dans  la  théorie  de  la  lumière, 
pour  un  rayon  de  couleur  donnée;  et  lorsque  des  ondes  planes  corres- 
pondantes à  une  infinité  de  valeurs  diverses  de  o>  se  propageront  simul- 
tanément, l'épaisseur  de  la  tranche  hors  de  laquelle  les  vibrations 
seront  peu  sensibles,  loin  d'être  constante,  croîtra  sans  cesse  avec  le 
temps.  Ajoutons  que,  dans  le  cas  où  les  équations  des  mouvements 
infiniment  petits  cessent  d'être  homogènes,  les  mouvements  vibratoires 
se  progagent,  en  général,  instantanément  jusqu'à  une  distance  infinie, 
ou  plutôt  jusqu'aux  extrémités  du  système  de  molécules  donné;  de 
sorte  que,  le  temps  venant  à  croître  à  partir  de  £  =  o,  les  molécules 
placées  à  de  grandes  distances  de  la  tranche  primitivement  ébranlée 
se  déplacent  immédiatement  et  acquièrent  des  vitesses  qui,  quoique 
fort  petites,  ne  sont  pourtant  pas  rigoureusement  nulles. 
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40. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  719  (i3  mai  i83g).  —  Suite. 

Addition  aux  §§  V  et  VI.  —  Réduction  des  formules  établies 

dans  ces  paragraphes. 

Les  formules  établies  dans  les  paragraphes  précédents  peuvent  en- 
core être  simplifiées  comme  on  va  le  voir. 

Puisque  l'équation  (23)  du  §  V,  résolue  par  rapport  à  s'-,  donne  pour 
racines 


5"-',       ***,       S'"l, 


il  est  clair  que  le  produit 


y*-^](*'s-î»)(*"*-«>), 


dont  le  développement  renferme  le  terme  —  s0,  sera  équivalent  au  se- 
cond membre  de  l'équation  (24)  du  même  paragraphe,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  à  la  différence  entre  le  premier  et  le  second  membre 
de  l'équation  (16)  du  §  III,  multipliée  par  le  produit  des  quatre  déno- 
minateurs 

^       <£  a>  ai  c 

On  aura  donc  identiquement 

/  («'*  —  *2)(*"2  —  *»)(*«'»  —  *» 

1       j    =(--^f)(— f)(— s#), 

la  valeur  de  <s  étant 

■$_&  A$  <£^ 

,  .  "¥"  "9"  IftT 

(a)  3   =  
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Si  l'on  fait,  pour  abréger, 


(3; 


f 


DK>  — 


m,      k---£  =  u, 


les  formules  (Y)  et  (2)  deviendront 


M) 
(5) 


s'-2_s-2)(s"-2_s2\(s"'2_s-2 


T 


(**— f}'(*«  — Jfl)(*a  — tt)g, 


A. 


s2  —  C       s2  —  ill 


tt 


puis,  en  remplaçant  successivement  s-  par  chacune  des  lettres 

C,    ill,    tt, 

on  tirera  des  formules  (4)  et  (5),  après  avoir  l'ait  disparaître  dans  la 
formule  (5)  les  dénominateurs, 


6) 


(/*-£)  (S"2-c; 


(*'2  -  i«)  (i"2—  m)  (*»*—  .m)  = 


s'2— n)   s"2— tt)  fi'"2—  u)  = 


$  1* 


«n 


-ill)    (*- 

tt)  (ill- 

C)     (tt- 


in  . 


Cela  jtosé,  les  formules  (40  du  §  V  deviendront 


(7) 


(û  =  -^ivr(iii  -  11)  (c    -iii), 
ïi  =_  <%«  —  c)  (iii-  ni, 


et,  par  suite,  la  formule  (42)  du  même  paragraphe,  jointe  aux  équa- 
lions  (ij),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  formule  (id)  du  $  III, 
donnera 


(s; 


Donc  si  l'on  choisit 


b       c 


A        B       C        A2  +  B2  +  C2 


A,     B,     C 


EXTRAIT  N°  ItO.  285 

de  manière  à  vérifier,  non  seulement  la  formule 

A  B  C 


9 


3j)\       \       /        c'iia1 \        /        y?^ 


mais  encore  la  suivante 

(io)  a.2+B2+C2=ï, 

on  aura  simplement 

(ii)  a  =  A,         b  =  B,         c  =  C. 

En  conséquence,  les  équations  (45)  du  §  V  pourront  s'écrire  comme  il 
suit 

'  2       V  ■>•  ■  '  J 


'Çs=  -  C(  l')e*i  -«  + 


/       <?C*i-    srrfr    j, 


t  désignant  une  variable  auxiliaire  à  l'égard  de  laquelle  les  intégrations 
s'effectuent  entre  les  limites 

T  =  O,  X  =  /. 

Au  reste,  on  peut  arriver  directement  aux  équations  (12)  de  la  manière 

suivante. 

Soient 

V,     B',     C;         V,     B",     C";  V,     B"\     C" 

trois  systèmes  de  valeurs  de 

A,     B,     C, 

correspondants  aux  trois  valeurs  de  s-  représentées  par 

s'«-,     s">,     s'1'*, 
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et  choisis  de  manière  à  vérifier,  non  seulement  la  formule  (9),  mais 
encore  l'équation  (10).  Si  l'on  nomme 

les  valeurs  correspondantes  de  a,  on  aura 

/  «'  =k'l  -f-B'-/j  +CÇ, 
(i3)  !  *"=k"l  +  W-n  -hC'K, 


>0'"=k"'l  4-By/,y]  4-C'"£. 

D'autre  part,  si  l'on  combine  entre  elles  par  voie  d'addition  les  for- 
mules (i5)  du  §  V,  respectivement  multipliées  par 

A,     B',     C\ 
on  en  tirera 

(  £AA'-+-31LBB'+^CC'4-#(BC/-+-B'C)4-  ^(CA'+C'A)  +  *.(ÀB'-+-  A'B) 
'      (       =52(AA'  +  BB'  +  CC'). 

Or,  v2  étant  censé  représenter,  dans  la  formule  (i4),  l'une  quelconque 
des  trois  racines 

c'2  c''^  (.HI2 

le  premier  membre  de  cette  formule  ne  sera  point  altéré  quand  on 
changera  s'2  en  s'2  et  réciproquement.  Donc  le  second  membre  devra 
remplir  la  même  condition,  et  l'on  aura 

s2  (  AA'  -+-  BB'  +  CC  )  =  s'2  (  A  A'  -4-  BB  -+-  CC  ) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

.5)  (s2  — ^(AA'  +  BB'+CC'^o. 

Si,  dans  la  formule  (i5),  on  pose  s  =  s',  on  obtiendra  une  équation 
identique;  mais,  si  l'on  prend 

s=  s  ou         s  =  s  , 

et  si  d'ailleurs  s"-,  s""2  diffèrent  de  s'-,  la  formule  (i5)  donnera  succes- 
sivement 

À'A"-4-B'B'  +  C'C*=o, 

A'A"/+B'B'"+C'C'"=o. 
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On  trouvera  de  même 

A"A'"+B"B'"+C"C'"=o; 

et,  en  joignant  les  trois  formules  qui  précèdent  à  celles  que  comprend 
l'équation  (10),  on  aura  définitivement 

A'-  -+-  B  2  -+-  C'2  =  . ,         A"  A'"  -f-  B"B"  +  C"C"  =  o, 

(16)  A"2+B^+C"2==i,        A"'A' -+-B"'B',+  C"'C'==o, 
f  A'"2  -i-  B'"2  +  C'"2  =  i ,         A'  A"  -+-  B'  B"  +  C  C"  =  =  o. 

Or,  il  résulte  de  ces  dernières  qu'on  vérifiera  les  formules    i)    en 

posant 

/   £  =AV  +  A"h"-+-A'V, 

(17)  /;=BV  +  EV  -+-CV", 

f  Ç  =  CV  -+-CV  -+-  C"'«'"; 

car,  si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  de  c,  r,,  '(  dans  les  seconds 
membres  des  formules  (i3),  ils  se  réduiront  identiquement  à 

en  vertu  des  équations  (i6).  Donc  les  formules  (i3)  entraînent  les  foi- 
mules  (17)  et  réciproquement.  Donc,  les  formules  (17)  devant  être 
vérifiées  par  les  valeurs  de  »',  a",  v'"  tirées  des  formules  (i3),  on  aura 

encore 

A' -  -h  A"*  +  A'"2  =  1 ,         B' C  +  B"  C"  +  B'" C"  =  0, 

(18)  !  B' 2  -4-  B"2  h-  B'"2  ==  1-,        C  A'  -f-  C"  A"  +  C"  A""  =  o , 
(  C'a  4-  C"2  +  C'"2  =  1 ,         A'  B  +  A"  B"  +  A'"  B'"  =  o  ; 

et  les  formules  (16)  entraîneront  toujours  les  formules  (18).  Pour  ar- 
river directement  à  cette  conclusion,  dans  le  cas  où  les  systèmes  de 
valeurs  de  A,  B,  C  propres  à  vérifier  les  formules  (9)  et  (iq)  restent 
réels,  il  suffit  d'observer  qu'alors,  en  vertu  des  formules  (16  . 

A',     B',     C;         A",     B",     C";         A'",     B'",     C" 

représentent  les  cosinus  des  angles  formés  par  un  premier,  un  second 
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et  un  troisième  axe,  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  avec  les  axes  rec- 
tangulaires des  x,  y,  z,  et  qu'en  conséquence 

A',     A",     A'";         B',     B",     IV";        C,     C",     C" 

représentent  les  cosinus  des  angles  formés  :  i"  par  Taxe  des  x\  i°  par 
l'axe  des  v;  '5°  par  l'axe  des  z,  avec  trois  axes  rectangulaires  entre  eux. 
Pour  retrouver  maintenant  les  équations  (12),  il  ne  restera  pins  qu'à 
substituer  dans  les  formules  (17)  les  valeurs  de  a 

que  fournit  l'équation  (20)  du  $  V,  quand  on  pose  successivement 
Alors,  en  désignant  toujours  par 

C.î,  V/  Ç,  L..Ç 


les  parties  de 

qui  renferment  l'exponentielle 


i,  -o,  ç 


i'l-M 


dans  laquelle  s  représente  l'une  quelconque  des  six  constantes 


O      ,  O      ^  O        •,  O        t,  O        •,  *        J 


on  tirera  évidemment  des  formules  (17 


1 


Ç  — '-  Cs'  ■+■  c,— 


c'  -t-  îc"  -H  ;_c"  H-  .-,/" 


1 


les  valeurs  de 


Z,$>      'fl.f,       Ls 


étant,  pour  chaque  valeur  de  s,  déterminées  par  la  formule 

(20)  *£=£=  £=*©«**-'<  +  */''<?«*'      'w/r, 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  équations  (12).  Si  d'ailleurs  on  a 
égard  aux  formules  (19)  du  §  Y,  on  reconnaîtra  que  les  équations  (12) 
peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

/  r' 

1  "  0 

2I)   ;  ns=^B{AX-hB^-hCe)ekx—st-i-        ±B(Aaa  +  B£  +  Cî)eAl-J7f/:, 

Ç,=  ^C(A,l)  +  BDL-f-CS)eK"^+  /    £  C(  A®  -+-  BC  +  C#)e*1  -"  tfr. 

Les  équations  ([2)  011(21)  supposent  que  les  valeurs  de  A,  B,  C  sont 
assujetties  à  vérifier  simultanément  les  formules  (9)  et  (10).  Si  elles 
étaient  seulement  assujetties  à  vérifier  la  formule  (9),  alors,  dans  les 
équations  (45)  du  §  V,  on  devrait  attribuer  aux  constantes 

a,     b,     c 

les  valeurs  que  déterminent,  non  plus  les  formules  (11),  mais  la  for- 
mule (8),  c'est-à-dire  que  l'on  devrait  dans  les  équations  (12)  et  (21) 

substituer  aux  constantes 

A,     B,     C 

les  rapports 

A B  C 

A-  +  B-  +  C-'      A- 4- B- +(.;-*     A2  +  B-'4-C2' 

On  aurait  donc  alors 

A^  +  Bid  +  ce  kv_st     r' ,     A(o  +  Be  +  r:-f  At 

"•«-s»     A*  +  B*-M>*     e  +/     -        A*  +  B*+C*    c  ""' 


A.i,H-BiP.,  +  C3    kL_st 


/■',      Aft)  +  Bl  +  C-f   ,, 
■/     ^     A'  +  B'  +  C* 


Enfin,  si  l'on  suppose,  comme  ci-dessus, 

A,     B,    C 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  IV.  >7 
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déterminés  par  le  système  des  formules  (9)  et  (10),  on  pourra,  dans  les 
diverses  équations  que  renferme  le  §  VI,  remplacer  les  coefficients 

a,    b,     c 

par  les  coefficients 

A,     B,     C, 

qui  sont  égaux  aux  trois  premiers,  en  vertu  des  formules  (11).  Ainsi, 
par  exemple,  les  équations  (4)  du  §  VI  donneront 


'3) 


«'0 

«  0 
,,  t  

«A 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

-;,  ==  4  A  (A  ,1,  +  B  ift,  +  C  S)  ek  (l  -  w  0  V^  +  f   l  A  (  A  ÛB  +  B  C 

•-  0 

(  •/;,  =  *  B  (A  X  +  B  iP„  +  C3)ek^w')v'~+  /    ±  b  (  A  CD  -+-  B  C 

do 

Ç,  =  £C(ÀA-+-Bia,  +  Ce)ek(«--«0/-'  +  f  ±C(A<D  +  BC- 

•A 


C^)ek^-MT^~I  dx 


£  VIL  —  Intégrales  générales  des  équations  qui  représentent  les  mouvements 
infiniment  petits  d'un  système  homogène  de  molécules  sollicitées  par  des 
forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle. 

Les  formules  (21),  (22),  (23)  ou  (24)  des  pages  289  et  290  repré- 
sentent seulement  des  intégrales  particulières  des  équations  (7)  du  §IV, 
dans  le  cas  où  les  sommes  (4),  (5)  du  §11  offrent  des  valeurs  constantes. 
.Mais  la  méthode  par  laquelle  nous  sommes  parvenus  à  ces  intégrales 
particulières  fournira  encore  les  intégrales  générales  des  mêmes  équa- 
tions dans  le  cas  dont  il  s'agit,  par  conséquent,  les  intégrales  générales 
d'un  système  homogène  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'al- 
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traction  ou  de  répulsion  mutuelle,  si  l'on  commence  par  transformer  les 

valeurs  initiales  de 

..       de       <ic\        d'C 

4'  '"'   -'   di'  d~r   d? 

c'est-à-dire  les  fonctions 

(»)  o{x,y,z),     x{x,y,z),     ty[x,y,z),     ${x,y,z),     \(x,y,z\,     W(x,y,z), 

en  sommes  de  termes  proportionnels  à  des  exponentielles  imaginaires. 
Or,  cette  transformation  peut  toujours  s'opérer.  Car,  en  vertu  des  for- 
mules connues,  on  aura  par  exemple 


dldv  d'j.</\  dvdv* 
2  7T       2  7:        >.  r. 


[)     v(x,y,z)  =  Il  eW^y+^-A+*'^M-'9(l,tL,v] 

*-■  X     *'    — x      «^    —  OC     *'   X      *-     X      ^     —oc 

et  comme,  en  posant,  pour  abréger, 

(  3  )  U  V^—  I  =  U,       V  d—  I   =  V,       \Y  d—l—  «', 

on  réduit  la  formule  (2)  à 

il  est  clair  que  la  fonction  arbitraire 

o{x,y,  z) 

pourra  être  considérée  comme  résultant  de  l'addition  d'une  infinité  de 
termes  proportionnels  à  des  exponentielles  de  la  forme 

e  J 

11  y  a  plus  :  comme,  en  vertu  des  formules  (3),  on  aura 


u  x  +  vy  -+-  w  z  =  (tj+  y  y  -+-  w  z  )  d —  1 , 
si  l'on  pose,  pour  abréger, 


et 


(i  u  x  -+-  y  y  ■+-  "W z  =  k  »,, 
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la  valeur  numérique  de  t  exprimera  la  distance  du  point  [x,  y,  z)  au 
plan  que  représente  l'équation 

(  7  )  u  x  -+-  y  y  -+-  wz  —  <> 

(fiiand  on  regarde 

r,     v,     w 

comme  constantes,  et  l'on  trouvera 

(8)  e»-r-wy-M»'*=el"V— *, 

; 9)    cp  [x,y,  z  \    =  /       |      /     ek m  '~  /       /       /     e-ul-vp  -w, o  [  1,  a,  v )  ch  d\  d\\  '  '^''/  ■ 

■^    —  00   "'—  00    ^  —  «  "  —  X     "   —»     ^  —  <t>  '  ' 

Concevons  d'ailleurs  qu'en  prenant  pour 

des  fonctions  de  w,  c,  iv  déterminées  par  les  formules  (3),  (4)  du  §111, 
on  prenne  pour  .9  une  racine  de  l'équation  (12)  du  même  paragraphe, 
c'est-à-dire  de 

(10)  F  (m,  v,  w,  s)  =0, 

et  que  l'on  détermine 

A,     C,     C     . 

en  fonction  de 

11,     <',     "',     s, 

par  les  formules  (9),  (10)  de  la  page  285.  Enfin  supposons,  comme 
dans  le  §  VI, 


(11)  k  =  kv/—  ', 

(12)  a,  =  j . 

Dans  le  cas  où  l'on  supposera  constantes  les  sommes  (4)  et  (5)  du  §11, 
la  valeur  générale  de  chacun  des  déplacements  moléculaires 

se  composera  évidemment  de  six  parties  correspondantes  aux  six  valeurs 
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de  s  qui,  vérifiant  l'équation  (10),  peuvent  être  représentées  par 


V        y  O        a  O  }  O  y  O  a  <3  , 


et  comme,  en  vertu  de  la  formule  (9),  les  fonctions  (1),  c'est-à-dire  les 
seconds  membres  des  formules  (8),  (9)  du  §  IV,  sont  des  sommes  de 
termes  semblables  aux  seconds  membres  des  formules  (2)  du  $  VI,  il 
suffira,  pour  obtenir  les  intégrales  générales  cherchées  :  i°  de  rem- 
placer dans  les  seconds  membres  des  équations  (24)  de  la  page  290, 
les  constantes  arbitraires 

(i3)  X,    oj'o,     e,     Q,     c,     $ 

par  six  intégrales  définies  relatives  aux  variables  auxiliaires  1,  »jl,  v  et 
semblables  à  celles  que  contient  la  formule  (9),  c'est-à-dire  par  l'inté- 
grale 

(.4)  £££e-»;-^.>(>,,,,v)^, 

et  parcelles  qu'on  en  déduit  en  substituant  l'une  des  lettres  caracté- 
ristiques/, <\>,  <ï>,  X,  W  à  la  lettre  <p;  20  d'intégrer  par  rapport  aux  va- 
riables auxiliaires 

et  entre  les  limites 

de  ces  variables,  les  seconds  membres  des  équations  obtenues,  après 
les  avoir  multipliés  par  le  produit 

dv  dx  d\x  ; 

3°  de  calculer,  à  l'aide  des  équations  nouvelles  ainsi  formées,  les  va- 
leurs de 

qui  correspondront  aux  six  valeurs  de  s,  et  de  les  substituer  dans  les 
formules  (19)  de  la  page  288.  En  opérant  comme  oiAient  de  le  dire, 
et  posant,  pour  abréger, 

,  j  U  =  A  <p(X,f*,v)  +  B  3c(*»/*>v)  +  C  +  }*.7-'v  ' 

I  V  =  \  $(>,  p,  v)  4-  lî  \  /,  y-,  v)  H-  C  VI    X,  y,  v  , 
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on  trouvera 

.61 


+  r  r  r  r  f  r  r'iiY^—)s=; g* *"***'+ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

k=  r  r  r  r  r  c     LAVeM*-^^-^^-»)-^^^ 

t       _»l/  x    1/    x    «/   —  x  *-/  — te    «-     00 


ri  r. 

*       - —  x   *S  x    «^   oc    *^  —  x  U  — «c    *-    00  \  i 

+  r  f  f  *  r  r  r*  /■' .  av.[.:~h  ,c,-;^,(,-,;-u^-  «a  </*  *«**  ^  ,h 

t/  _30    tJ  je    •/   X)    *■--    -— *    «^  -   OC   v    5C    *^  0  *  *    ' 

les  intégrations  relatives  aux  variables  auxiliaires 

1,     y.,     v,     v,     v,     av 

étant  toutes  effectuées  entre  les  limites  —  yz  ,  h-  ce  ;  et,  pour  déduire 
de  la  formule  (iO)  ou  (17)  la  valeur  de  rls  ou  de  'Çs,  il  suffira  de  rem- 
placer dans  le  second  membre  le  facteur  A  par  le  facteur  B  ou  C.  Si, 
dans  les  formules  (iG),  (17),  etc.,  on  attribue  successivement  à  .v  les 
six  valeurs 

S  ,  —  S  ,       S    ,  —  S    ,       S   y  —  s    , 

les  formules  (19)  de  la  page  288,  savoir 

|   \  =  \s>  ■+■  c-s'  -+-  is"  -+-  \-s"  +  ij"'  +  i-s'", 
(18)  <    73  =  yj  y  +  7] _.,$'  -+-  ,73 1"  +  72  -5"  +  73  i'"  +  73-  s'"  1 

l  ç  =  ç,#  +  S-j»  +  C("  -1-  S-  *»  +  O  +  S-j*, 

représenteront  précisément  les  intégrales  générales  des  équations  (7) 

du  §  IV,  pourvu  que  le  système  de  molécules  données  soit  homogène, 

et  qu'en  conséquence  les  sommes  (4),  (j)  du  §  II  demeurent  constantes, 

c'est-à-dire  indépendantes  des  coordonnées  x,  y,  z.  Dans  le  cas  où  les 

facteurs 

A,     B,     C, 

déterminés  par  les  formules  (9)  et  (10)  de  la  page  285,  restent  réels, 
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ces  intégrales  générales  ne  diffèrent  pas  de  celles  que  nous  avons 
données  dans  le  Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  lumière,  publié  en 
i83o. 
Les  formules  (16),  (17),  etc.,  supposent  que  les  facteurs 

A,     B,     C 

sont  déterminés  par  le  système  des  formules  (9),  (10)  de  la  page  283. 
Si  l'on  assujettissait  les  mêmes  facteurs  à  vérifier  seulement  la  foi- 
mule  (9)  (p.  285),  on  déduirait  de  raisonnements  semblables  à  ceux 
que  nous  avons  employés  dans  le  paragraphe  précédent,  non  plus  la 
formule  (16)  ou  (17),  mais  les  suivantes  : 


dl  <lu.  âv  d\  d\  dvi 


■ÏX  /-»  X  S\  X  /»  X  /»  OC  /»  X  I        ITT 

^LLLLLL  s^-*-" 

r*    r-    /■•    /?•    ç'    /■•  1  AU        #j[t.(,t._;H_v( ,  _-/Jt)+w(-_y)_k,J,|v  •—,  dldu.dvdv  d\  d\\ 

Ks~J     J     J     J     J     J  A*+B*-hC*  (3ttj:' 

*s  —  ao*^  —  ce  ^  —  j.  '-    -     x  ^  —  c©  «^  —  x  \  J 

+  r  r  r  r  r  r  r '  t  * AV  i >  crt- (.r-^+vçy-^+wtc- v)-uT iv ■=. ^wv ^ <a- ^  v_ 

Dans  les  formules  (19),  (20),  comme  dans  les  formules  (16),  (17)  et  (2), 
les  intégrations  relatives  aux  variables  auxiliaires 

/.,     U,     V,     i,     v,     \\ 

doivent  généralement  être  effectuées   entre  les  limites     -  ac  ,  -+-  ao  . 
Toutefois,  si  les  valeurs  initiales  de 


.,       dl         dr,         dC 


r'       <//  ^  (/* 

savoir 

o.r,;-,  -,     /_   .r,;-,  2),      d,i.r,r,  c,      $(*,/,*),      X^.)',-),      4'    r,  >\  :   . 
ne  différaient  de  zéro  que  pour  des  valeurs  de 

.r,     r,     z 
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correspondantes  aux  points  situés  dans  un  certain  espace,  par  exemple, 
aux  points  renfermés  entre  deux  surfaces  courbes,  deux  surfaces  cylin- 
driques et  deux  surfaces  planes,  représentées  par  des  équations  de  la 
forme 


(,3) 


z  =F0(*,7"),         z  =  F)  [x,y), 

OC  —  JC {) .  ^  »=  iî'i; 


on  pourrait,  dans  les  formules  dont  il  s'agit,  en  continuant  de  prendre 
—  oo  ,  -h  oc  pour  limites  des  variables  auxiliaires  u,  v,  w,  supposer  les 
intégrations  effectuées  par  rapport  aux  variables  auxiliaires  1,  \j.,  v, 
entre  les  limites 


,4 


25 


v=F0(X,  y.),         v=Fi[l,y.), 
F.=foCk),  p  =  /«W, 

■>(>  X  =  x0,  1  =  X\. 

On  pourrait  s'assurer  directement  que  les  valeurs  de 

t,      7),      K, 

fournies  par  le  système  des  équations  (  1 8)  et  les  formules  (iG) . . .  ou 
(17)...,  remplissent  toutes  les  conditions  requises.  En  effet,  pour  y 
parvenir,  il  suffira  d'observer  :  i°  qu'en  vertu  des  formules  (1 5)  du  §A  , 
on  satisfera,  dans  l'hypothèse  admise,  aux  équations  (17)  du  §  IV,  en 
y  substituant  à 

les  produits  des  facteurs 

A,     B,     C 

par  l'exponentielle  imaginaire 

e[v{x— /)H-v(j— y.)-t-w  z— v)— kat]  /—  i 

ou  par  l'intégrale 

r>t  
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■2-  qu'en  vertu  des  formules  (18)  de  la  page  287,  les  équations  (iG)  et 
(18)  donneront,  pour  /  =  o, 

-        \       j       /       /       /       /      9 1  ?..  u .  v )  e^^-V-'-^r-ri+K^—^-k^t]  y  '~,  dl  du.  dv  dx  d\  d\\ 

-jl=  /        /        /        /        /        /     0>  (X.  fx.  v)  fi["(a;-^+v(7-^)+w^-y)  -karl  t/=7  ^  4"  ^  dv  dx  d\v 

• 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

£  =  9(*,.r,*),        J  =  $(^,r,z). 

D'ailleurs  les  équations  (16)...,  (17)...,  relatives  au  cas  où  les  fac- 
teurs 

A,     B,     C 

vérifient  la  formule 

A*  +  B2+Ça=i, 

entraineront  évidemment  les  équations  (19)....,  (20)...,  relatives 
au  cas  où  la  même  formule  cesse  d'être  vérifiée,  attendu  que  la  for- 
mule (9)  de  la  page  285  détermine  seulement  les  rapports  géomé- 
triques des  trois  facteurs 

A,     B,     C, 

et  que  l'on  aura  toujours  identiquement 

A2  B2  C2 

A*+B*rf  C2  +  A2  +  B*+C2  +  UTWTC-  =  l; 

d'où  il  résulte  qu'on  ramènera  le  second  cas  au  premier  en   divisant 
dans  le  second  cas  les  facteurs 

A,     B,     C 

par  la  racine  carrée  de  la  somme 

A2  +  B2+C2, 
et  les  carrés  ou  produits 

A2,     B^,     C2,     BC,     CA,     AB, 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  I  V.  3^ 
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par  conséquent  aussi  les  produits 

AU,     AV,     BU,     BV,     CU,     CV, 

par  cette  même  somme. 

Observons  encore  que  les  intégrales  générales  fournies  par  le  système 
des  équations  (18),  et  des  formules  (16)...  ou  (17)....,  coïncident 
avec  les  valeurs  de 

•r       .         y 
Ci      n>      >s 

(jiie  l'on  obtiendrait  en  appliquant  aux  équations (2)  du  §  IV  la  méthode 
exposée  dans  le  XIXe  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 


41. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  7G7  (9.0  mai  1839).  —  Suite. 

§  VIII.    Transformation  et  réduction  des  intégrales  générales. 

Si,  en  désignant  par 

oc,     y,     z 

les  coordonnées  initiales  d'une  molécule  m  choisie  arbitrairement  dans 
le  système  donné,  on  nomme 

,r  +  X,     J+Y,     2  +  Z 

les  coordonnées  initiales  d'une  autre  molécule  m, 


la  distance  primitive  des  deux  molécules  m,  m,  et 

m  ni  f (r) 

leur  action  mutuelle,  les  équations  (1),  (2)  du  §  Ier,  et  (3)  du   §  III, 

donneront 

/'cosa-— X,         /-cosê  —  Y,         rcosy  =  Z, 

(1)  r2  =  X3+Y*+Z*, 
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et 


r     rf£w 

Ç  =  S    -YZ      ,''    (e'-^  +  -v+"Z-i 
L  r  tir 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

12) 


iX  +cV  +  H'Z 


1J 


J. 


<?M2 


D\i 


Je  div 


3 


d»5 


<)«'  t)« 


-    5 


or  = . . . ,     at  = . . . , 


* 


&  =  ..., 


JG  =  f?  + 


d*5 


& 


i!5 


les  valeurs  de  ff,  5  étant 


g 


'> 


f(r) 


m  /• 


jUX+cY  +  wZ ,  "| 


0  —  (z/X  +  vY  +  ivZ) 


faX  4-  vY  H-  cvZ  - 


Soit  d'ailleurs  s  une  racine  de  l'équation  (12)  du  §  HI,  c'est-à-dire  une 
racine  de 


(4) 


F[u,     v,     «-,     5)  =  o, 


la  forme  de  la  fonction  F(u,  v,  w,  s)  étant  déterminée  par  l'équation 

(  F(«,  v,  w,  s)  =  (t-r-)  [0)1  -  ,*)  (X  -  *2) 


(5 

si  l'on  suppose 
et  les  rapports 


—  £2  1 £  —  s\  —  ^  (DK  —  s2)  —  &2  (DZ  —  s2    -f-  2  Î^R , 


5,      r  ,     3IL,     X,     %      3  ,     Si 


déterminés  en  fonction  de 


B       C 

V    \ 


II,     (',     (f 
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par  les  formules  (2),  (3),  (4)  jointes  aux  équations 

(  £  -  s2)  A  4-  c'ilB  -+-  ^C  =  o, 

Si  A  h-  (  0\l  —  s2)  B  +  $C  —  o, 

l  ^A  -4-  $B  +  (Db  -S2)C  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  formule 

A  B  C 


J 


'^A 


sus 


9^ 


y 


§j\ 


s*  —  Dïi 


sv£ 


5- —  )b  4- 


si  d'ailleurs  on  pose,  comme  clans  le  §  VII, 

(8)  u  =  u \J—  1 ,         f  =  v v/—  1 ,         w  =--  w \ —  1 , 

u,  v,  w  étant  des  quantités  réelles,  alors,  en  considérant  ces  quantités 
réelles  comme  des  variables  auxiliaires,  on  reconnaîtra  que,  dans  un 
système  homogène,  les  déplacements  moléculaires  assujettis  à  vérifier, 
pour  /  =  o,  les  conditions 


\ 


1=  y[x,y,z), 


■o  =  x[x,r 


»  ~ ■ ,  ' 


Ç  =  ù[x,y,z), 


(9)       \%  =  *{**r**)>      ^  =  x(*,r,2)f      ^  =  v(*,r,«) 

pourront  être  représentées  par  le  système  des  équations  (18),  (20)  du 

§  VII,  jointes  aux  formules  (5  ),  (1 1),  (12)  et  (1  5)  du  même  paragraphe. 

Soient  maintenant 

a,     b,     c 

les  cosinus  des  angles  que  forme  un  axe  fixe  prolongé  dans  un  sens  dé- 
terminé avec  les  demi-axes  des 

x,    y,     z 

positives.  Si  l'on  nomme  a  le  déplacement  d'une  molécule  mesuré  pa- 
rallèlement à  l'axe  fixe,  et 


la  partie  de  ce  déplacement  qui  correspond  à  l'une  des  valeurs  de  .vrc- 
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présentées  par 


o^  j    ^  o     ,  ■>,.>,  *      t 


on  aura  évidemment 

|  «  =  #£  4-  br\  4-  c'C, 
(ip) 

'  »j=  «£.f4-  bris  +  c£„ 

et  par  conséquent  les  équations  (18),  (20),  ...  du  §  VII,  jointes  aux 
formules  (3),  (5),  (1  1)  et  (12)  du  même  paragraphe,  donneront 

(il  8  =  ^+  «-.('  4-  V  +  S- s*  +  84'"  -H  «— ««, 

[  „  _  r  r  r  r*  r  r     ,  TT  a\ + m + ce  „:j._;)+,,(  r_/^_f,>,.(,_v)_„  <a</u  <wt-  </Y  ^ 

'      J-,  ,L  J-~  J-«  J-  J_         *     A^  +  B^  +  C2  -(^)F- 

«.      «.      «.     ç.     ç,     r     r  '  ,  v  «A  -t-  6B  +  cC    „(,,_;)+„(  r .  m)+iv(c_v  W,  <fl, d;j. (h dv  t/\  <l* 
{  J  ,L,.i^L,J.J,.i     *     A24-B24-C2  („).  "' 

les  valeurs  de  U,  V  étant  toujours  déterminées  par  le  système  des  for- 
mules 

(  U  =  A(p(A,P,'v)  +  Bx(X,fx,v)  +  C^(X,F.,v), 
j  V  =  A$(*,  y.,  v)  4-  BX(A,  {jl,  v)  4-  C¥(X,  p,  v). 

D'ailleurs  les  formules  (18),  (  20),  ...  du  §  VII  se  trouvent  évidemment 
toutes  comprises  dans  les  formules  (u)  et  (12),  desquelles  on  les  déduit 

en  posant 

a  —  1 ,        b  =  o,        c  =  o, 

ou  bien 

a  =  o,         &  =  t,         c'  =  o, 

ou  bien  encore 

<2  =  O,  &  =  O,  6*  =  I, 

suivant  que  l'on  se  propose  de  calculer  le  déplacement  moléculaire  E, 
ou  r,,  ou  £,  mesuré  parallèlement  à  l'axe  des  x,  ou  des  y,  ou  des  ^. 
11  est  bon  d'observer  qu'en  vertu  des  formules  (i3)  les  produits 

/       rtA  +  />B-f-cC       (aA  -f-  6B  +  6'C)rAy(X,|m,v)  H- ByJ>,  y.,  v)  +  C^(>.,  ,a,  v  i] 
A24-B24-G2  A24-B24-C2 


1  f 


aA  +  ftB  +  cC       («A  4-  6B  4-  cC) [A$(>,  p.,  v)  4-  BX  (*,  p.,  y)  4-  CXK fl,  p,  y.  | 
A2  4  B24-C2  A24-B24-C2 
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considérés   comme   fonctions  de  A,  B,  C,  dépendent  uniquement  des 
rapports 


C 

A 


A' 


En  conséquence,  on  pourra  prendre  pour  A,  B,  C,  dans  les  équa- 
tions (ta)  et  (i3),  un  quelconque  des  systèmes  de  valeurs  propres  à 
vérifier  la  formule  (6)  ou  (7),  et  supposer,  par  exemple, 


3      A 


-va 


^       y? 


B 


m* 


on 


2 


c 


$1 


Dans  ce  cas  particulier  l'équation  (4)  se  réduirait  à 

A        B        C 


-() 


<&       3>        41 


1 . 


On  pourrait  supposer  aussi 


A 

<   15 

c 


I 

y?(*a- 

I 

?  VJ 

1 

&  5-  —  ot,  )  h-  yf| 


ou  bien  encore,  en  faisant  disparaître  les  dénominateurs, 

(18)  j  B=[A(f*-OT)  +  **][*  (**-£.)   +  3*], 
(  C  =  [  $  ( *2  —  £  )    +  £&]  [ ^(*2  —  3K-  )  +  «£] • 

Enfin,  comme  la  formule  (7)  doit  s'accorder  avec  la  formule  (1 1)  du  §  III, 
on  pourrait  prendre 

j  A  ^        ( s2  —  Oit  )  ($2  —  3fc ;  —  tf2 , 

(19)  I  B  =  A  (*2  —  3£  )  -f  $^, 

C  =  ^{s2  -DM)  +  410?. 


Il  y  a  plus.  Comme,  en  multipliant  par  A  les  trois  membres  de  la  for 
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mule  (11)  du  §  III,  et  par  B  ou  G  les  trois  membres  de  deux  formules 
semblables  tirées  par  la  même  méthode  des  équations  (G),  on  trouve- 
rait 

A2 AB AC 

[s*  —  Oit  )  ( s*  -  JL )  —  T-    ^  A{s-—  dl, )  +  ^'l  '  £  >2  —  011  )  +  âW ' 

AB  B2  AB 


A  [s*—  D£  )  +  <£ l        [s*  —  3K,)  [s2  —  { )  -  -  £f       T  5-  —  _r  )  4-  £& 
AC  BC  '  C2 


s>   a--  —  OU  )  -+-  &<£  ~~  «  A  '  s2  —  £)-+-  ^  ~  («a  _  r  )  {s-  —  OR    -  dH-' 

il  est  clair  que  l'une  quelconque  des  six  équations 

A2^=   s2  —  0)l);s2  —  JL)    -U12,  BC  =  $(s2--.cJ    4-  ^R, 


■20 


B2  =  («a—  <&)  [s-i  -  c  )      -  £2,    .     CA  =  =^(*à-31L)-+-^$, 
|  C2  =     s2  —  £  )  ($2  —  011  )   -  ,'fl-1 ,         A  B  =  Si  (s2  —  Ob  )  +  T  o 

entraînera  les  cinq  autres,  et  ({n'en  conséquence  on  pourra,  dans  les 
développements  des  expressions  (i4)>  remplacer  les  carrés  ou  produits 

A2,     B-,     C2,     BC,     CA,     AB 

par  les  seconds  membres  des  équations  (20),  Alors,  en  posant  pour 
abréger 

(  £=  ;*2—  3TL)   s2  —  X,)  -4-    s2  —  0b)(52  —  ,Cj 

I       -4-  i>2  —  r      i>2-  Oit ■  —  <)?2  —  £*  —  A-, 

on  trouvera  simplement 

(22)  À2-r-Ba-+-Cs=£ 

et-fne  sera  évidemment  autre  chose  que  la  dérivée  qu'on  obtiendrait  en 
différentiant  par  rapport  à  s2  la  fonction  F(u,v,w,s)  prise  en  signe 
contraire. 

Comme  les  valeurs  de 

g,    ,'},    r,    011,     x,    a\    *>,    ji, 

données  par  les  formules  (a),  (3),  sont  développables  avec  l'exponen- 
tielle 


304     .  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADÉMIE. 

en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de 

II,       V,       (C, 

il  est  clair  que,  si  l'on  égale  les  facteurs 

A,     B,     C 

it  des  fonctions  entières  de 

s,     £,     D)l,     flfc,     9,     ^, 

en  supposant,  par  exemple,  ces  facteurs  déterminés  par  les  équations 
(i  8)  ou  (19),  on  pourra  considérer 

A,     B,     C 

comme  des  fonctions  entières  de  s  et  de  u,  c,  iv,  composées  d'un  nombre 
fini  ou  infini  de  termes.  Nommons,  dans  cette  supposition, 


ce  que  deviennent 
quand  on  y  remplace 
par  les  caractéristiques 

Alors,  en  appelant 


Dx,     Dr,     Hz 
A,     B,     C 

//,        C,        IV,       s 


]),,     i),,     Dc,     ]),. 

©„   y,,    4**»    **»    *■>•>   ®s 


des  fonctions  de  x,  y,  z,  t  déterminées  par  la  formule 

"       >S=*J  J     J     J     J      Â^+B^  +  C^  (aW)» 

et  par  celles  qu'on  en  déduit  quand  on  substitue,  dans  les  deux 
membres,  à  la  lettre  <p  l'une  des  lettres  y,  à,  (1»,  X,  W,  on  tirera  évidem- 
ment des  équations  (12)  et  (1  3) 


1*4) 


vs  =  ( aUx  +  b □  y  +cD:)(D.f <?s  +  Dr %s  ■+-  D^f) 

i     -4-  [aux  +  ftn.r-T-  en:)  f  (n , (i»,v  +  nrx,  +  OzWs)  tf*. 
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Si,  dans  la  formule  (22),  on  réduit  l'un  des  cosinus  a,  b,  c  à  l'unité, 
et  les  deux  autres  à  zéro,  on  en  conclura  immédiatement 

h = Dr ( □  x <?s  +  D v yj 4-  D ztys)  +  D x  f    (  D ., <I>.< +  □  ,■  X,  +  D > lF,)  dt . 

•Al 

On  simplifiera  encore  les  formules  que  nous  venons  d'obtenir,  si  l'on 
suppose  réduites  à  des  fonctions  entières  de 

5,     jj     3)1,     Sfc, 

non  plus  les  valeurs  de 

A,     B,     C, 

mais  seulement  les  valeurs  de 

A2,     B-,     C2,     BC,     CA,     AB, 

en  déterminant  ces  dernières  valeurs  par  le  moyen  des  équations  (20). 
Alors  les  formules  (23)  ...  donneront 

et  en  désignant  par 

Ox,x,       D.y.v,       □*.*>       Or.z=Dz,r,       Uz.x=  Ux.z,      Ux.y^Uy.x 

ce  que  deviennent  les  seconds  membres  des  formules  (20)  quand  on  y 
remplace 

u,      (',      <<',      s 

par  les  caractéristiques 

D.,,     Dr,     D„     D„ 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  IV.  OÇ) 
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on  obtiendra,  au  lieu  des  équations  (2/4)  et  (25),  celles  qui  suivent 

«*  ==  ( a □  .r,x  H-  6  □ ..-,.,  +  c  Q *,« )  f  ?*  H-  /    **  rf<  J 
2 7  )  I      +  ( o Dr,x 4-  6  n  r,r  +  t-  □  r. s )  (  7j  +  /    X,  cfc) 

+  (  «  n  ».  *  +  6  n  ».r  +  cn*,»j(<l'»+|  ^  <ft  ) . 

;  =  Ux.x<fs+  Dx.yXs-h  Ox.ztys  +   j      [Qx,xQ>s-h  D.r,rX,-f-  Qx.zWs)  dl, 

'  >j  ==  n  .>■,.*•?,-  +  n  .,,)••/>•  +  n.r.«  +«■  +  /   ;  a.,,  ,  <i>.  +  a  .>-,>■  x,  +  n  >•.=  xro  <//, 

Ainsi,  en  définitive,  les  valeurs  de 

-,  ?>      'fis;      Çj-> 

que  renferment  les  intégrales  générales  des  équations  des  mouvements 
infiniment  petits,  pour  un  système  homogène  de  molécules,  étant  con- 
sidérées comme  fonctions  de 

dépendent  uniquement  de  l'intégrale  sextuple  qui  constitue  le  second 
membre  de  l'équation  (26)  et  de  celles  qu'on  en  déduit  en  remplaçant 
la  première  des  six  fonctions 

9(>,,u,v),     x;/.,u,v),     ty[l,u.,v),     $(A,p,v))     X(Vp,v),     vF(>,y.,v) 

par  l'une  des  cinq  autres. 

On  ne  doit  pas  oublier  que,  dans  les  formules  (23)  et  (26),  u,  v,  w 
ont  des  valeurs  imaginaires  égales  aux  produits  des  variables  auxi- 
liaires 

(J,     v,     w 


par  y'--  1.  Si  d'ailleurs  on  pose,  pour  plus  de  commodité, 

(29)  5=rSV'-I, 
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la  valeur  de  s  pouvant  être  réelle  ou  imaginaire,  l'équation  (26)  don- 


nent 


$0]     9s=lfQ     f       f     f     P     f"  ?&**>*)  cM*-X)+y(  r-Ml+wf =-v)-»rl  i-  -  ■  <**  ^  ^  ^A  '/v  ^" 
aJ_«J_.  •/_.>_..  •/_...*,-.  É  (27T)3 

Si  l'on  désigne  par  gj  l'une  quelconque  des  lettres 

<p,     X,     4,:,     <1>,     X,     T, 
on  pourra  généralement  à  la  formule  (3o)  substituer  Ja  suivante 

Si  d'ailleurs  on  nomme 

le  second  membre  de  l'une  quelconque  des  formules  (20),  et  si  l'on 

représente  par 

□ 

ce  que  devient  ce  second  membre,  quand  on  y  remplace  les  lettres 

U,      V,      w,      s 

par  les  caractéristiques 

1)„     ï)y,     lh,     D,; 

alors,  en  posant,  pour  abréger, 

]  (3a)  •  |  =  0, 

on  trouvera 

1  o*s=-  r  r  r  r  r  r 0^, & *) eM^*»*-^*^-*^ di ^f  y rfw 

J  —  x>  J _oc  «/—à  «/_»  »/_»  «-  —  » 

Cette  dernière  équation,  dans  laquelle  n  représente  l'une  quelconque 

des  lettres 

ç,     x,     +,     $,     \,     Ur, 

et  D  l'une  quelconque  des  caractéristiques 

Dx.x,       Dr,v,       Dz.z,       Dr.*.       □»-■*>       □*/> 
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fournira  les  valeurs  des  expressions 

D.  «•...■  <?  s,      Qr,.r?f,       •••>       Dx.xXs,       •••,       Dx.t^s,       ■•-,       D.r,.)X^ 

comprises  dans  les  valeurs  générales  de 

h,     ris,     Ks- 

Posons  maintenant 


(34)  k=V/u2  +  v2  +  w2,         p  =  v/(^-X)^+(r-p.)2+(3-v)2 
el 

(35)  s  =  kw. 

Si  l'on  considère  les  trois  variables  auxiliaires 

U,      V,      w 

comme  représentant  des  coordonnées  rectangulaires,  on  pourra  les 
transformer  en  trois  coordonnées  polaires  dont  la  première  serait  le 
rayon  vecteur  k,  à  l'aide  d'équations  de  la  forme 

(36)  u  =  kcos/>,         v  =  k  sinp  cos</,     w=  k  sinp  sin<y. 
Pareillement,  si  l'on  considère  les  trois  variables  auxiliaires 

ou  plutôt  les  trois  différences 

x  —  1,         y  —  jj.,         z  —  v, 

comme  représentant  des  coordonnées  rectangulaires,  on  pourra  les 
transformer  en  trois  coordonnées  polaires  dont  la  première  soit  le  rayon 
vecteur  p,  à  l'aide  d'équations  de  la  forme 

(37)  x  —  X  =  pcos0,        y—  [j.  =  psinQ  cost,         z  —  v  =  psinS  sinr. 
Faisons  d'ailleurs 

«,        v{x  —  a)  H-  v(y  —  a)  H-  w(z  —  v) 
COSd=— 


kp 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(38)       cos<5  =  cosp  cosô  +  sin/jcosçf  sin9  cosr  +  sinp  s'mq  sin5  sinr. 

Comme,  en  désignant  par 

une  fonction  des  trois  variables  x,  y,  z,  on  aura  généralement,  eu  égard 
aux  formules  (34), 

r\  ao        r%  ta        /%  x> 

Il     /(u>  v'  w)  ^L  f^v  ^w 

«-'—ao  V  —  ao  ^ —ao 

Jr»  ao         ,-.2-        „1C 
I       /    /( u,  v,  w  )  k2  sin/>  tfk  d</  <//> 
0        «-    0        «•  0 

=  -  I       j       I    f  [u,\,v/)k-sin p  dkdq  dp 

J  —00    l/  0  «/ 0 

et,  eu  égard  aux  formules  (35), 

r%  ao         /-»ao         /^  ac 

/       /       /      f[x  —  \y  —  u,  z  —  v)  dldy.  dv 

*S    30     *J 30     t/   00 

4o)       l       = —  I       /       /    f(x —  1,f— [j.,  z —v)p'2s'mQ  dp  drd9 

j  «^0        «•   0        «A> 

= /       /       /     f  [x  ~l, y  —  p,  z  —  v)p2  sinO  dp  drdO, 

la  formule  (3i)  donnera 
(.      *,  =  -  f"   T  f  P   r  r?lhJ^f<P«»'-"<)J=ï k*p*smpsin9  ^  ^  <<P  <!r  <10 

J —  x   J Q  «^0        «'  —  ao  «^0  «^0 


;4tt)« 


les  intégrations  étant  effectuées  par  rapport  aux  variables  k  et  p  entre 
les  limites  —  oc  ,  ce  ;  par  rapport  aux  variables  p  et  0  entre  les 
limites  o,  -  et  par  rapport  aux  variables  q  etx  entre  les  limites  o,  2-. 
Enfin,  comme  on  aura  identiquement 

o2     f 
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on  tirera  de  la  formule  (Zji) 


}.^0»«»»-«'O^-ipkBiii/»sinfl 


r/k  (hj  dp  dp  d-  dO 


[W 


et  comme,  pour  passer  de  la  formule  (3i)  à  la  formule  (33),  il  suffit  de 
remplacer  dans  le  second  membre  -  par  6,  on  aura  encore 


, ,)  j—;     b  a  dk  dq  dp  dp  d-  dO 


Ce  n'est  pas  tout.  Si,  dans  les  formules  (4o)  et  (4*)>  on  remplace 

k 


An) 


k     par 


coso  ■ 


on  devra  en  même  temps,  pour  que  les  limites  de  l'intégration  relative 
à  k  ne  soient  pas  interverties,  remplacer 

dk     pur     ■ ■> 

\  rus2 à 

et  par  suite  les  formules  (41)»  (43)  donneront 


4i 


Ujj[  


T#         j     J    J  /         ^^F      e^     C0SV        P.2^sin0 


</k  ûty  (7/;  <7p  r/r  t§ 


cos'-o 


|5       Dey,  =  -r- A--  I      I       I  —-rsU,u,v)e   \p     c»si)y       p2sinDSin0 :*_iL_X_ 

(4^)-}J_aoJ0    J0    J_t/0    ,/0    o)-  r  v/Cos2<3 

Les  formules  (4i)  ou  (42)  et  (43)  peuvent  être  simplifiées  dans  quelques 
cas  dignes  de  remarque. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 

£,     DM,     Sfc>,     Si,     £,     9 

soient  des  fonctions  homogènes  et  du  second  degré  de  u,  v,  w.  La  fonc- 
tion 

F(u,  v,  w,  s) 

sera  elle-même  une  fonction  Iromoeène  de  u,  e,  w,  s.   Donc  alors,  eu 


d-  d 
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égard  aux  formules  (8),  (29),  (35)  et  (36),  l'équation  (4)  pourra  être 
réduite  à 

(46)  F(u,v,w,s)  =  o, 
ou  même  à 

(47)  ¥{Cosp,  s'mpeosq,  sinpsinq,  <y)  =  o. 

Alors  aussi,  6  étant  nue  fonction  de  u,  v,  w,  s,  homogène  et  d'un  degré 
nul,  dépendra  uniquement  de 

p,     q,     (ù, 

par  conséquent  de  /;,  q\  et  comme,  en  supposant  w  réel,  on  aura  géné- 
ralement 

A    -1    .71-    .7 /■/_ 

cosâ/ ' 


(48)  i    j    -f[p)e-lk{p~  ^Y~l  âkch^ïr-f1 

•  J       _  ■  /       — 


«^  —00  «^  —  x> 


la  formule  (45)  pourra,  dans  cette  supposition,  être  réduite  à 


19)      Orss  = 


I); 


/l    •-',;,       i/o    -7o     -o  cos2ov/cos-M 


les  valeurs  de  "X,  a,  v  étant  déterminées  par  les  équations 

ix    \  ■>  r,)t  a  b)t       ■     a  r,)t        ■     a     ■ 

'joj    x  —  A  = : s  cos  6,     y  —  u.  = ^  sin  U  cost,     z  —  v  = s  sin  y  sin  r. 

v  coso  '        '        coso  cosd 

En  vertu  de  l'équation  (49),  chacune  des  intégrales  générales  des  mou- 
vements infiniment  petits  prendra  la  forme  que  j'ai  indiquée  dans  le 
Bulletin  des  Sciences  d'avril  [83o,  et  la  discussion  de  ces  intégrales  con- 
duira immédiatement  aux  résultats  énoncés  dans  ce  Bulletin,  et  dans 
le  n°  17  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l  Académie  des  Sciences. 
ier  semestre  1839. 

Au  reste,  je  reviendrai  dans  un  autre  Mémoire  sur  les  conséquences 
importantes  qui  se  déduisent  de  la  formule  (49)»  et  de  plusieurs  autres 
formules  comprises  dans  l'équation  (42)«  On  doit  surtout  remarquer  le 
cas  011  la  fonction 

F  i  u,  c,  iv,  s        I  '  1  \l—  1 ,  v  y  -  1 ,  w  v/—  ' ,  s  N/—  1  ) 
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se  réduit  à  une  fonction  de  s  et  de  u2  -+-  v2  -+-  \v2  =  k2,  ou  plus  générale- 
ment à  une  fonction  de  s  et  de  W,  la  lettre  W  représentant  une  fonc- 
tion homogène  et  du  second  degré  de  u,  v,  w. 

Alors,  en  vertu  d'un  théorème  que  j'ai  donné  dans  la  49e  livraison  des 
Exercices  de  Mathématiques,  l'intégrale  quadruple  renfermée  dans  le 
second  membre  de  l'équation  (4q)  peut  se  réduire  à  une  intégrale 
double,  comme  je  l'ai  montré  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie 
le  17  mai  i83o.  [Voir  aussi  le  Mémoire  qui  termine  le  XXe  Cahier  du 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique.) 


42. 

Physique  mathématique.  —  Note  sur  la  quantité  de  lumière  réfléchie  sous 
les  diverses  incidences  par  les  surfaces  des  corps  opaques  et  spécialement 
des  métaux. 

C.  II.,  t.  VIII,  p.  553  (i5  avril  i83g). 

Les  méthodes  que  j'ai  présentées  dans  les  derniers  Comptes  rendus, 
et  dont  j'offrirai  les  développements  à  l'Académie  dans  les  prochaines 
séances,  fournissent,  comme  j'en  ai  déjà  fait  la  remarque,  les  moyens 
de  déterminer  par  le  calcul,  non  seulement  la  direction  et  les  plans  de 
polarisation  des  rayons  réfléchis  ou  réfractés  par  la  surface  d'un  corps 
transparent  ou  opaque,  mais  encore  le  rapport  entre  la  quantité  de 
lumière  réfléchie  ou  réfractée  et  la  lumière  incidente.  On  sait  combien 
la  détermination  de  ce  rapport  est  délicate,  combien  les  expériences 
de  photométrie  exigent  de  précautions  pour  que  l'on  puisse  ajouter 
quelque  confiance  aux  résultats  qu'elles  donnent;  et,  pour  ce  motif, 
les  vrais  amis  de  la  Science  désirent  vivement  voir  bientôt  publiées  les 
importantes  observations  faites  par  M.  Arago  sur  la  quantité  de  lumière 
que  réfléchissent  les  surfaces  métalliques.  Peut-être,  avant  cette  pu- 
blication, et  dans  un  sujet  si  difficile,  paraîtrai-je  bien  téméraire  d'oser 
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offrir  à  l'Académie  les  résultats  numériques  de  mes  formules.  Mais 
j'espère  que  l'on  me  saura  gré  de  cette  témérité  même.  Cela  prouvera 
du  moins,  de  manière  à  dissiper  tous  les  doutes  qui  pourraient  subsister 
encore  dans  quelques  esprits,  que  mes  formules  ne  ressemblent  en 
rien  à  des  formules  d'interpolation;  et,  dans  le  fait,  pour  calculer  l'in- 
tensité de  la  lumière  réfléchie  par  divers  métaux  sous  diverses  inci- 
dences, et  telle  que  je  la  donnerai  tout  à  l'heure,  je  ne  me  suis  servi 
ni  n'ai  voulu  me  servir  d'aucune  expérience  d'intensité.  On  me  deman- 
dera peut-être  quelles  sont  donc  les  données  dont  j'ai  fait  usage  :  je 
vais  entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Lorsque  la  lumière  passe  de  l'air  dans  un  corps  homogène,  il  existe 
un  certain  rapport  entre  l'épaisseur  des  ondes  incidentes  et  l'épaisseur 
des  ondes  réfractées,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  le  sinus  d'in- 
cidence et  le  sinus  de  réfraction.  Ce  rapport  a  été  nommé  Yindice  de 
réfraction.  Lorsque  le  corps  est  transparent  et  isophane,  l'indice  de 
réfraction  demeure  constant  pour  toutes  les  incidences.  Alors,  si  l'on 
néglige  dans  mes  formules  les  termes  relatifs  à  la  dispersion,  si  d'ail- 
leurs on  réduit  à  l'unité  une  certaine  constante  que  plusieurs  phéno- 
mènes, et  particulièrement  celui  de  la  polarisation  complète  ou  presque 
complète,  sous  une  certaine  incidence,  indiquent  comme  devant  avoir 
à  très  peu  près  cette  valeur,  on  pourra  déduire  du  seul  indice  de  ré- 
fraction les  lois  de  la  polarisation  produite  par  la  réflexion  ou  la  ré- 
fraction de  la  lumière,  et  les  formules  obtenues  seront  précisément 
celles  que  Fresnel  a  données.  J'ajouterai  qu'en  vertu  d'un  théorème 
découvert  par  M.  Brewster,  et  qui  s'accorde  avec  ces  formules,  l'indice 
de  réfraction,  étant  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  de  polari- 
sation, sera  immédiatement  fourni  par  l'observation  de  cet  angle. 

Concevons  maintenant  que  le  corps  donné,  restant  isophane,  cesse 
d'être  transparent  et  devienne  ce  qu'on  nomme  un  corps  opaque;  alors 
les  ondes  incidentes  donneront  encore  naissance  à  des  ondes  réfléchies 
et  à  des  ondes  réfractées.  Seulement  ces  dernières,  en  se  propageant 
dans  le  corps  opaque,  s'affaibliront  rapidement,  de  manière  à  devenir 
insensibles  à  une  distance  comparable  à  la  longueur  d'une  ondulation 

OFMvrcs  de  C.  -     S.  I,  t.  IV.  4° 
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lumineuse,  par  exemple,  à  la  distance  d'un  demi-millième  de  milli- 
mètre. Mais  il  existera  toujours  un  indice  de  réfraction  qui  sera  encore 
le  rapport  entre  les  sinus  des  angles  d'incidence  et  de  réfraction,  for- 
més par  la  normale  à  la  surface  réfléchissante  avec  les  perpendiculaires 
aux  plans  des  ondes  incidentes  et  réfractées.  Toutefois,  en  supposant 
même  qu'on  néglige  la  dispersion  et  que  l'on  réduise  à  l'unité  la  con- 
stante ci-dessus  mentionnée,  on  nepourra  plus  déduire  les  lois  des  phé- 
nomènes du  seul  indice  de  réfraction.  On  aura  besoin  d'une  seconde 
donnée,  qui  pourra  être  le  coefficient  d'extinction,  c'est-à-dire  la  con- 
stante qui  indique  la  rapidité  plus  ou  moins  grande  avec  laquelle  le 
mouvement  s'éteint  en  pénétrant  dans  le  corps  opaque.  Ainsi,  en  ré- 
sumé, des  formules  qui  représentent,  avec  une  approximation  suffi- 
sante dans  la  plupart  des  cas,  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction 
de  la  lumière,  peuvent  se  déduire,  pour  les  corps  transparents,  d'une 
seule  donnée,  savoir,  l'indice  de  réfraction,  et  pour  les  corps  opaques, 
de  deux  données,  savoir,  l'indice  de  réfraction  et  le  coefficient  d'extinc- 
tion. On  sent  parfaitement  que  nos  méthodes  nous  conduisent  ici  à  une 
conclusion  entièrement  conforme  à  la  nature  des  faits.  Il  est  effective- 
ment très  naturel,  dans  la  théorie  de  la  lumière,  d'établir  une  distinc- 
tion fondamentale  entre  les  corps  transparents  et  les  corps  opaques. 
Si,  pour  ces  derniers,  la  théorie  exige  deux  données  au  lieu  d'une, 
cela  tient  à  ce  qu'effectivement  ils  ont  la  double  propriété  de  réfracter 
plus  ou  moins  la  lumière  et  de  l'éteindre  plus  ou  moins  rapidement. 
Il  n'est  pas  plus  permis  de  faire  abstraction  de  la  seconde  propriété 
que  de  faire  abstraction  de  la  première;  et,  après  cette  explication, 
personne  ne  s'étonnera  de  ce  que,  dans  les  séances  précédentes,  j'ai 
dit  que,  pour  établir  les  lois  de  la  réflexion  à  la  surface  des  corps 
opaques,  j'avais  besoin  d'emprunter  deux  données  à  l'expérience. 

Mais  on  sera  surpris  davantage  de  ce  qui  va  suivre.  En  voyant  que, 
pour  établir  les  lois  des  phénomènes  et  calculer  l'intensité  de  la  lumière 
réfléchie  par  un  corps  opaque,  je  réclamais  deux  observations,  quelques 
personnes  ont  pu  s'imaginer  que  ces  deux  observations  devaient  néces- 
sairement fournir  l'intensité  de  la  lumière  sous  deux  incidences  dis- 
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tinctes.  Cependant  il  n'en  est  rien,  et  les  nombres  que  j'ai  présentés 
dans  la  dernière  séance,  ceux  même  que  renfermait  le  Mémoire  du 
4  février  dernier,  ont  été  obtenus  par  une  tout  autre  voie.  Pour 
déterminer  l'intensité  de  la  lumière  réfléchie  par  la  surface  d'un  corps 
opaque,  mes  formules  supposent  uniquement  que  l'on  emprunte  à 
l'observation  l'incidence  principale  et  l'azimut  principal  de  réflexion, 
ou,  en  d'autres  termes,  l'angle  d'incidence  appelé  par  quelques  auteurs 
angle  de  polarisation  maximum,  et  l'azimut  de  polarisation  du  rayon 
réfléchi  sous  cette  incidence,  dans  le  cas  où  l'azimut  du  ravon  incident 
est  de  45°-  On  pourrait  aussi  remplacer  l'azimut  de  réflexion  principal 
par  l'azimut  du  rayon  restauré,  après  deux  réflexions  sous  l'incidence 
principale,  les  tangentes  de  ces  deux  azimuts  étant,  comme  je  l'ai  dit, 
tellement  liées  l'une  à  l'autre,  que  la  seconde  soit  le  carré  de  la  pre- 
mière. Voilà  les  seules  données  que  j'emprunte  à  l'expérience;  mais 
elles  sont  l'une  et  l'autre  indispensables.  L'une  sans  l'autre  ne  suffirait 
pas;  et  j'ajouterai  que,  pour  éviter  toute  équivoque,  lorsqu'on  voudra 
comparer  mes  formules  à  l'expérience,  on  devra  toujours  avoir  déduit 
préalablement  ces  données  d'observations  faites  sur  le  corps  même 
auquel  les  expériences  seront  relatives. 

Après  avoir  établi  les  formules  générales  que  j'ai  l'honneur  d'offrir 
à  l'Académie,  je  les  ai  appliquées  à  quatre  métaux,  savoir  :  à  l'argent, 
au  mercure,  au  métal  des  miroirs  et  à  l'acier.  J'ai  supposé,  d'après  les 
observations  de  M.  Brewster,  que  les  incidences  principales  relatives 
à  ces  quatre  métaux  étaient  respectivement 

r>  ,_QOr,-'  ,-fto  r~Ko 

Des  expériences  du  même  physicien,  les  unes  directes,  les  autres  indi- 
rectes, et  relatives  au  rayon  restauré  par  deux  réflexions  sous  l'inci- 
dence principale,  m'ont  fourni  les  azimuts  de  réflexion  principaux.  Ces 
azimuts  sont,  d'après  les  expériences  directes, 

4^°,     3  a     3?.°,     3o°3o', 

et,  d'après  les  expériences  indirectes, 

4-2'>?.3',     3.4U56',     3i°47',     28°56'. 
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Cela  posé,  l'intensité  de  la  lumière  incidente  étant  prise  pour  unité, 
mes  formules  donnent,  pour  l'intensité  de  lumière  réfléchie  par  les 
quatre  métaux  :  i°  sous  l'incidence  perpendiculaire,  si  l'on  fait  usage 
des  expériences  directes, 

0,87,     0,75,    o,63,    o,58, 
et  si  l'on  fait  usage  des  expériences  indirectes, 

0,89,     0,7'j,     o,63,     o,55; 

20  sous  l'incidence  principale,  si  l'on  fait  usage  des  expériences  di- 
rectes, 

0,87,    0,70,    0,62,    0,59, 

et  si  l'on  fait  usage  des  expériences  indirectes, 

0,89,    0,70,    0,62,    o,56. 

On  voit  ici  que,  à  deux  ou  trois  centièmes  près,  les  expériences  directes 
et  indirectes  fournissent  toujours  les  mêmes  nombres  pour  l'intensité 
de  la  lumière  réfléchie.  D'ailleurs,  il  suit  de  ce  qui  précède  :  i°  que  la 
quantité  de  lumière  réfléchie  par  les  métaux  sous  l'incidence  perpen- 
diculaire est  considérable;  20  que  dans  le  passage  de  l'incidence  per- 
pendiculaire à  l'incidence  de  73°  et  au  delà,  la  variation  de  cette  inten- 
sité est  presque  insensible.  Ces  conclusions,  et  même  les  chiffres  ci- 
dessus  présentés,  s'accordent,  aussi  bien  qu'on  pouvait  le  désirer,  avec 
le  petit  nombre  des  expériences  de  photométrie  déjà  connues.  Ainsi, 
en  particulier,  une  expérience  de  Bouguer  donne  précisément  0,73 
pour  l'intensité  de  la  lumière  réfléchie  par  le  mercure  sous  l'angle  de 
ii°,  5;  et  M.  Potter,  ayant  mesuré  la  lumière  réfléchie  sous  diverses 
incidences  par  l'acier  et  par  le  métal  des  miroirs,  a  obtenu  des  nombres 
fort  peu  différents  les  uns  des  autres,  dont  la  moyenne  est  0,66  pour 
le  métal  des  miroirs,  et  o,5G  ou  0,57  pour  l'acier.  Enfin  31.  Biot,  en 
rapportant  les  expériences  de  Bouguer,  dit  expressément  : 

«  Pour  les  corps  dont  la  force  réfléchissante  est  énergique,  la  quan- 
tité de  lumière  réfléchie  sous  diverses  incidences  n'éprouve  que  des 
variations  très  faibles.  »  C'est  aussi  ce  qu'indiquent  mes  formules. 
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Ainsi,  la  lumière  réfléchie  sur  la  surface  de  l'acier,  sous  les  inci- 
dences de 

o°,     io°,     3o°,     5o°,     73°,     75°, 

est,  d'après  ces  formules  et  les  expériences  indirectes, 
o,55,    o,55,    o,55,    0,54,    o,55,    o,56. 

A  la  rigueur,  en  partant  de  l'incidence  perpendiculaire,  cette  inten- 
sité commence  par  recevoir  un  léger  accroissement  à  peine  sensible, 
puis  elle  diminue  d'environ  -^jusqu'à  73°  d'incidence. 

Au  reste,  les  résultats  seront  très  différents  si,  au  lieu  de  lumière 
ordinaire,  on  emploie  de  la  lumière  polarisée.  Je  trouve  en  effet  qu'alors 
l'intensité  de  la  lumière  réfléchie  croît  toujours,  à  partir  de  l'incidence 
perpendiculaire,  ou  commence  par  décroître  sensiblement  pour  croître 
ensuite,  après  avoir  atteint  une  valeur  minimum,  selon  que  le  rayon 
incident  est  polarisé  suivant  le  plan  d'incidence,  ou  perpendiculaire- 
ment à  ce  plan.  Pour  l'acier,  en  particulier,  l'intensité  de  la  lumière 
réfléchie  sous  l'incidence  principale  est,  d'après  les  expériences  di- 
rectes, 

0,87     dans  le  premier  cas,     o,3o     dans  le  second, 

et  d'après  les  expériences  indirectes, 

0,86    dans  le  premier  cas,     0,26    dans  le  second, 

Enfin,  mes  formules  me  permettent  de  calculer  pour  les  corps  opaques 
les  coefficients  d'extinction.  Ces  coefficients,  qui  se  trouvent  ici  don- 
nés pour  la  première  fois,  sont,  pour  les  quatre  métaux  ci-dessus  men- 
tionnés, 

2,96,    4,41,    3,39,    3,04. 

J'obtiens  aussi  les  indices  de  réfraction  de  ces  métaux.  Ce  qui  étonnera 
peut-être  les  physiciens,  et  ce  qui,  je  l'avoue,  m'a  d'abord  causé  à  moi- 
môme  quelque  surprise,  c'est  que  les  indices  dont  il  s'agit  sont  beau- 
coup plus  faibles  qu'on  ne  le  suppose  communément.  Ce  que  l'on  don- 
nait ordinairement  pour  l'indice  de  réfraction  d'un  métal  se  rapproche 
bien  davantage  de  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  deux 
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nombres,  dont  l'un  représente  cet  indice,  et  l'autre  le  coefficient 
d'extinction.  Ainsi,  par  exemple,  on  se  disputait  pour  savoir  si  l'indice 
de  réfraction  du  mercure  était 

4,9    ou    5,8. 

Cet  indice  est  en  réalité 

•     1.7 

environ,  par  conséquent  trois  fois  plus  petit  qu'on  ne  l'avait  supposé. 

Nota.  —  Relativement  aux  expériences  de  Bouguer,  voici  ce  que  dit 
M.  Biot  (dans  son  Traité  de  Physique,  t.  IV,  p.  776)  :  «  Je  me  bornerai  à 
rapporter  ici  quelques  déterminations  d'intensités  obtenues  par  Bou- 
clier. Quoique  les  procédés  dont  il  a  fait  usage  paraissent  comporter 
quelques  incertitudes,  étant  uniquement  fondés  sur  la  réduction  des 
diverses  lumières  à  l'égalité  parla  diminution  des  ouvertures  qui  les 
admettent,  ou  par  l'augmentation  de  leur  distance,  il  paraît  qu'en 
général  ses  résultats  sont  conformes  à  la  vérité;  ce  qui  n'est  pas  sûr- 
prenant,  quand  l'adresse  de  l'observateur  supplée  à  l'imperfection  des 
instruments.  » 

De  plus,  dans  son  Précis  (p.  62 1),  M.  Biot  ajoute  :  «  M.  Arago  a 
bien  voulu  m'assurer  que  les  résultats  de  Bouguer  rapportés  plus  haut 
lui  avaient  paru  exacts.  »  Au  reste,  en  attendant  les  expériences  que 
M.  Arago  a  promises,  et  que  j'appelle  de  tous  mes  vœux,  je  n'avais 
d'autre  ressource  que  de  comparer  mes  formules  aux  résultats  obtenus 
par  Bouguer  et  Potter,  et  il  me  suffisait  que  mes  nombres  ne  fussent 
pas  en  contradiction  avec  ceux  que  l'expérience  leur  a  donnés. 

Formules  pour  la  détermination  de  l'intensité  de  la  lumière  réfléchie  par  la 
surface  d'un  corps  opaque,  et  spécialement  d'un  métal. 

Concevons  que  l'on  fasse  tomber  un  rayon  lumineux  sur  la  surface 
d'un  corps  opaque,  mais  isophane,  par  exemple  d'un  métal.  Soient 

t  l'angle  d'incidence  formé  par  le  rayon  lumineux  avec  la  normale  à  la 
surface  réfléchissante; 
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/  la  longueur  des  ondulations  du  rayon  incident  que  nous  supposons 
propagé  dans  l'air  ou  dans  un  milieu  isophane; 

k  =  -j1  la  caractéristique  de  ce  même  rayon; 

/«•'  la  caractéristique  imaginaire  du  rayon  réfracté,  dans  le  cas  où  l'on 
a  -r  —  o  ; 

-r  le  coefficient  caractéristique  du  corps  opaque,  poui"r  =  o. 

Enfin  0  le  module  et  s  l'argument  du  coefficient  caractéristique  ^--> 

en  sorte  qu'on  ait 

ii  

--  =  Qe£V-i  =  0  cose  H-  J—  i  (-(sine. 
If 

Le  produit  ecosa  représentera,  pour  l'incidence  perpendiculaire,  le 
rapport  entre  les  épaisseurs  des  ondes  incidentes  et  réfractées,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  le  rapport  entre  le  sinus  d'incidence  et  le  sinus 
de  réfraction;  il  sera  donc  ce  qu'on  nomme  Yindice  de  réfraction.  Quant 
à  la  constante  Gsiiu,  dont  le  produit  par  k  sera  le  coefficient  de  la  dis- 
tance à  la  surface  réfléchissante,  dans  le  logarithme  népérien  de  l'am- 
plitude du  rayon  réfracté,  elle  pourra  être  censée  représenter  le  coef- 
ficient d'extinction.  Cela  posé,  imaginons  que  la  lumière  incidente, 
mesurée  par  le  carré  de  l'amplitude  du  rayon  incident,  étant  prise  pour 

unité,  on  nomme 

I2     ou     J2 

l'intensité  de  la  lumière  réfléchie,  selon  que  le  rayon  incident  est  po- 
larisé perpendiculairement  au  plan  d'incidence  ou  suivant  ce  même 
plan.  On  aura,  sous  l'incidence  perpendiculaire, 

la  valeur  de  l'angle  ù  étant  donnée  par  la  formule 

?.)  cot^1  =  cose  sin(?.  arc  tangO). 

Si,  l'angle  t  cessant  d'être  nul,  l'incidence  devient  oblique,  la  constante 
imaginaire 
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se  trouvera  remplacée  par  une  autre 

Ue,JV~, 

dont  le  module  U  et  l'argument  u  seront  déterminés  par  les  deux  for- 
mules 

/  >  .  /  sinr\  TT       /sin2e\-' 

(3)  cot(2u  —  e)  =  cotecos  (  i  arctang  — —  1»         U=l- j   0. 

Les  valeurs  des  constantes  réelles  U  et  u  étant  ainsi  déterminées,  on 
calculera  les  intensités  I2  et  J2  à  l'aide  des  équations 

(4)  P=tang(<p-^,         J»=tang(x-|), 
dans  lesquelles  on  aura 

(  ,  »     •      /  U        \ 

l  coto  =  cos  2  6  —  ■  v   sin  \i  arctang— )■, 

(5)  ,  .  V 

cot%  =  cosw  sin  I  2arc  tang  — rj- 

Les  formules  qui  précèdent  supposent  connues  les  valeurs  de  6  et  de  £ 
relatives  à  chaque  métal.  Pour  déduire  ces  valeurs  de  l'incidence  princi- 
pale et  de  l'azimut  principal  de  réflexion,  il  suffit  d'observer  que,  dans 
le  cas  particulier  où  l'angle  t  représente  l'incidence  principale,  on  a 

(6)  u  =  îII,         U  ■.—  sinrtangr, 

n  désignant  l'azimut  principal  de  réflexion,  et  de  plus 

(7)  tang(2e — u)=tangùcos.(ir  —  at),        e  =  (f!^)  U' 

Enfin,  pour  obtenir  l'intensité  d'un  rayon  de  lumière  ordinaire,  mo- 
difié par  la  réflexion,  j'ai  admis  avec  tous  les  physiciens  qu'il  suffisait 

J2  _|_  J2 

de  calculer  la  demi-somme des  intensités  de  deux  rayons  pri- 

mitivement  égaux  mais  polarisés,  l'un  suivant  le  plan  d'incidence, 
l'autre  perpendiculairement  à  ce  plan. 
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C'est  à  l'aide  des  formules  précédentes  que  j'ai  obtenu  les  nombres 
donnés  ci-dessus.  Comme,  pour  les  divers  métaux,  le  rapport 

ë 

est  peu  considérable,  il  en  résulte  que,  dans  la  réflexion  sur  un  métal, 
les  formules  (3)  donnent  sensiblement 


(8)  u  =  e,         U  =  0. 

Alors  aussi  le  coefficient  d'extinction  et  l'indice  de  réfraction  n'éprouvent 
que  des  variations  peu  sensibles  quand  le  rayon  incident  s'écarte  de 
la  normale  à  la  surface  réfléchissante,  et  les  formules  (5)  peuvent  être, 
dans  une  première  approximation,  remplacées  par  les  suivantes  : 

cota  =  cose  sin  (  i  arc  tang )  ■> 

\  Gcost; 

(9) 

.    /■  cos-r' 

cot%  =  cosesin  I  1  arc  tang  — — 

Les  formules  (9),  appliquées  à  l'acier  depuis  t  =  0  jusqu'à  x  =  73", 
m'ont  donné,  à  moins  de  -j—  près,  les  mêmes  résultats  que  les  for- 
mules (5).  D'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (9),  si  l'angle  x  vient  à 
croître  en  partant  de  zéro,  l'angle  1  et  par  suite  la  valeur  de  J2  croî- 
tront constamment,  tandis  que  l'angle  9  et  par  suite  la  valeur  de  I2 
commenceront  par  décroître,  pour  croître  ensuite,  après  avoir  atteint 
une  valeur  minimum  correspondante  à  la  valeur  de  x  que  détermine  la 
formule 

(.O)  COST=^- 

La  valeur  minimum  de  I2,  calculée  approximativement  à  l'aide  des  for- 
mules (4)  et  (9),  sera 

(n)  I2  =  tang2-- 

OEuvresdeC  —  S.  I,  t.  IV.  4' 
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A  la  suite  de  cette  lecture,  il  s'élève  une  discussion  entre  M.  Poisson  et 
M.  Cauchy  ('). 


13. 

Physique  mathématique.  —  Note  sur  la  nature  des  ondes  lumineuses  et  géné- 
ralement de  celles  qui  se  propagent  dans  les  systèmes  de  molécules. 

C.  II.,  t.  VIII.  p.  58a  (22  avril  i83g). 

Après  avoir  entendu  la  lecture  de  la  Note  insérée  dans  le  dernier 
Compte  rendu,  M.  Poisson  a  témoigné  le  désir  que  je  donnasse  quelques 
éclaircissements  sur  la  nature  de  ce  que  j'appelle  les  vibrations  et  les 
ondes  lumineuses.  J'ai  répondu  que  l'on  pouvait  considérer  ces  vibra- 
tions sous  deux  points  de  vue  différents  et  à  deux  époques  distinctes,  sa- 

(')     Note  relative  au  Compte  rendu  de  la  dernière  séance;  par  M.  Poisson. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  58i  (22   avril  i83g  ). 

Dans  cette  séance,  j'ai  prié  M.  Cauchy  de  dire  si  le  mouvement,  dont  il  s'occupe  main- 
tenant à  déterminer  les  lois,  comprend  à  la  fois  la  masse  entière  du  fluide,  ou  bien  s'il  est 
renfermé  à  chaque  instant  dans  une  étendue  d'une  petite  largeur,  de  telle  sorte  qu'au  delà 
et  en  deçà  le  fluide  soit  rigoureusement  en  repos,  ce  qui  constitue  la  condition  essentielle 
qui  doit  être  remplie,  avant  tout,  dans  la  théorie  des  ondes  lumineuses.  Peut-être  parce 
que  je  ne  me  serai  pas  assez  clairement  expliqué,  notre  confrère  n'a  pas  répondu,  d'une 
manière  précise,  à  cette  question,  d'ailleurs  très  simple  et  très  naturelle  dans  nos  discus- 
sions. 

En  parlant  incidemment  des  expériences  de  Bouguer  sur  la  proportion  de  la  lumière  ré- 
fléchie au  passage  d'un  milieu  à  un  autre,  j'ai  dit  qu'elles  ne  s'accordaient  pas  toujours 
assez  bien  avec  le  résultat  du  calcul,  pour  servir  de  confirmation  à  la  théorie,  si  toutefois 
on  les  regarde  comme  exactes.  Ainsi  la  formule  à  laquelle  je  suis  parvenu,  il  y  a  déjà  long- 
temps, pour  exprimer  cette  proportion  sous  l'incidence  perpendiculaire,  et  dont  celle  de 
M.  Cauchy  no  doit  pas  différer  dans  ce  cas  particulier,  donne,  par  exemple  ("),  0,020  pour 
la  lumière  réfléchie  au  passage  de  l'air  dans  l'eau,  et  Bouguer  a  trouvé  0,018,  ce  qui  s'en 
écarte,  il  est  vrai,  assez  peu;  mais,  pour  la  lumière  réfléchie  en  passant  de  l'air  dans  le 
verre,  cette  formule  donne  0,046,  tandis  que  Bouguer  ne  trouve  qu'à  peu  près  moitié 
de  cette  fraction,  c'est-à-dire  0,025  de  la  lumière  incidente. 

Je  n'ai  point  encore  étudié  l'analyse  de  M.  Cauchy,  qui  se  rapporte  à  la  réflexion  sur  les 
surfaces  des  corps  opaques,  et,  dans  ce  que  j'ai  dit,  je  n'ai  voulu  y  faire  aucune  allusion. 

("  )  Mémoires  de  V Académie,  t.  II,  p.   38o  et  3Si. 
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voir  :  i°  en  recherchant  de  quelle  manière  un  mouvement,  d'abord 
imprimé  à  l'éther,  en  un  point  de  l'espace,  donne  naissance  à  des 
ondes  terminées  par  des  surfaces  courbes,  mais  qui  s'étendent  bientôt 
de  manière  à  pouvoir  être,  sans  erreur  sensible,  confondues  avec  leurs 
plans  tangents;  2°en  considérant  les  ondes  déjà  propagées  et  parvenues 
à  une  grande  distance  du  centre  d'ébranlement,  par  conséquent,  des 
ondes  planes,  simples  ou  composées;  et  cherchant  immédiatement  la 
nature  de  celles  qui  se  propagent  dans  un  milieu  isophane  ou  non 
isophane.  J'ai  ajouté  que  j'avais  successivement  considéré  la  question 
sous  ces  deux  points  de  vue.  Je  l'ai  traitée  en  effet  sous  ce  double  rap- 
port, non  seulement  dans  les  Leçons  que  j'ai  données  en  i83o  au  Col- 
lège de  France,  mais  aussi  dans  les  divers  Mémoires  que  j'ai  publiés 
ou  présentés  à  l'Académie.  Je  vais  entrer  à  ce  sujet  dans  quelques 
détails. 

Dans  un  système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction 
ou  de  répulsion  mutuelle,  le  déplacement  d'une  molécule,  mesuré  pa- 
rallèlement à  un  axe  fixe  quelconque,  est  déterminé  par  une  équation 
linéaire  aux  différences  partielles  qui  renferme,  avec  le  déplacement 
pris  pour  variable  principale,  les  trois  coordonnées  x,y,  z  et  le  temps  /. 
Ainsi  le  calcul  de  ce  déplacement  dépend  de  l'intégration  d'une  équa- 
tion linéaire  à  quatre  variables  indépendantes.  D'ailleurs,  en  appliquant 
à  une  semblable  équation  la  méthode  d'intégration  que  j'ai  donnée  dans 
le  XIXe  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  on  obtient,  pour 
représenter  le  déplacement  d'une  molécule,  une  intégrale  définie  sex- 
tuple, renfermant  sous  le  signe  /  une  exponentielle  népérienne  dont 
l'exposant  est  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes;  le 
coefficient  du  temps  dans  cet  exposant  étant  lié  aux  coefficients  des 
coordonnées  par  une  certaine  équation  dont  il  doit  être  une  racine. 
Cette  dernière  équation,  ou  plutôt  celle  qu'on  en  déduit  en  remplaçant 
les  coefficients  des  variables  indépendantes  par  ces  variables  mêmes, 
est  ce  que  je  nommerai  Ve'guation  caractéristique.  J'appellerai  son  pre- 
mier membre  fonction  caractéristique,  et  la  surface  que  la  même  équa- 
tion représente  au  bout  du  temps  /,  surface  caractéristique. 
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Lorsque  la  fonction  caractéristique  est  homogène,  l'intégrale  sex- 
tuple se  réduit  à  une  intégrale  quadruple,  comme  je  l'ai  montré  dans 
un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  le  17  mai  i83o  et  inséré  par  extrait 
dans  le  Bulletin  des  Sciences  du  mois  d'avril  de  cette  même  année.  Si 
l'on  considère  en  particulier  le  cas  où,  dans  le  premier  instant,  la 
variable  principale,  ayant  toutes  ses  dérivées  nulles,  n'offre  elle-même 
de  valeur  sensible  que  dans  le  voisinage  de  l'origine  des  coordonnées, 
cette  variable  principale  n'aura  plus  de  valeur  sensible,  au  bout  du 
temps  /,  dans  tout  l'espace  que  terminera  une  certaine  surface  courbe 
dont  j'ai  appris  à  former  l'équation  dans  le  Bulletin  déjà  cité.  Donc 
alors  la  propagation  du  mouvement  dans  l'espace  donnera  naissance  à 
une  onde  sonore,  lumineuse,  ...  terminée  par  la  surface  dont  il  s'agit. 
Cette  surface  est  ce  qu'on  appelle  la  surface  des  ondes.  Si  au  premier 
instant  les  dérivées  de  la  variable  principale  cessaient  d'être  nulles, 
comme  cette  variable  même,  dans  les  points  voisins  de  l'origine  des 
coordonnées,  alors,  dans  l'intérieur  delà  surface  des  ondes,  la  variable 
principale  ne  serait  pas  nulle,  mais  acquerrait  une  valeur  constante 
qui  pourrait  différer  de  zéro. 

Si  l'équation  caractéristique,  considérée  comme  propre  à  déterminer 
le  temps  /  en  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z,  se  décompose  en  équa- 
tions du  second  degré,  elle  représentera  le  système  de  plusieurs  ellip- 
soïdes, et  la  variable  principale  sera  la  somme  de  plusieurs  parties 
dont  chacune,  vérifiant  une  équation  aux  différences  partielles  du  se- 
cond ordre,  pourra  être  représentée  par  une  intégrale  double.  Alors 
aussi  la  surface  de  l'un  des  ellipsoïdes  étant  prise  pour  surface  carac- 
téristique, la  surface  des  ondes  curvilignes  correspondante  sera  celle 
d'un  second  ellipsoïde  tellement  constitué  que  les  rayons  vecteurs  des 
deux  ellipsoïdes,  multipliés  par  le  cosinus  de  l'angle  compris,  fourni- 
ront un  produit  égal  au  carré  du  temps.  Alors  enfin,  le  mouvement, 
supposé  d'abord  circonscrit  dans  un  très  petit  espace  autour  de  l'ori- 
gine des  coordonnées,  ne  sera  sensible  au  bout  du  temps  l  que  dans  le 
voisinage  de  la  surface  des  ondes  et  dans  une  zone  terminée  par  deux 
autres  surfaces  que  l'on  pourra  considérer,  pour  ainsi  dire,  comme 
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parallèles  à  la  première.  Ces  deux  nouvelles  surfaces  sont  les  deux  en- 
veloppes, intérieure  et  extérieure,  qu'engendrerait  la  surface  des  ondes 
si,  en  rendant  cette  dernière  mobile  avec  son  centre,  on  faisait  succes- 
sivement coïncider  ce  même  centre  avec  chacune  des  molécules  primi- 
tivement déplacées  ou  mises  en  mouvement.  Au  bout  du  temps  t,  le 
système  donné  sera  en  repos,  tant  en  avant  qu'en  arrière  de  la  zone 
dont  il  s'agit.  Les  molécules  situées  en  avant  de  la  zone  ne  seront  pas 
encore  déplacées,  et  les  molécules  situées  en  arrière,  c'est-à-dire  entre 
la  zone  et  l'origine  des  coordonnées,  conserveront  les  déplacements 
qu'elles  acquièrent  au  moment  où  la  surface  intérieure  de  la  zone  les 
atteint  en  vertu  de  son  mouvement  progressif. 

Nous  avons  ici  supposé  que  la  fonction  caractéristique  était  homo- 
gène. C'est  dans  cette  hypothèse  seulement  que  la  zone  ci-dessus  men- 
tionnée conserve  une  épaisseur  constante.  Dans  la  supposition  con- 
traire, l'épaisseur  de  cette  zone  croît  avec  le  temps,  et  quelquefois 
même  se  propage  instantanément  jusqu'aux  dernières  limites  du  sys- 
tème de  molécules  donné.  C'est  ce  que  l'on  peut  reconnaître  à  l'aide 
des  considérations  suivantes. 

Un  déplacement  moléculaire,  étant  la  variable  principale  d'une  équa- 
tion linéaire  aux  différences  partielles,  sera. généralement  représenté 
par  une  intégrale  définie  sextuple,  renfermant  sous  le  signe  /  une 
exponentielle  népérienne  dont  l'exposant  sera  une  fonction  linéaire 
des  variables  indépendantes.  Il  sera  donc  la  somme  des  valeurs  que 
cette  variable  principale,  considérée  comme  propre  à  représenter  un 
déplacement  symbolique,  pourrait  acquérir  dans  une  infinité  de  mou- 
vements simples  superposés  les  uns  aux  autres.  Donc  les  lois  de  mou- 
vements infiniment  petits  quelconques  des  systèmes  de  molécules 
peuvent  se  déduire  de  la  considération  des  seuls  mouvements  simples, 
et  les  ondes  curvilignes  peuvent  être  censées  formées  par  la  superposi- 
tion d'une  infinité  d'ondes  planes  du  genre  de  celles  dont  nous  nous 
sommes  occupés  dans  les  précédents  Mémoires. 

Ce  n'est  pas  tout.  Si,  au  premier  instant,  le  mouvement  et  les  dépla- 
cements moléculaires  se  trouvent  circonscrits  dans  un  espace  dont  une 
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ou  plusieurs  dimensions  soient  très  petites,  l'état  initial  du  système  de 
molécules  pourra  être  également  représenté  par  un  système  d'ondes 
planes  initiales,  superposées  en  nombre  infini  les  unes  aux  autres,  soit 
que  l'on  considère  les  ondes  de  chaque  espèce  comme  s'étendant  jus- 
qu'aux dernières  limites  du  système  de  molécules,  soit  que  l'on  réduise 
chaque  onde  à  la  portion  de  cette  onde  que  renferme  l'espace  dont  il 
s'agit.  En  attribuant  aux  ondes  initiales  une  étendue  indéfinie,  on  ne 
changerait  rien  aux  données  du  problème,  attendu  qu'elles  se  neutra- 
liseront partout  les  unes  les  autres,  excepté  dans  l'espace  dont  nous 
avons  parlé.  Mais  on  arrivera  plus  facilement  à  reconnaître  les  lois  de  la 
propagation  des  mouvements  infiniment  petits  si  chaque  onde  initiale 
est  censée  ne  pas  s'étendre  au  delà  de  ce  même  espace.  On  parviendra 
ainsi  aux  résultats  que  nous  allons  indiquer. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  mouvement  se  trouve  d'abord 
circonscrit  dans  un  espace  dont  une  seule  dimension  soit  très  petite, 
savoir,  dans  une  tranche  très  mince,  comprise  entre  deux  plans  paral- 
lèles situés  à  égales  distances  d'un  plan  invariable  passant  par  l'origine 
des  coordonnées.  Supposons  d'ailleurs  que,  dans  cette  tranche,  les  dé- 
placements et  les  vitesses  initiales  des  molécules  restent  les  mêmes 
pour  tous  les  points  situé.s  à  la  même  distance  i  du  plan  invariable. 
L'état  initial  du  système  des  molécules,  dans  la  tranche  dont  il  s'agit, 
pourra  être  considéré  comme  résultant  de  la  superposition  d'une  infi- 
nité d'ondes  planes,  correspondantes  à  des  longueurs  d'ondulation 
diverses,  mais  dont  les  plans  seront  tous  parallèles  au  même  plan  inva- 
riable; et,  comme  l'exposant  de  chaque  exponentielle  imaginaire  pourra 
être  réduit  à  une  fonction  linéaire  de  deux  variables  indépendantes, 
savoir  de  la  distance  t  et  du  temps  /,  l'équation  à  laquelle  devaient 
satisfaire  les  coefficients  des  variables  indépendantes  pourra  être  re- 
gardée comme  établissant  une  relation  entre  le  coefficient  k  de  i  et  le 
coefficient  s  de  /.  Ces  coefficients  n'offriront  pas  de  parties  réelles  si  le 
mouvement  se  propage  sans  s'affaiblir,  et  alors  ils  seront  réciproque- 
ment proportionnels,  le  premier  à  la  longueur  d'ondulation,  le  second 
à  la  durée  des  vibrations  moléculaires,  tandis  que  leur  rapport  £2  expri- 
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niera  la  vitesse  de  propagation  d'une  onde  plane.  De  plus,  suivant  que 
l'équation  dont  il  s'agit,  résolue  par  rapport  à  s,  fournira  une  ou  plu- 
sieurs valeurs  de  s2,  considéré  comme  fonction  de  k,  on  verra  corres- 
pondre à  chaque  longueur  d'ondulation  une  ou  plusieurs  vitesses  de 
propagation  différentes.  Enfin,  tandis  que  les  longueurs  d'ondulation 
des  diverses  ondes  superposées  pourront  varier  de  zéro  à  l'infini,  leurs 
vitesses  de  propagation  pourront,  ou  demeurer  toutes  égales  entre 
elles,  ou  varier  entre  des  limites  finies,  ou  avoir  pour  limite  inférieure 
une  vitesse  finie  ou  nulle,  et  pour  limite  une  limite  supérieure  infinie. 
Dans  le  premier  cas,  la  portion  du  système,  primitivement  ébranlée  et 
représentée  par  une  tranche  très  mince,  se  trouvera  remplacée,  au  bout 
du  temps/,  par  deux  tranches  semblables  et  de  même  épaisseur,  situées 
de  deux  côtés  opposés  du  plan  invariable  et  à  distances  égales  de  l'ori- 
gine des  coordonnées.  Ces  deux  tranches  se  mouvront  en  sens  cou- 
traire  avec  la  vitesse  de  propagation  Q  commune  à  toutes  les  ondes 
planes,  et  renfermeront,  au  bout  du  temps  t,  les  seules  molécules  qui 
ne  soient  pas  en  repos.  Alors,  en  effet,  il  n'y  aura  pas  encore  de  dépla- 
cements ni  de  mouvements  produits  dans  tout  l'espace  situé  en  avant 
de  chaque  tranche,  et  il  n'y  en  aura  plus  dans  l'espace  qui  le  suit. 
C'est  ce  qui  arrive  en  particulier  lorsque  le  son  se  propage  dans  l'air, 
et  lorsque  la  lumière  se  propage  dans  le  vide. 

Dans  le  second  cas,  c'est-à-dire  lorsque  les  vitesses  de  propagation 
des  ondes  primitivement  superposées,  sans  être  toutes  égales  entre 
elles,  sont  renfermées  entre  des  limites  finies,  la  portion  du  système 
ébranlée  au  premier  instant  et  représentée  par  une  tranche  très  mince 
se  trouve  remplacée  au  bout  du  temps  t  par  deux  tranches  au  moins, 
situées  des  deux  côtés  opposés  du  plan  invariable,  et  qui  n'offrent  plus 
l'épaisseur  de  la  première  tranche,  mais  une  épaisseur  variable  dont 
l'accroissement,  proportionnel  au  temps,  est  plus  ou  moins  considé- 
rable suivant  que  les  limites  extrêmes  des  vitesses  de  propagation 
comprennent  entre  elles  un  intervalle  plus  ou  moins  grand.  C'est  ce 
qui  paraît  arriver  dans  la  théorie  de  la  lumière  lorsqu'on  ne  suppose 
pas  les  rayons  lumineux  propagés  dans  le  vide,  et  alors  c'est  la  diffé- 
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rence  entre  les  vitesses  de  propagation  des  divers  rayons  simples  qui 
donne  naissance  au  phénomène  de  la  dispersion. 

Enfin,  dans  le  troisième  cas,  c'est-à-dire  lorsque  les  vitesses  de  pro- 
pagation des  ondes  primitivement  superposées,  ayant  pour  limite  infé- 
rieure une  vitesse  finie  ou  nulle,  ont  pour  limite  supérieure  une  vi- 
tesse infinie,  le  mouvement  initial  imprimé  aux  molécules,  à  l'instant 
où  l'on  compte  t  =  o,  se  propage,  aussitôt  que  le  temps  vient  à  croître, 
jusqu'à  une  distance  infinie,  ou  plutôt  jusqu'aux  extrémités  du  sys- 
tème de  molécules  donné.  Or  c'est  là  précisément  ce  qui  arrive  dans  la 
propagation  des  ondes  liquides.  En  effet,  si  l'on  soulève  ou  si  l'on  dé- 
prime une  tranche  très  mince  de  la  surface  d'un  liquide,  le  mouvement 
se  transmettra  instantanément  jusqu'aux  limites  de  cette  surface;  et, 
comme  alors  les  vitesses  de  propagation  varieront  depuis  l'infini  jus- 
qu'à zéro,  on  pourra  voir  succéder  les  unes  aux  autres  une  infinité 
d'ondes  liquides,  mais  dont  les  dernières,  propagées  avec  des  vitesses 
de  plus  en  plus  petites,  deviendront  de  plus  en  plus  sensibles  ('  ). 

Si  les  molécules  étaient  primitivement  déplacées  ou  mises  en  mou- 
vement, non  plus  dans  toute  l'étendue  de  la  tranche  très  mince  dont 
nous  avons  parlé,  mais  seulement  dans  une  portion  de  cette  tranche; 
et  si  d'ailleurs,  dans  cette  portion,  le  déplacement  et  la  vitesse  initiale 
d'une  molécule  dépendaient  uniquement  de  la  distance  au  plan  inva- 
riable qui  divise  la  tranche  en  parties  égales,  le  mouvement  initial  de 
la  portion  dont  il  s'agit  pourrait  toujours  être  censé  résulter  de  la  su- 
perposition d'une  infinité  d'ondes  planes;  mais  chacune  de  ces  ondes 
planes,  prise  dans  l'état  initial,  ou  considérée  comme  déjà  propagée  au 
bout  d'un  temps  quelconque  t,  ne  subsisterait  plus  qu'en  partie.  Enfin, 
si  au  premier  instant  les  molécules  étaient  déplacées  ou  mises  en  mou- 
vement d'une  manière  quelconque  dans  une  portion  du  système  dont 
les  trois  dimensions  seraient  très  petites,  et  qui  s'étendrait  en  tous 
sens  à  de  très  petites  distances  autour  de  l'origine  des  coordonnées, 
l'état  initial  de  cette  portion  du  système  pourrait  être  censé  résulter 

(  '  )  On  peut  consulter  à  ce  sujet  le  Mémoire  de  M.  Poisson  sur  la  théorie  des  ondes  à  la 
surface  d'un  liquide,  et  celui  que  j'ai  publié  sur  le  môme  sujet  (OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  1), 
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de  la  superposition  d'une  infinité  d'ondes  planes,  renfermées  dans  des 
plans  divers,  et  offrant  des  longueurs  d'ondulation  diverses;  et  la 
propagation  simultanée  de  ces  ondes  planes,  avec  des  vitesses  égales 
ou  inégales,  donnerait  naissance  à  une  zone  mobile  d'épaisseur  con- 
stante ou  variable,  terminée  par  des  surfaces  sphériques,  elliptiques,  etc., 
comme  je  l'expliquerai  dans  un  autre  Mémoire. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  voit  comment  s'opère  générale- 
ment la  séparation  des  ondes  planes  qui,  renfermées  dans  des  plans 
divers  et  offrant  des  longueurs  d'ondulation  diverses,  doivent  être  cen- 
sées superposées  les  unes  aux  autres,  si  l'on  veut  que  leur  système 
représente  l'état  initial  d'une  très  faible  portion  d'un  système  de  mo- 
lécules, circonscrit  dans  un  espace  dont  les  trois  dimensions  soient 
très  petites. 

Celles  de  ces  ondes  planes  qui  se  trouvent  contenues  dans  des  plans 
divers,  ou  plutôt  les  parties  de  ces  mêmes  ondes  que  renferme  primi- 
tivement l'espace  dont  il  s'agit,  se  transportent  dans  diverses  direc- 
tions indiquées  par  divers  rayons  vecteurs  de  la  surface  des  ondes,  et 
se  séparent  ainsi,  de  telle  sorte  qu'au  bout  du  temps  t  les  seules  dont 
la  superposition  subsiste  soient  des  ondes  planes  contenues  dans  des 
plans  très  peu  inclinés  les  uns  sur  les  autres,  et  passant  par  un  même 
point  de  la  surface  des  ondes.  Ces  plans  venant  à  se  déplacer  ultérieu- 
rement, leur  point  de  rencontre  se  déplacera  lui-même  suivant  une 
certaine  droite,  avec  une  vitesse  de  propagation  distincte  de  celle  des 
ondes  planes.  La  série  des  positions  que  prend  ce  point  de  rencontre, 
tandis  que  les  ondes  se  déplacent,  constitue,  dans  la  théorie  de  la  lu- 
mière, ce  qu'on  nomme  un  rayon  lumineux,  et  l'on  se  trouve  ainsi  ra- 
mené, pour  la  définition  d'un  rayon,  aux  considérations  mêmes  dont 
je  m'étais  déjà  servi  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  et 
dans  la  5ie  livraison  des  Exercices  de  Mathématiques  (p.  71).  A  ce  que 
j'avais  dit  alors  on  doit  ajouter  seulement  que,  pour  obtenir  des  ondes 
renfermées  dans  des  plans  très  peu  inclinés  les  uns  sur  les  autres,  il 
suffit,  dans  le  cas  général,  de  considérer  le  mouvement  infiniment  petit 
d'un  système  de  molécules,  non  à  partir  du  premier  instant  où  ce 

OEuvresdeC  —  S.  I,  t.  IV.  1' 
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mouvement  est  imprimé  à  une  portion  du  système,  mais  à  partir  de 
l'un  des  instants  qui  suivent  le  premier. 

Quanta  la  séparation  des  ondes  qui  offrent  des  longueurs  d'ondu- 
lation diverses,  elle  ne  peut  s'effectuer  que  dans  le  cas  où  une  diffé- 
rence entre  les  longueurs  d'ondulation  entraîne  une  différence  correspon- 
dante entre  les  vitesses  de  propagation;  comme  il  arrive  effectivement 
quand  la  lumière  se  propage,  non  dans  le  vide,  mais  dans  les  corps 
diaphanes. 

Observons  encore  que,  l'état  initial  d'un  système  de  molécules,  ou 
plutôt  d'une  portion  de  ce  système,  étant  arbitraire,  le  système  d'ondes 
planes  qui  représente  cet  état  initial,  et  qui  s'en  déduit  par  une  for- 
mule connue,  peut  varier  à  l'infini,  comme  cet  état  même.  Il  en  résulte 
([lie,  parmi  les  ondes  planes  correspondantes  aux  diverses  longueurs 
d'ondulation,  les  unes  doivent  être  très  sensibles,  tandis  que  d'autres 
peuvent  l'être  beaucoup  moins  et  disparaître  presque  entièrement.  On 
ne  devra  donc  pas  être  surpris  de  voir,  dans  la  théorie  de  la  lumière, 
les  rayons  doués  de  réfrangibilités  diverses,  lorsqu'on  les  disperse  par 
le  moyen  du  prisme,  offrir  des  intensités  variables,  non  seulement  avec 
les  longueurs  d'ondulation  correspondantes,  mais  encore  avec  la  nature 
des  corps  dont  ils  émanent;  et  l'on  devrait  s'étonner  au  contraire  s'il 
en  était  autrement.  Ainsi  doivent  être  évidemment  expliquées  les  raies 
brillantes  ou  obscures  découvertes  clans  le  spectre  solaire,  et  dans  ceux 
(jue  fournissent  les  autres  corps  lumineux.  C'est  pour  le  même  motif 
que  la  forme  et  la  vitesse  des  ondes  propagées  à  la  surface  d'un  li- 
quide varient  avec  la  forme  de  la  portion  de  cette  surface,  primi- 
tivement soulevée  ou  déprimée.  J'ajouterai  que  M.  d'Ettingshausen 
m'a  dit,  il  y  a  plusieurs  années,  être  parvenu  lui-même  à  l'explica- 
tion des  raies  du  spectre  dans  la  théorie  des  ondulations.  Mais 
j'ignore  si  cette  explication  coïncide  précisément  avec  celle  que  je 
viens  d'exposer. 

Je  m'estimerais  heureux  si  les  éclaircissements  que  je  viens  de 
donner  paraissaient,  aux  yeux  de  notre  illustre  confrère,  lever  complè- 
tement les  difficultés  que  pouvait  lui  offrir  la  lecture  de  mes  précé- 
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dents  Mémoires,  et  je  le  prie  d'agréer  ici  mes  remerciements  de  ce  que, 
par  la  question  qu'il  a  bien  voulu  m'adresser,  il  m'a  donné  l'occasion 
d'approfondir  ce  sujet  important,  et  d'arriver  ainsi  à  des  résultats  dont 
la  généralité  et  la  simplicité  m'ont  surpris  moi-même  et  surprendront 
peut-être,  au  premier  abord,  les  personnes  adonnées  à  la  culture  de  la 
Pbysique  mathématique. 

Je  joins  ici  les  formules  qui  comprennent  les  propositions  ci-dessus 
énoncées.  Elles  composent  les  cinquième  et  sixième  paragraphes  du 
Mémoire  inséré  dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  8  avril  (1  ). 


M. 

Physique  mathématique.  —  Suri' intensité  de  la  lumière  polarisée  et  réfléchie 

par  des  surfaces  métalliques. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  658  (29  avril  i83g). 

Dans  la  Note  que  renferme  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  8  avril, 
j'ai  donné  la  quantité  de  lumière  réfléchie  sous  l'incidence  perpendi- 
culaire et  sous  l'incidence  principale  par  quatre  métaux  divers,  et  j'ai 
ajouté  que  les  nombres  obtenus  ne  seraient  plus  les  mêmes  si  l'on 
substituait  à  la  lumière  ordinaire  de  la  lumière  polarisée.  Effective- 
ment, si,  en  prenant  pour  unité  l'intensité  de  la  lumière  incidente,  on 
représente  l'intensité  de  la  lumière  réfléchie  par  I-  ou  par  J-,  selon 
que  les  rayons  sont  polarisés  perpendiculairement  au  plan  d'incidence 
ou  suivant  ce  même  plan,  et  si  l'on  fait  réfléchir  les  rayons  sous  l'in- 
cidence principale,  on  tirera  des  formules  que  j'ai  données  dans  la 
séance  du  8  avril  : 

(')  GEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  IV,  p.  237  el  s.uiv. 
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i°En  adoptant  pour  l'azimut  principal  de  réflexion  la  valeur  déduite 
des  observations  directes, 

Pour 
largent.  le  mercure,  le  mêlai  des  miroirs.  l'acier 

.1- 0,962  o,g45  0>%)7  0,870 

I- 0,780  o,463  o,35o  o,3o2 

[2-t-J2 

0,871  °>7°i  0,623  o,586 

20  En  adoptant  pour  l'azimut  principal  de  réflexion  la  valeur  tirée 
des  observations  indirectes, 

Pour 
l'argent.  le  mercuro.  le  métal  des  miroirs.  l'acier. 

•I- °'f)^7  °»944  0,89)  0,85g 

1- o,8o5  0,461  0,344  0,263 

I  -  -+-  J  - 

— ■ 0,886  0,702  0,620  0,561 

Donc,  en  «'arrêtant  aux  valeurs  moyennes  entre  celles  que  l'on  dé- 
duit de  l'observation  directe  et  de  l'observation  indirecte  de  l'azimut 
principal,  on  aura  : 

Tour 
l'argent.  le  mercure.  le  métal  des  miroirs.  l'acier. 

.I2 0,96  °'94  °'9°  0,86 

I- °'79  °i4^  o,35  0,28 

12_j_  J2 

0,88  °?7°  .0,62  0,57 

En  calculant  pour  l'acier  les  valeurs  de  I2  et  de  J2  relatives  à  diverses 
incidences,  et  adoptant,  pour  l'azimut  principal  de  réflexion,  la  valeur 
déduite  de  l'observation  indirecte,  on  trouve,  pour  les  incidences  de 

0",       10",      30°,      50°,      73",      7.ju. 

.1- 0,548   o,553   0,596   o,683   0,814   o,85g 

I2 0,548   0,543   °>499   0,402   0,261   0,263 

I2-W2 


2 


o,5}8       0,548      0,547      0,542      o,5j8      o,56i 
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45. 


Optique  mathématique.  —   Observations  de  M.   A.   Cauchy,  sur  la  Lettre 

de  M.    Mac-Gullagh  ('). 

C  R.,  t.  VIII,  p.  965  (17  juin  1839). 

D'après  la  Lettre  précédente,  on  pourrait  croire  que  mes  travaux  sur 
la  lumière  réfléchie  par  un  corps  opaque  datent  seulement  de  l'an- 
née 1839.  Si  telle  est  encore  aujourd'hui  la  croyance  de  M.  Mac-Cullagh, 
cela  tient  évidemment  à  ce  qu'il  n'a  pas  connu,  ou,  du  moins,  à  ce 
qu'il  n'a  pas  suffisamment  approfondi  les  divers  articles  ou  Mémoires 
que  j'ai  publiés  sur  la  théorie  de  la  lumière.  Pour  que  les  personnes 

(')  Réclamation  de  prioritémrelativement  à  certaines  formules  pour  calculer  l'intensité 
de  la  lumière.  —  Traduction  d'une  Lettre  de  M.  Mac-Cullagh  à  M.  Arago. 

C.  R.,  T.  VIII,  p.  961   (17  juin  i83g). 

Je  prends  la  liberté  de  vous  adresser  quelques  remarques  relatives  au  sujet  dont  s'oc- 
cupe en  ce  moment  M.  Cauchy;  j'espère  qu'elles  pourront  vous  paraître  dignes  d'être  lues 
à  l'Académie  des  Sciences. 

Dans  le  dernier  numéro  des  Comptes  rendus  (  séance  du  i5  avril  18.39) ,  M.  Cauchy  a  donné 
certaines  formules  pour  calculer  l'intensité  de  la  lumière  réfléchie  par  les  métaux  à  diffé- 
rents degrés  d'incidence.  Ces  formules  sont  exactement  les  mômes  que  celles  que  j'ai  com- 
muniquées en  i836,  à  l'Académie  royale  d'Irlande,  et  qui  ont  été  successivement  publiées 
dans  les  Proceedings  de  cette  Académie  (24  octobre  i836),  dans  le  London  and  Edinburgh 
philosophical  Magazine  pour  mai  1837  (Xe  vol.,  p.  382)  et  dans  le  journal  appelé  V Institut 
(t.  V,  p.  223,  juillet  1837).  Rien  n'est  plus  aisé  que  de  convertir  l'un  des  deux  systèmes 
de  formules  dans  l'autre.  En  effet,  puisque  les  constantes  fc)  et  z  dans  la  notation  de  M.  Cau- 
chy sont  représentées  par  M  (  ou  —  )  et  y  dans  la  mienne,  on  trouvera,  en  comparant  nos 

équations  de  condition,  que  '->  =  %-)-  /',  et  —  =  m' cosi;  d'où  il  résulte  qu'on  aura  identi- 
quement \  =  a  et  J  =  (7.  Outre  les  valeurs  de  l'intensité,  j'ai  publié,  dans  le  même  article 
les  expressions  des  changements  de  phase  [S  et  S  ')  produits  par  la  réflexion  métallique.  Ces 
expressions  n'ont  pas  encore  été  données  par  M.  Cauchy.  Elles  servent  à  établir  la  polari- 
sation elliptique  de  la  lumière  réfléchie  quand  la  lumière  incidente  est  polarisée  dans  un 
plan. 

On  doit  observer  que  la  méthode  dont  j'ai  fait  usage  pour  déterminer  la  valeur  des  con- 
stantes M  et  y  relatives  à  un  métal  quelconque,  à  l'aide  des  expérences  de  M.  Brewster, 
est  la  même  que  celle  de  M.  Cauchy.  L'approximation  que  j'ai  indiquée,  et  qui  consiste  à 
négliger  la  petite  quantité  /',  est  aussi  la  même  que  la  sienne,  puisqu'elle  suppose  j  —  ;. 
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qu'intéresse  cette  théorie  et  M.  Mac-Cullagh  lui-même  puissent  se  for- 
mer à  cet  égard  une  opinion  définitive,  je  citerai  d'abord  ici  quelques 
faits  qu'il  leur  sera  facile  de  vérifier. 

Parmi  les  divers  articles  que  j'ai  publiés  en  1 836  sur  la  réflexion  et 
la  réfraction  de  la  lumière,  et  qui  se  trouvent  insérés  dans  les  Comptes 
rendus  de  cette  année,  quelques-uns  se  rapportent  en  totalité  ou  en 
partie  à  l'objet  dont  il  est  ici  question.  Ainsi,  par  exemple,  une  Lettre 
adressée  de  Prague  à  M.  Ampère,  et  insérée  dans  le  Compte  rendu 
de  la  séance  du  1 1  avril  i83G,  commence  par  ces  mots  : 

«  Les  formules  générales  auxquelles  je  suis  parvenu  dans  mes  nou- 
velles recherches  sur  la  théorie  de  la  lumière  ne  fournissent  pas  seu- 

U  =  0.  Enfin,  la  marche  générale  des  phénomènes,  telle  qu'elle  est  décrite  par  M.  Cauchy, 
peut  être  vérifiée  par  l'inspection  de  la  petite  Table  que  j'ai  donnée  pour  l'acier. 

Dans  l'article  ci-dessus  mentionné,  j'ai  expliqué  très  simplement  de  quelle  manière  j'ai 
obtenu  mes  formules,  en  assignant  à  la  vitesse  de  propagation  une  valeur  imaginaire,  dont 
l'argument  est  l'angle  x  l116  j'ai  appelé  la  caractéristique,  et  dont  l'inverse  est  précisément 
la  quantité  imaginaire  que  M.  Cauchy  a  nommée  le  coefficient  caractéristique. 

Or,  quand  cette  valeur  imaginaire  est  introduite  dans  l'expression  de  l'arc,  dont  le  sinus 
ou  le  cosinus  est  ordinairement  employé  pour  représenter  un  déplacement,  elle  donne  nais- 
sance à  une  exponentielle  réelle  multipliée  par  le  sinus  ou  le  cosinus  d'un  arc  réel;  l'expo- 
sant de  cette  exponentielle  étant  réciproquement  proportionnel  à  la  longueur  d'une  ondula- 
tion, nous  sommes  ainsi  naturellement  conduits  à  conjecturer  que  la  caractéristique  x  dépend 
de  l'absorption  produite  par  une  épaisseur  égale  à  cette  longueur.  Si  l'on  suppose  cette  con- 
jecture bien  fondée,  il  s'ensuivra  que  l'amplitude  d'une  vibration,  quand  on  traverse  une 
épaisseur  égale  à  la  longueur  d'une  ondulation  dans  le  métal,  est  diminuée  dans  la  proportion 
inverse  de  l'unité  au  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  27rtangx,  ou27rtangs, 
t.  désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Cette  interprétation  de  l'expression 
imaginaire  se  présenta  à  moi  en  1 836,  presque  aussitôt  que  je  songeai  à  employer  l'expres- 
sion elle-même,  et  elle  fut  depuis  fortifiée  par  la  considération  que  cela  servirait  à  expliquer 
(mathématiquement  du  moins,  sinon  physiquement)  le  changement  de  phase  produit  par  la 
réflexion  et  la  réfraction  à  la  surface  d'un  métal.  Car  si  l'on  suppose  que  l'une  quelconque 
des  équations  de  condition  qui  doivent  subsister  à  la  surface  soit  une  équation  différentielle, 
contenant  les  dérivées  des  déplacements  prises  par  rapport  aux  coordonnées,  et  si  en  outre 
l'amplitude  des  vibrations  dans  un  métal  est  supposée  diminuer  en  raison  de  l'exponen- 
tielle qui  représente  l'absorption,  alors  on  trouvera  qu'il  est  impossible  de  satisfaire  à  ces 
équations,  sans  admettre  ce  qu'on  appelle  précisément  un  changement  de  phase,  c'est-à-dire 
sans  admettre  que,  si  la  vibration  incidente  est  représentée  par  un  sinus,  les  vibrations 
réfléchies  et  réfractées  contiendront  chacune  un  terme  dépendanUdu  cosinus.  Telles  étaient 
les  premières  vues  qui  me  furent  suggérées  par  la  considération  des  équations  imaginaires, 
et  pendant  quelque  temps  elles  me  parurent  entièrement  satisfaisantes;  mais  des  doutes 
s'élevèrent  dans  mon  esprit,  quand  j'arrivai  à  un  calcul  effectif,  et  ma  principale  difficulté 
était  occasionnée  par  les  propriétés  du  diamant.  M.  Airy  a  trouvé  que,  lorsque  la  lumière 
polarisée  perpendiculairement  au  plan  d'incidence  est  réfléchie  par  le  diamant,  elle  ne  s'éva- 
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lement  les  lois  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  le  vide  et  dans  les 
divers  milieux  transparents,  comme  je  vous  le  disais  dans  mes  Lettres 
du  12  et  du  19  février,  ou  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  à 
la  surface  des  corps  transparents,  telles  qu'elles  se  trouvent  énoncées 
dans  les  deux  Lettres  que  j'ai  adressées  à  M.  Libri  le  19  et  le  28  mars 
i836,  elles  s'appliquent  aussi  à  la  propagation  de  la  lumière  dans  la 
partie  d'un  corps  opaque  voisine  de  la  surface,  et  à  la  réflexion  de  la 
lumière  par  un  corps  de  cette  espèce.  » 

Une  autre  Lettre  adressée  à  M.  Libri  vers  le  milieu  du  mois  d'avril, 

nouit  pas  complètement  sous  l'angle  de  polarisation,  mais  que  néanmoins  la  vibration  change 
de  signe,  attendu  qu'il  se  produit  subitement  un  changement  de  phase  presque  égal  à  1800. 

Je  pouvais  expliquer  ce  fait  remarquable,  en  supposant  le  diamant  soumis  aux  lois  de  la 
réflexion  métallique,  et  sa  caractéristique  %  très  petite,  d'où  je  tirais  cette  conclusion  que 
le  diamant  forme  une  sorte  de  liaison  entre  les  métaux  et  les  milieux  qui,  comme  le  verre 
et  l'eau,  polarisent  complètement  la  lumière.  Cette  conclusion  semblait  très  naturelle  et 
p  robable  en  elle-même;  mais  elle  était  accompagnée  d'une  difficulté  que  je  ne  pus  surmonter. 
Quelque  petite  que  je  supposasse  la  caractéristique,  quand  même  elle  était  tellement  petite 
que  la  lumière  réfléchie  sous  l'angle  de  polarisation  se  réduisait  à  la  millionième  partie  de  la 
lumière  incidente,  toujours  l'absorption  calculée  était  assez  grande  pour  rendre  le  diamant 
parfaitement  opaque  à  une  épaisseur  égale  à  la  centième  partie  d'un  pouce.  Ce  résultat,  il  est 
vrai,  peut  être  regardé  comme  montrant  seulement  que  la  réflexion  particulière  opérée  par 
le  diamant  doit  être  expliquée  de  quelque  autre  manière;  mais  elle  était  entièrement  suffi- 
sante pour  m'empêcher  en  i83G  de  publier  aucune  conjecture  sur  la  signification  de  la  ca- 
ractéristique, ou  sur  l'interprétation  physique  des  formes  imaginaires  sous  lesquelles  j'ai 
présenté  la  vitesse  de  propagation.  La  conjecture  que  j'ai  alors  supprimée  a  été  mise  en 
avant  dernièrement  par  M.  Cauchy,  et  j'ai  été  conduit  par  ce  motif  à  exposer  les  observa- 
tions précédentes  sur  ce  sujet. 

Comme  mes  formules  étaient  déduites  d'une  analogie  mathématique  et  non  pas  d'une 
théorie  physique,  j'ai  eu  soin  de  les  publier  simplement  comme  empiriques.  Si  la  théorie  de 
M.  Cauchy  est  vraie,  ces  formules  sont  exactes.  Je  dois  avouer,  cependant,  qu'elles  m'ont 
toujours  paru  trop  compliquées;  et  c'est  pour  cette  raison  que,  dans  les  Transactions  de 
l'Académie  d'Irlande  (XVIIIe  vol.,  lre  Partie,  p.  71),  j'ai  donné  d'autres  formules  peu 
différentes,  lesquelles  semblent  plus  probablement  être  les  véritables,  et  qui  représentent 
aussi  tous  les  phénomènes  connus.  Cependant,  sans  de  nouvelles  expériences,  il  serait  pré- 
maturé de  se  prononcer  sur  ce  point  d'une  manière  positive. 

Il  me  reste  à  mentionner  une  des  conclusions  de  M.  Cauchy,  qui  est  certainement  très 
extraordinaire.  C'est  une  conséquence  de  sa  théorie  que  l'indice  de  réfraction  d'un  métal  est 
égal  à  M  cos^  ou  0  cosî.  Or,  pour  l'argent  pur,  nous  avons  0  =  3,  e  =  85°,  d'après  les  ex- 
périences de  M.  Brewster  ;ten  conséquence,  l'indice  de  réfraction  pour  celui  de  tous  les  mé- 
taux qui  réfléchit  le  mieux  la  lumière  est  seulement  d'un  quart  :  suivant  mon  opinion,  il  est 

égala 5  et,  dans  ce  cas,  il  croîtra  toujours  avec  le  pouvoir  réfléchissant.   Dans  l'argent 

pur  qui  réfléchit  la  presque  totalité  de  la  lumière  incidente,  l'indice  de  réfraction  sera  en- 
viron 35;  et  pour  le  mercure  qui  réfléchit  environ  les  trois  quarts  de  la  lumière  incidente, 
cet  indice  sera  environ  i5  au  lieu  de  1,7,  comme  le  trouve  M.  Cauchy. 


33G  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADÉMIE. 

et  insérée  dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  2  mai  i83G,  contient 
ce  qui  suit  : 

«  Dans  ma  dernière  Lettre,  j'ai  indiqué  les  résultats  que  fournissent 
les  formules  générales  auxquelles  je  suis  parvenu,  quand  on  les  ap- 
plique au  phénomène  connu  sous  le  nom  de  réflexion  totale,  c'est-à-dire 
au  cas  où  le  second  milieu,  quoique  transparent,  remplit  la  fonction 
d'un  corps  opaque.  Je  vais  aujourd'hui  vous  entretenir  un  instant  de 
ce  qui  arrive  lorsque  le  second  milieu  est  constamment  opaque  sous 
toutes  les  incidences,  et  en  particulier  lorsque  la  lumière  se  trouve 
réfléchie  par  un  métal.  Si  l'on  fait  tomber  sur  la  surface  d'un  métal 
un  rayon  simple  doué  de  la  polarisation  rectiligne,  ou  circulaire,  ou 
même  elliptique,  ce  rayon  pourra  toujours  être  décomposé  en  deux 
autres  polarisés  en  ligne  droite,  l'un  perpendiculairement  au  plan 
d'incidence,  l'autre  parallèlement  à  ce  plan.  Or  je  trouve  que,  dans 
chaque  rayon  composant,  la  réflexion  fait  varier  l'intensité  de  la  lu- 
mière suivant  un  rapport  qui  dépend  de  l'angle  d'incidence,  et  qui 
généralement  n'est  pas  le  même  pour  les  deux  rayons.  De  plus,  la  ré- 
flexion transporte  les  ondulations  lumineuses  en  avant  ou  en  arrière  à 
une  certaine  distance  qui  dépend  encore  de  l'angle  d'incidence.  »  Si 
l'on  représente  cette  distance,  pour  le  premier  rayon  composant,  par 

y?  pour  le  second  par  rj  /=  -^  étant  l'épaisseur  d'une  onde,  la  dif- 

lî  l         n  h"  l 

férence  de  marche  entre  les  deux  rayons  composants  après  une  pre- 
mière réflexion  sera  représentée  par 

H-  -  v 
k 

Après  n  réflexions  opérées  sous  le  même  angle,  elle  deviendra 

u.  —  v 
n>-F" 

Je  trouve  d'ailleurs  qu'après  une  seule  réflexion  sous  l'angle  d'inci- 
dence t,  la  différence  de  marche  est  d'une  demi-ondulation  si  t  =  o, 

et  d'une  ondulation  entière  si  t  =  -•  Donc,  en  ne  tenant  pas  compte 
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des  multiples  de  la  circonférence  dans  la  valeur  de  l'angle  \j.  —  v,  on 
peut  considérer  la  valeur  numérique  de  cet  angle  comme  variant  entre 
les  limites  tz  et  zéro.  Lorsque  {/.  —  v  atteint  la  moyenne  entre  ces  deux 

limites  ou  -■>  on  obtient  ce  que  M.   Brewster  appelle  la  polarisation 

elliptique,  et 

?.,    4»    G>    8>    •••>    2« 

réflexions  semblables  ramènent  le  rayon  polarisé  à  son  état  primitif. 
Alors,  si  le  rayon  incident  était  polarisé  en  ligne  droite,  le  dernier 
rayon  réfléchi  sera  lui-même  polarisé  reclilignement.  Mais  son  plan  de 
polarisation  formera  avec  le  plan  de  réflexion  un  angle  à  dont  la  tan- 
gente sera  égale,  au  signe  près,  à  la  puissance  in  du  quotient  qu'on 
obtient  en  divisant  l'un  par  l'autre  les  rapports  suivant  lesquels  la 
première  réflexion  fait  varier,  dans  chaque  rayon  composant,  les  plus 
grandes  vitesses  des  molécules.  Donc,  tandis  que  le  nombre  des  ré- 
flexions croîtra  en  progression  arithmétique,  les  valeurs  de  tangS  va- 
rieront en  progression  géométrique;  et  comme,  pour  les  divers  métaux, 

on  trouve  généralement  ^  <  -.  ou  45°,  la   lumière,   pour  de  grandes 

valeurs  de  n,  finira  par  être  complètement  polarisée  dans  le  plan  d'in- 
cidence. On  déduit  encore  de  mes  formules  générales  un  grand  nombre 
de  conséquences  qui  s'accordent  aussi  bien  que  les  précédentes  avec 
les  résultats  obtenus  par  M.  Brewster. 

A  la  vérité,  dans  la  Lettre  que  je  viens  de  rappeler,  je  n'ai  point 
donné  l'interprétation  physique  de  la  forme  imaginaire  sous  laquelle 
peuvent  se  présenter  les  coefficients  des  coordonnées  dans  les  expres- 
sions des  déplacements  moléculaires.  Mais  M.  Mac-Cullagh  aurait  tort 
de  croire  que  cette  interprétation,  développée  avec  détail  dans  mes 
nouveaux  Mémoires,  est  de  ma  part  une  interprétation  nouvelle.  Pour 
se  convaincre  qu'elle  est  déjà  fort  ancienne,  et  antérieure  aux  publi- 
cations par  lui  mentionnées,  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur  les  para- 
graphes III  et  VU  de  mon  Mémoire  relatif  à  la  théorie  de  la  lumière, 
lithographie  sous  la  date  d'août  i83G.  Il  y  trouvera  des  déplacements 
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moléculaires  représentés  par  des  produits  de  la  forme 

Aehl  cos(w  —  st),     ke~hx  cos(g-<.  —  st  +  1), 

x  désignant  la  distance  à  un  plan  fixe,  t  le  temps,  et  A,  k,  h,  a,  s  des 
quantités  constantes.  Il  y  verra  énoncées  (p.  44  et  84)  les  consé- 
quences auxquelles  on  est  conduit,  dans  la  théorie  des  corps  opaques 
et  dans  celle  des  verres  colorés,  à  la  seule  inspection  de  ces  produits, 
dans  lesquels  une  exponentielle  réelle  se  trouve  multipliée  par  le  sinus 
ou  le  cosinus  d'un  arc  réel,  et  en  particulier  les  conclusions  que  je 
vais  transcrire. 

«   Les  déplacements  E,  r,,  '£,  déterminés  par  les  formules 

l~  AeAc  cos  [m  —  st),         ..., 

s'évanouissent  pour  x ■  =  —  oo  ,  et  si  l'on  attribue  à  -c  des  valeurs  néga- 
tives qui  forment  une  progression  arithmétique...,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  l'exponentielle  e  \  ...  formeront  une  progression  géo- 
métrique  On  pourra  en  dire  autant  des  déplacements  l,  r,,  'C,  ...  et 

de  la  force  vive. . .  dont  la  valeur  maximum  sert  à  mesurer  l'intensité 
de  la  lumière.  C'est  ainsi  qu'en  pénétrant  dans  l'intérieur  d'un  corps 
opaque,  la  lumière  devient  insensible  à  une  petite  distance  de  la  sur- 
face, et  que  son  intensité  décroît  en  progression  géométrique,  tandis 
que  la  distance  croît  en  progression  arithmétique.  »  (  Voir  le  Mémoire 
lithographie,  p.  44  et  45.) 

Plus  loin,  page  84,  les  mômes  idées  étaient  reproduites  et  appli- 
quées à  des  déplacements  de  la  forme 

£  =  Aè-Al/cos(g-i  —  st  +  l). 

J'observais  «  qu'en  vertu  de  ces  dernières  formules  les  déplacements 
deviendraient  insensibles  pour  de  très  grandes  valeurs  positives  du 
produit  Aï,  par  conséquent,  pour  des  valeurs  de  x  affectées  du  même 
signe  que  h,  et  qui  pourront  être  d'autant  plus  grandes  (abstraction 
faite  des  signes)  que  h  lui-même  sera  plus  petit.  Ainsi,  disais-je,  dans 
un  verre  coloré,  l'épaisseur  nécessaire  pour  produire  l'extinction  d'un 
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rayon  lumineux  varie  avec  la  nature  de  la  couleur.  D'ailleurs,  en  rai- 
sonnant comme  à  la  page  84,  on  conclura  des  formules  précédentes 
que,  pour  chaque  couleur,  l'intensité  de  la  lumière  décroit  en  progres- 
sion géométrique,  tandis  que  l'épaisseur  du  verre  croît  en  progression 
arithmétique.  Ces  divers  résultats  sont  conformes  à  l'expérience.  » 

Reste  à  examiner  la  question  de  savoir  si  les  formules  de  M.  Mac- 
Cullagh  et  les  miennes  sont  exactement  les  mêmes.  A  la  seule  lecture 
de  la  remarque  qui  termine  la  Lettre  de  M.  Mac-Cullagh,  on  peut  déjà 
présumer  qu'il  n'y  a  point  ici  un  accord  parfait,  sinon  quant  à  la  forme 
des  équations  obtenues,  du  moins  relativement  à  la  détermination  de 
quelques-unes  des  quantités  dont  elles  peuvent  servir  à  calculer  les 
valeurs.  Si  M.  Mac-Cullagh  a  trouvé,  pour  les  indices  de  réfraction  dé- 
duits de  ses  formules  et  de  mon  analyse,  des  nombres  aussi  différents 
entre  eux  que  le  sont  35  et{,  ou  1 5  et  1,7,  cela  tient,  comme  il  le  dit 
lui-même,  à  ce  que  ces  indices  sont  représentés,  suivant  ses  conjec- 
tures, par  le  rapport  des  quantités  0,  coss,  et,  suivant  mes  calculs,  par 
leur  produit,  sous  l'incidence  perpendiculaire.  Or,  ce  que  j'appelle  V in- 
dice de  refraction,  c'est,  suivant  l'usage  reçu,  le  rapport  entre  les  épais- 
seurs des  ondes  incidentes  et  réfléchies,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
le  rapport  entre  les  sinus  d'incidence  et  de  réfraction;  et  si  M.  Mac- 
Cullagh  admet  pareillement  cette  définition,  il  me  sera  facile  de  lui 
démontrer:  i°  que  l'indice  de  réfraction  d'un  métal  est  effectivement 
représenté  par  0  coss  sous  l'incidence  perpendiculaire;  2°que  cet  indice 
est,  non  pas  constant,  mais  variable  avec  l'incidence.  Toutefois,  pour  y 
parvenir,  il  serait  nécessaire  de  compléter  le  tableau  des  formules  que 
j'ai  déjà  données,  et,  pressé  par  le  temps,  je  me  vois  forcé  de  renvoyer 
cette  démonstration  à  un  autre  article,  ainsi  que  l'explication  des  pro- 
priétés du  diamant.  Ce  qui  a  pu  induire  M.  Mac-Cullagh  en  erreur  à 
l'égard  des  indices  de  réfraction,  et  ce  qui  distingue  principalement 
de  mes  recherches  la  méthode  dont  il  a  fait  usage  dans  l'article  im- 
primé sous  la  date  du  il\  octobre  i83G,  c'est  qu'il  s'est  proposé  sim- 
plement d'étendre  les  formules  données  par  Fresnel,  et  relatives  à  un 
corps  transparent,  au  cas  où  la  lettre  qui,  dans  ces  formules,  repré- 
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sente  l'indice  de  réfraction,  se  transforme  en  une  constante  imaginaire, 
en  suivant  d'ailleurs,  pour  déterminer  la  nature  du  rayon  réfléchi,  le 
mode  d'interprétation  adopté  par  Fresnel  dans  le  cas  de  la  réflexion 
totale,  mais  sans  chercher  en  même  temps  à  calculer  la  marche  de  la  lu- 
mière dans  le  corps  opaque,  et  à  représenter  par  des  formules  précises 
lesvihrations  des  moléculesd'éther  dans  le  rayon  réfracté.  Au  contraire, 
la  méthode  que  j'avais  suivie  pour  obtenir  les  lois  de  la  réflexion  à  la 
surface  des  corps  opaques  consistait  à  chercher  d'abord  les  équations 
de  condition  auxquelles  doivent  satisfaire,  dans  le  voisinage  de  la  sur- 
face de  séparation  de  deux  milieux,  les  déplacements  moléculaires  E, 
71,  C  relatifs  soit  au  premier  milieu,  soit  au  second.  Ces  équations  une 
fois  trouvées,  le  calcul  n'offrait  plus  de  difficultés  sérieuses,  et  donnait 
séparément  les  valeurs  de  E,  r,,  £  relatives  à  chacun  des  rayons  réfléchi 
et  réfracté,  quelle  que  fût  d'ailleurs  la  nature  de  la  surface  réfléchissante. 
Des  lors  tous  les  phénomènes  produits  par  la  réflexion  ou  la  réfraction 
étaient  connus,  et  il  ne  pouvait  rester  aucun  doute  sur  la  nature  des 
diverses  constantes  renfermées  dans  les  équations  finales.  Dans  la 
méthode  employée  par  M.  Mac-Cullagh,  et  fondée,  comme  il  le  dit  lui- 
même,  non  sur  une  théorie  physique,  mais  sur  une  induction  mathé- 
matique, l'interprétation  des  symboles  imaginaires  pouvait  embarrasser 
quelque  temps  le  physicien  ou  le  géomètre,  et  réclamer  de  profondes 
méditations;  mais,  dans  l'autre  méthode,  la  seule  difficulté  véritable 
est  la  formation  des  équations  de  condition  desquelles  on  tire  les  va- 
leurs de  i,  •(],  C  en  opérant  à  peu  près  comme  on  l'avait  déjà  fait  dans 
plusieurs  questions  de  Physique,  par  exemple,  comme  je  l'ai  fait  moi- 
même  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de  M.  de  Férussac  pour  l'année  i83o, 
et  dans  mes  Nouveaux  Exercices  de  Mathématiques  (i835-i83G).  Aussi, 
quoique  les  formules  dont  il  est  question  dans  les  Comptes  rendus  de 
1 836  ne  se  trouvent  pas  explicitement  insérées  dans  ma  Lettre  du  i  mai, 
où  j'ai  seulement  rapporté  plusieurs  des  conséquences  que  j'en  avais 
déduites,  M.  Mac-Cullagh,  qui  doit  être  curieux  de  connaître  ces  for- 
mules, afin  de  pouvoir  les  comparer  aux  siennes,  n'aura  point  de  peine 
à  les  retrouver  dès  qu'il  saura  qu'elles  étaient  pour  moi  à  cette  époque 
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les  équations  de  condition  relatives  à  la  surface  réfléchissante.  Or, 
suivant  mon  opinion,  pour  obtenir  les  équations  dont  il  s'agit,  il  suffi- 
sait d'exprimer  que,  dans  le  voisinage  de  la  surface  de  séparation  de 
deux  milieux,  les  déplacements  E,  n,  '(  des  molécules  d'éther,  relatifs 
soit  au  premier  milieu,  soit  au  second,  fournissaient  les  mêmes  valeurs 
de  y,  quand  l'on  prenait  pour  y  soit  une  fonction  des  coordonnées  x, 
y,  z,  t  représentée  par  l'une  des  trois  différences 

,  ,  dfi       dt,       d'Ç        d£       dt,        dn 

âz       dy       dx       dz       dy       dx 

soit  la  dilatation  linéaire  de  l'éther  mesurée  suivant  la  normale  à  la 
surface  réfléchissante  et  déterminée  par  la  formule 

,dl       ,àn        JK      7    [an     dl\         /dÇ      dl\        ,(d\      dn\ 

v  '  ùx  ùy  dz  \dz      dy  J  \dx      dz)  \dy      dx) 

a,  b,  c  désignant  les  cosinus  des  angles  formés  par  cette  normale  avec 
les  demi-axes  des  coordonnées  positives. 

Pour  s'assurer  par  lui-même  que  ma  mémoire  ne  me  trompe  pas  à  cet 
égard,  M.  Mac-Cullagh  n'aura  besoin  que  de  jeter  les  yeux  sur  les  der- 
nières livraisons  des  Nouveaux  Exercices  de  Mathématiques,  imprimées 
antérieurement  au  Mémoire  d'août  i836,  et  mentionnées  dans  l'obser- 
vation qui  termine  ce  Mémoire.  Il  y  trouvera  (p.  2o3  et  20/4)  les  for- 
mules (1),  (2)  et  ce  que  je  vais  transcrire. 

<«   Lorsque,  les  deux  milieux  étant  séparés  l'un  de  l'autre  par  le  plan 

des  y,  z,  on  suppose  l'axe  des  z  parallèle  au  plan  des  ondes  lumineuses 

et  par  conséquent  perpendiculaire  au  plan  d'incidence,  on  a  dans  la 

formule  (2) 

a  =  ±  1 ,        ô  =  o,        c=o, 

et  de  plus  l,  75,  '(  deviennent  indépendants  de  z.  Donc  alors,  en  chan- 
geant, ce  qui  est  permis,  le  signe  de  la  première  des  différences  (1),  on 
trouve  que  les  fonctions  (1)  et  (2)  peuvent  être  réduites  à 
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Donc,  si  l'on  nomme  c',  r,',  '('  ce  que  deviennent  les  déplacements  l, 
yj,  '(,  tandis  que  l'on  passe  du  premier  milieu  au  second,  on  aura,  pour 
les  points  situés  sur  la  surface  de  séparation,  c'est-à-dire  pour  x  =  o, 

(4) 
et 

(5) 

Lorsque  dans  les  équations  (4)  et  (5)  on  substitue  à  E,  ?),  '(  les  seconds 
membres  des  formules  (i)  du  §  Y,  et  à  £',  y)',  '('  les  seconds  membres 
des  formules  (2)  du  même  paragraphe,  on  obtient  les  lois  de  la  ré- 
flexion et  de  la  réfraction,  à  la  surface  des  corps  transparents,  avec  les 
diverses  formules  que  contiennent  les  deux  Lettres  adressées  à  M.  Libri 
les  19  et  27  mars  et  imprimées  dans  le  n°  14  des  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences  pour  l'année  1 836.  On  déduit  aussi, 
des  conditions  (4)  et  (5),  les  lois  de  la  réflexion  opérée  par  la  surface 
extérieure  d'un  corps  opaque,  et  par  la  surface  intérieure  d'un  corps 
transparent,  dans  le  cas  où  la  réflexion  devient  totale  (voira  ce  sujet 
les  deux  Lettres  adressées  à  M.  Ampère,  les  1e1'  et  26  avril  i836). 
Comme  je  l'ai  montré  dans  ces  différentes  Lettres,  les  formules  aux- 
quelles conduisent  les  conditions  (4)  et  (5),  non  seulement  déterminent 
l'intensité  de  la  lumière  polarisée  rectilignement  par  réflexion  ou  par 
réfraction,  et  les  plans  de  polarisation  des  rayons  réfléchis  ou  réfractés, 
mais  encore  elles  font  connaître  les  diverses  circonstances  de  la  pola- 
risation circulaire  ou  elliptique,  produite  par  la  réflexion  opérée  à  la 
surface  d'un  corps  opaque,  et  en  particulier  d'un  métal.    » 

En  opérant  comme  je  viens  de  le  dire,  M.  Mac-Cullagh  aura  bientôt 
reconnu  :  i°  que  les  formules  insérées  par  lui  dans  les  Proceedings  de 
la  Société  royale  d'Irlande  sont  comprises  parmi  celles  qui  se  déduisent 
des  équations  (4),  (5),  et  qu'en  conséquence  elles  ne  diffèrent  pas  au 
fond  de  plusieurs  des  formules  dont  il  est  question  dans  ma  Lettre  du 
2  mai  i836;  20  que,  pour  arriver  à  ces  formules,  la  méthode  la  plus 
claire  et  la  plus  sûre  consiste  à  établir  d'abord  les  équations  (4),  (5), 
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puis  à  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  des  déplacements  moléculaires 
dans  chacun  des  rayons  réfléchi  et  réfracté;  3°  que  cette  méthode  a 
l'avantage  d'indiquer  la  marche  de  la  lumière,  non  seulement  dans  le 
premier  milieu,  mais  encore  dans  le  second,  en  fournissant,  avec  l'ex- 
plication des  phénomènes  sensihles  observés  dans  le  milieu  transpa- 
rent, les  lois  de  ceux  qui  échappent  à  nos  yeux  et  qui  se  rapportent  au 
rayon  réfracté;  4°  que  l'angle  de  réfraction  et  la  vitesse  de  propagation 
de  la  lumière  dans  le  second  milieu  ont  des  valeurs  réelles,  par  con- 
séquent des  valeurs  distinctes  des  expressions  imaginaires  désignées 
sous  ces  deux  noms  dans  le  Mémoire  de  M.  Mac-Cullagh,  et  que  l'in- 
dice de  réfraction  a  effectivement  la  valeur  que  je  lui  ai  assignée. 

Du  reste,  M.  Mac-Cullagh  ayant  composé  son  Mémoire  avant  que 
mes  travaux  sur  le  même  objet  fussent  suffisamment  connus,  et  n'ayant 
pas  eu  sous  les  yeux  des  formules  comprises  seulement  d'une  manière 
implicite  clans  celles  que  j'avais  publiées,  il  est  clair  que  ce  Mémoire 
offrait  tout  le  mérite  d'une  difficulté  vaincue,  et  devait  être  sous  ce 
rapport  favorablement  accueilli  des  savants. 


46. 

Mécanique  analytique.   —  Sur  les  mouvements  de  deux  systèmes 
de  molécules  qui  se  pénètrent  mutuellement. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  597  (28  avril  183g). 

Lorsque  l'on  considère  les  mouvements  de  deux  systèmes  de  molé- 
cules qui  se  pénètrent  mutuellement,  on  obtient  six  équations  du 
genre  de  celles  que  j'ai  données  dans  mon  Mémoire  sur  la  dispersion, 
et  qui  renferment  six  variables  principales  avec  les  actions  exercées: 
i°  par  les  molécules  du  premier  système  sur  d'autres  molécules  du 
premier  système;  20  par  les  molécules  du  second  système  sur  d'autres 
molécules  du  second  système;  3°  par  les  molécules  d'un  système  sur 
celles  de  l'autre.   Les  six  variables  principales  sont  les  déplacements 
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d'une  molécule  du  premier  système  et  les  déplacements  d'une  molé- 
cule du  second  système,  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés. 
Lorsque  les  deux  systèmes  sont  homogènes  et  que  les  mouvements 
sont  infiniment  petits,  alors,  par  la  raison  que  j'ai  donnée  dans  un 
nuire  Mémoire,  on  peut  réduire  les  six  équations  obtenues  à  six  équa- 
tions linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants;  et 
si  l'on  élimine  entre  elles  cinq  des  variables  principales,  l'équation 
résultante  sera  encore  une  équation  linéaire  aux  différences  partielles 
et  à  coefficients  constants.  Donc,  ce  que  j'ai  dit  d'un  système  de  molé- 
cules s'applique  encore  à  deux  systèmes  qui  se  pénètrent,  dans  le  cas 
même  où  l'on  tient  compte  des  actions  exercées  par  les  molécules  d'un 
système  sur  celles  de  l'autre. 

Lorsque  les  molécules  de  l'un  des  systèmes  sont  trop  écartées  les 
unes  des  autres  pour  exercer  des  actions  mutuelles,  les  formules  se 
simplifient  et  paraissent  spécialement  applicables  à  la  propagation  du 
son  dans  les  gaz.  Alors  les  phénomènes  dépendent  surtout  de  l'attrac- 
tion exercée  par  les  molécules  d'air  sur  celles  du  fluide  éthéré,  par  con- 
séquent d'une  force  qui  croît  avec  la  pression  et  pourrait  la  représenter. 

Dans  le  cas  général,  les  formules  paraissent  s'appliquer  plus  spécia- 
lement à  la  propagation  de  la  lumière  dans  les  corps  solides. 

Au  reste,  je  reviendrai  sur  ces  divers  résultats  dans  les  prochaines 
séances. 


47. 

Physique  mathématique.  —  Mémoire  sur  les  mouvements  infiniment  petits 
de  deux  systèmes  de  molécules  qui  se  pénètrent  mutuellement. 

C.  R.,  t.  VIU,  p.  779  (20  mai  1839). 
§  I.  —  Équations  d'équilibre  et  de  mouvement  de  ces  deux  systèmes. 

Considérons  deux  systèmes  de  molécules  qui  coexistent  dans  une 
portion  donnée  de  l'espace. 
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Soient,  au  premier  instant,  et  dans  l'état  d'équilibre, 

x,  y,  z  les  coordonnées  d'une  molécule  m  du  premier  système  ou 
d'une  molécule  m,  du  second  système  ; 

x  -h  x,  y  H-  y,  c-hzles  coordonnées  d'une  autre  molécule  m  du  pre- 
mier système,  ou  d'une  autre  molécule  m    du  deuxième  système; 

r  le  rayon  vecteur  mené  de  la  molécule  m  ou  m,,  à  la  molécule  m  ou  m-, 

on  aura 

(i)  r2=x2-+-y2-t-z2, 

et  les  cosinus  des  angles  formés  par  le  rayon  vecteur  /•  avec  les  demi- 
axes  des  coordonnées  positives  seront  respectivement 

x       y       z 

—,     —,     _ . 

/•        r         r 

Supposons  d'ailleurs  que  l'attraction  ou  la  répulsion  mutuelle  des 
deux  masses  m  et  m  ou  m,  et  m,,  étant  proportionnelle  à  ces  masses  et 
à  une  fonction  de  la  distance  /•,  soit  représentée,  au  signe  [très,  par 

mm  f(r) 

pour  les  molécules  m  et  m,  et  par 

mm,  f,(r) 

pour  les  molécules  m  etm  ,  chacune  des  fonctions 

<"('•),     f,(r) 

désignant  une  quantité  positive,  lorsque  les  molécules  s'attirent,  et 
négative  lorsqu'elles  se  repoussent.  Les  projections  algébriques  de  la 

force 

mm  l'(r)     ou     mm,  (",(/•) 

sur  les  axes  coordonnés  seront  les  produits  de  cette  force  par  les  co- 
sinus  des  angles  que  forme  le  rayon  vecteur  /•  avec  ces  axes,  et,  en 
conséquence,  si  l'on  fait  pour  abréger 
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elles  se  réduiront,  pour  la  force  mm  f(r),  à 

mmxf(r),     mmyf{r),     mmzf(r) 

et,  pour  la  force  mm,  f,(/*),  à 

m  m,  x  /(/•),     mmj/(r),     m  myz /,(/•). 

Cela  posé,  les  équations  d'équilibre  de  la  molécule  m  seront  évidem- 
ment 

,  o  =  8[mx/lr)]  +  S[mlx//(r)]ï 

(3)  o  =  S[my/(r)]  +  S[mj//(r)]) 


o  =  S[mz/(r)]  +  S[m/z//(r)]) 

la  lettre  caractéristique  S  indiquant  une  somme  de  termes  semblables 
entre  eux  et  relatifs  aux  diverses  molécules  m  du  premier  système,  ou 
aux  diverses  molécules  mt  du  second  système. 

Concevons  maintenant  que  les  diverses  molécules 

m,     m,      .  .  .,      m„     m,,      .  .  . 

viennent  à  se  mouvoir.  Soient  alors,  au  bout  du  temps/, 

l,    n,    K 
les  déplacements  de  la  molécule  m,  et 

S/t    fi,,     'C, 

les  déplacements  de  la  molécule  m,,  mesurés  parallèlement  aux  axes 
coordonnés.  Soient  d'ailleurs 

£  +  A£,       ïj+Aïj,       Ç  +  AÇ 
et 

lt  +  &i„    59,  +  Aïj,,     Ç,  +  AÇ, 

ce  que  deviennent  ces  déplacements,  lorsqu'on  passe  de  la  molécule  m 
à  la  molécule  m,  ou  de  la  molécule  m,  à  la  molécule  mt.  Les  coordon- 
nées de  la  molécule  m,  au  bout  du  temps  t,  seront 

x  -+-  l,    y -h  y,     z-f-  Ç, 

tandis  que  celles  de  la  molécule  m  ou  nii  seront 

a?  4- x  +  £ -f- A£,    j  +  y-bvj  4-  Ayj,     z+z  +  Ç  +  AÇ 
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OU 

ar  +  x  +  ^+AÉ,,     j  +  y+^  +  Avj,,      2  +  Z  +  Ç;  +  AÇ;. 

Soient  à  cette  même  époque 

r+p 

la  distance  des  molécules  m,  m,  et 

r  +  P/ 
la  distance  des  molécules  m,  mt.  La  distance 

/■  +  P 

offrira  pour  projections  algébriques  sur  les  axes  des  x,  y,  z  les  diffé- 
rences entre  les  coordonnées  des  molécules  m,  m,  savoir 

x  +  M,     y  +  Aîj,     z  +  Ar, 

tandis  que  la  distance 

r  -h  p, 

offrira  pour  projections  algébriques  les  différences  entre  les  coordon- 
nées des  molécules  m,  mJt  savoir 

x  +  £,  —  £  4- A£„     y  +  rj,  —  ïi  -f-Av?,.,     z  H-  Ç,  —  Ç  -l-  AÇ,. 

On  aura  en  conséquence 

|  (/■+  p)2  =  (x  +  AÇ)>  +  (y  +  A*)»  +  (z  +  AÇ)3, 

1       '(/■  +  Pl)2  =  (x  +  l-^  +  Ai)^  +  (y  +  7J/-7)+A7ï^  +  (z4-?/-^  +  A?,)^. 

Cela  posé,  pour  déduire  les  équations  du  mouvement  de  la  molécule  m 
de  ses  équations  d'équilibre,  c'est-à-dire  des  formules  (3),  il  suffira 
évidemment  de  remplacer,  dans  ces  formules,  les  premiers  membres 

par 

(t-i       dH       d1^ 


dt-        dt*        dt- 
puis  de  substituer  à  la  distance 

r 
et  à  ses  projections  algébriques 

x,     v,     z, 
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i"  dans  les  premiers  termes  des  seconds  membres,  la  distance 

,-4-p 
et  ses  projections  algébriques 

x  +  At,     y4-A»i,     z  +  AÇ; 
20  dans  les  derniers  termes  des  seconds  membres,  la  distance 

r  4-  p, 
et  ses  projections  algébriques 

X  +  £,—  ç4-A;,,      y  4-7J,  — 7j4-  Avi,,      Z  4~  £,  —  Ç  4-  AÇ,. 

En  opérant  ainsi,  on  trouve 

^l  =  S[m(x  +  AÇ)/(r+p)]  +  S[iii/(x  +  Ç/-Ç  +  AÇ/)/l(r  +  p/)]f 

_  ==  S  [m (y  4-  Ayj)/(r  4-  p)]  4-  S[my(y  4-  m,  -  «  4-  Arj,) /,(r  +  Pl)j, 


/2?=S[m(Z4-AO./'(r4-p)]4-S[/ny(z4-^-Ç4-AÇ/)/;(r4-p/)]. 


On  établirait  avec  la  même  facilité  les  équations  d'équilibre  ou  les 
équations  de  mouvement  de  la  molécule  m,.  En  effet,  supposons  que  l'at- 
traction ou  la  répulsion  mutuelle  des  deux  masses  m,  et  //?,,  ou  m,  et  m, 
étant  proportionnelle  à  ces  masses  et  à  une  fonction  de  la  distance  /\ 
soit  représentée,  au  signe  près,  par 

m, m,  {„{r) 
pour  les  molécules  nt,  et  mf;  elle  devra  être  représentée  par 

m  in  f,  (  /■) 

pour  les  molécules  m,  et  m,  l'action  mutuelle  de  m,  et  m  étant  de  même 
nature  que  l'action  mutuelle  de  mt  et  m.  Donc,  si  l'on  pose  pour 
abréger 


r 


les  équations  d'équilibre  de  la  molécule  m  se  réduiront,  non  plus  aux 
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formules  (3),  mais  aux  suivantes  : 


/  o  =  S[m/x/,(r)]  +  S[mx/(r)]> 
o  =  S[m,y/,(r)]  +  S[mx/(r)]> 
o^S[-|ii,z/#(r)]  +  S[mx/,(r)]. 


Concevons  d'ailleurs  qu'au  bout  du  temps  /  la  distance  des  molé- 
cules m,,  mi  soit  représentée  par  . 

r  +  p„ 

et  celles  des  molécules  m,,  m  par 

'■  +  ,?• 
On  aura 

"     j  ('+P,)1=(*  +  A&)»+(y  +  Aii,)»+(z  +  AÇi)"f 

et  les  équations  du  mouvement  de  la  molécule  in,  seront 

I  ^  =  &[»,(*  +  AÇ,)/,(r  +  P//)]  +  S[m(x  4-  Ç  -  &  +  A£J/,(r  +  ,P)], 
(9)    i  ■^-/  =  S[i»y(y  +  Aî3/)//(r+pJ]  +  S[m(y  +  ïj-y}J+Ayj)/,(r  +  /p)]> 

Si  dans  chacune  des  formules  (5)  on  réduit  le  dernier  terme  du 
second  membre  à  zéro,  on  retrouvera  précisément  les  équations  du 
mouvement  d'un  seul  système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces 
d'attraction  et  de  répulsion  mutuelle,  et  pour  ramener  ces  équations 
à  la  forme  sous  laquelle  je  les  ai  présentées  dans  le  Mémoire  sur  la 

Dispersion  delà  lumière,  il  suffirait  d'écrire  tr  au  lieu  de  p,  -^  au  lieu 
<le/(/')  et  rcosx,  rcosë,  rcosy  au  lieu  de  x,  y,  z. 

Les  équations  qui  précèdent  et  celles  que  nous  en  déduirons  dans 
les  paragraphes  suivants  doivent  comprendre,  comme  cas  particuliers, 
les  formules  dont  M.  Lloyd  a  fait  mention  dans  un  article  fort  intéres- 
sant, publié  sous  la  date  du  y  janvier  i83;,  où  l'auteur,  convaincu 
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qu'on  ne  pouvait  résoudre  complètement  le  problème  de  la  propaga- 
tion des  ondes,  sans  tenir  compte  des  actions  des  molécules  des  corps, 
annonce  qu'il  est  parvenu  à  la  solution  dans  le  cas  le  plus  simple,  sa- 
voir, lorsque  les  molécules  de  l'éther  et  des  corps  sont  uniformément 
distribuées  dans  l'espace.  [Pwceedings  of  the  royal  Irish  Academy ,  for 
the  year  \  836-37.) 


48. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  8n  (27  mai  1839). 

§  IL  --  Équations  des  mouvements  infiniment  petits  de  deux  systèmes    ' 
de  molécules  qui  se  pénètrent  mutuellement. 

Considérons,  dans  les  deux  systèmes  de  molécules  qui  se  pénètrent 
mutuellement,  un  mouvement  vibratoire,  en  vertu  duquel  chaque  mo- 
lécule s'écarte  très  peu  de  sa  position  initiale.  Si  l'on  cherche  les  lois 
du  mouvement,  celles  du  moins  qui  subsistent  quelque  petite  que 
soit  retendue  des  vibrations  moléculaires,  alors,  en  regardant  les  dé- 
placements 

et  leurs  différences 

Xi,     A//,     XÇ,     A;,,     A-/},,     AÇ, 

comme  des  quantités  infiniment  petites  du  premier  ordre,  on  pourra 
négliger  les  carrés  et  les  puissances  supérieures,  non  seulement  de  ces 
déplacements  et  de  leurs  différences,  mais  aussi  des  quantités 

p  et  p,,     ,p  et  p„, 

dans  les  développements  des  expressions  que  renferment  les  for- 
mules (4),  (5),  (8),  (9)  du  premier  paragraphe;  et  l'on  pourra  encore 
supposer  indifféremment  que,  des  quatre  variables  indépendantes 

je  ,     y  9      z ,       < , 
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les  trois  premières  représentent,  ou  les  coordonnées  initiales  de  la 
molécule  m  ou  m,,  ou  ses  coordonnées  courantes  qui,  en  vertu  de  l'hy- 
pothèse admise,  différeront  très  peu  des  premières.  Cela  posé,  si  l'on 
a  égard  aux  formules  (3)  du  §  I,  les  formules  (4)  et  (5)  du  même  [tara- 
graphe  donneront 

\  A;  +  y  A-/]  -h  y.  l'C 
P=  ;, 

n  _  Ml  -  1  +  ±U  +  y k  -  »  +  *«.)  +  z {-ç,  -  k  +  Ar,  ■ 
Pl_  , 


et 


dt 


:-77T  =  S["'/(',)^]  +  S 


m 


dr 


xp 


I 


S[«',/>")  (Ç,-*  +  A$,}]  +  S  [m,  4^1  xp,]  , 


f/2 


vi 


N 


drl  =  S [m/(r)  Ai,]  +  S  [m ^!yp] 

+  S[m//;(r)(y3i-r3  +  A-/3/)]  +  s[m;^lyP/]) 


g|=S[m/(r)AÇ]  +  S 


+  9[m,/,(r)(Ç,  -  Ç  +  A?,)]  +  S  [m,  ^F"^'] 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


dt* 

d°-n 

1r- 
dK 


}  =  LE  +  R-/,  +  <K  +  L,£,  +  R,y,,  4-  Q,  Ç„ 


</^ 


^  =  R|  +  M/)  h-  PC  +  R,£,  -+-  M//?,  +  P/C,, 
=  QÉ  +  Pïj-t-NÇ  +  Q,S/  +  P,7i,-+rN,Ç„ 


pourvu  que,  «  désignant  une  fonction  quelconque  des  variables  r.  r. 

;  et 

Au 

l'accroissement  de  a  dans  le  cas  où  l'on  fait  croître 

x  (le  x,    y  de  y,     z  de  z, 


352  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADÉMIE. 

on  représente,  à  l'aide  des  lettres 

L,      M,      N;      P,      Q,      R, 

L„     M„     N,;     P„     O,,     R„ 

non  pas  des  quantités,   mais  des  caractéristiques  déterminées  par  les 
formules 


L»  =-  S  <,  m 
P» 


[/l^V^]^|-»h[/.M-V^>|.-=-. 


N 


\ 

c  (       yz  </  /"(  r)  .     )        _  (         yz  r/  f  (  /•)     ) 
(        r       dr  \  (      '   r       dr         ) 

'«=sj™/[/,M  +  7^^](«+A»)J,  11,  =  ...,     N, 

Q;=...,    R, 


x*  ,/£(/ 


(""'  r        dr       *"    '    "M 

Comme  d'ailleurs  ces  diverses  formules  doivent  servir  à  déterminer  les 
caractéristiques 

L,     M,     N,     P,     Q,     R;        L„     M,,     N„     P„     Q„     Ry, 

(juelle  que  soit  la  fonction  de  se, y,  z  désignée  par»,  elles  peuvent  être, 
pour  plus  de  simplicité,  présentées  sous  la  forme 


(4) 


r>) 


I  p _ s i _ yz  df{r)  K\    ci m  yz  df'(r) ! 

k=sj™{/,(^  +  y^](*  +  A)J, 

y*rf/,W 


x2  <//,(/• 


tfr 


P,=  S     m/- 

I         r        tir 


(i  +  A)    , 


M  =  .. 

,     N 

Q  =  .. 

,     R 

11,  =  ... 

,     N, 

Q,=  ... 

-    «V 

Enfin,  si  l'on  désigne,  à  l'aide  des  caractéristiques 

D„     Dr,     ])z,     Dr 

et  de  leurs  puissances  entières,  les  dérivées  qu'on  obtient  quand  on 
différentie  une  ou  plusieurs  fois  de  suite  une  fonction  des  variables 


indépendantes 
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x,    y,     s,    i, 


35:5 


par  rapport  à  ces  mêmes  variables,  les  équations  (3)  pourront  s'écrire 
comme  il  suit  : 

j  (L-D2)£  +  Ry?+<K  +  L/£,-+-R;-/j/  +  Q,Ç,=:o, 

(6)  R^  +  tM-D^rj  +  PÇ  +  R^  +  M/^+P,?,^, 

(  O;  +  Prj  +  (N  -  D2  )Ç  +  <},&+  P,u,  +  N,Ç,  =  o. 

De  même,  en  supposant  les  caractéristiques 

L„,     M„,     N„,     P„,     Q„,     R„, 
,L,     ,M,     ,N,     ,P,     ,Q,     ;R 

déterminées  par  les  formules 


[L.r8{»l[/.(r)    ,    r      ^ 

LL=BK,lW+=i^](.+A,j. 

fi    ' 


i]A  -B[-[/«0  +  V^]|.     M. 


P  =  S    w 


ZïitWf.  +  A' 


<// 


™*  —  • 

■    ? 

V, 

Q,  =  • 

•  •  i 

B. 

M  =  . 

*  ? 

\ 

,Q  =  - 

•  •  * 

,« 

on  tirera  des  formules  (9)  du  §  I,  pour  le  cas  où  le  mouvement  est 
infiniment  petit, 

/  ,14  +  1**1  +  ;<K-h(L//-D2)£/4-R/,v3,+  Q„Ç,=  o, 

(9)  ;R^  +  /M-/î+/PÇ  +  R//^+(M//--D?)-/3/+P//Ç/^o, 

!  'Q£  +  ,Pfl  +  ,NÇ .  +  Q-A+  P,u,  +  (N,  -  Df)Ç,  =0. 

On   ne  doit  pas  oublier  que,   dans    les  formules  (4),   (5),   (7),   (8  . 
on  a 


(.0) 

les  fonctions 


/(,.,=  np,    fM=m,    ./;,,,.,  = ',4 


f(').     r,(r),     f,(r), 
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étant  celles  qui  représentent  le  rapport  entre  l'action  mutuelle  de  deux 
molécules,'1  séparées  parla  distance  r,  et  le  produit  de  leurs  masses: 
i°  dans  le  cas  où  les  deux  molécules  font  partie  du  premier  des  sys- 
tèmes donnés;  i°  dans  le  cas  où  l'une  appartient  au  premier  système 
et  l'autre  au  second;  3"  dans  le  cas  où  toutes  deux  font  partie  du  se- 
cond système. 

Pour  réduire  les  équations  (6)  et  (9)  à  la  forme  d'équations  linéaires 
aux  différences  partielles,  il  suffira  de  développer,  dans  les  seconds 
membres  de  ces  équations,  les  différences  finies  des  variables  princi- 
pales 

\t    "/}>    S;       £;>    *j,>    K, 

en  séries  ordonnées  suivant  leurs  dérivées  des  divers  ordres.  On  y  par- 
viendra aisément  à  l'aide  de  la  formule  de  Taylor,  en  vertu  de  laquelle 

on  aura 

«  +  Aw  =  exD<+>'D;+zD'K, 

quelle  que  soit  la  fonction  de 

désignée  par  k,  et  par  conséquent 

(11)  ,-t-A  =  ex  D'+y  Dr+zD=,        A  =  e*  D*+y  Dr+Z  D*  -  1 . 

Cela  posé,  dans  les  équations  (6)  et  (9),  ramenées  à  la  forme  d'équa- 
tions aux  différences  partielles,  les  coefficients  des  dérivées  des  va- 
riables principales  se  réduiront  toujours  à  des  sommes  dans  chacune 
desquelles  la  masse  m  ou  ml  se  trouvera  multipliée  sous  le  signe  S  par 
des  puissances  dex,  y,  z,  et  par  une  fonction  de  r.  Ainsi,  en  particulier, 
les  coefficients  dont  il  s'agit  se  réduiront,  dans  les  équations  (G),  à  des 
sommes  de  l'une  des  formes 

(12)  S[mx»f'z»7(r)],         ^\m^r'^n"—^\ 
(i3                       S[m/x*y«'z«,,//(r)],         S  [m/x"y«'z"'/  Hi!j\  > 
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et,  dans  les  équations  (9),  à  des  sommes  de  l'une  des  formes 

(.4)  s[myx«r' </;>)],     s[m,x»rv"  -^jr-} 

(  1 5  )  S  [ m  x" y"' z""/  (  /■)],         S  [  m  x" y"' z»"  ^4^  1  ' 

//,  /i',  n"  désignant  des  nombres  entiers. 

On  pourra  regarder  la  constitution  du  second  système  de  molécules 
comme  étant  partout  la  même,  si  les  sommes  (i3),  (i4)  se  réduisent  à 
des  quantités  constantes,  c'est-à-dire  à  des  quantités  indépendantes 

des  coordonnées 

x,    y,     z 

de  la  molécule  m  ou  m,.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  quand  le 
second  système  sera  un  corps  homogène,  gazeux,  ou  liquide,  ou  cris- 
tallisé. Si  d'ailleurs,  les  molécules  étant,  dans  le  premier  système, 
beaucoup  plus  rapprochées  les  unes  des  autres  que  dans  le  second,  les 
sommes  (12)  et  (i,5)  reprennent  périodiquement  les  mêmes  valeurs 
quand  on  fait  croître  ou  décroître  en  progression  arithmétique  chacune 
des  trois  coordonnées  x,  y,  z-,  et  si  les  rapports  des  trois  progressions 
arithmétiques,  correspondantes  aux  trois  coordonnées,  sont  très  petits; 
alors,  en  vertu  d'un  théorème  que  nous  avons  établi,  on  pourra  substi- 
tuer à  ces  mêmes  sommes  leurs  valeurs  moyennes  sans  qu'il  en  résulte 
d'erreur  sensible  dans  le  calcul  des  vibrations  du  système  et  des  dépla- 
cements moléculaires.  Donc  alors  les  équations  des  mouvements  inti- 
niment  petits  des  deux  systèmes,  c'est-à-dire  les  équations  (G)  et  (9) 
pourront  être  considérées  comme  des  équations  linéaires  aux  diffé- 
rences partielles  et  à  coefficients  constants  entre  les  six  variables  prin- 
cipales 

\i    rh    C;    4y    rh>    ?> 

et  les  quatre  variables  indépendantes 

a-,     y,     z,     t. 

De  semblables  équations  sont  propres  à  représenter,  par  exemple,  les 
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mouvements  infiniment  petits  du  fluide  lumineux  renfermé  dans  un 
corps  homogène,  isophane  ou  non  isophane,  opaque  ou  transparent. 

Comme  nous  venons  de  le  dire,  dans  le  cas  on  les  sommes  (12)  et(i5) 
reprennent  périodiquement  les  mêmes  valeurs,  tandis  que  l'on  fait 
croître  ou  décroître  les  coordonnées  en  progression  arithmétique,  une 
condition  nécessaire  pour  que  l'on  puisse  sans  erreur  sensible  substituer 
à  ces  mêmes  sommes  leurs  valeurs  moyennes,  c'est  que  les  rapports 
des  trois  progressions  arithmétiques  correspondantes  aux  trois  coor- 
données soient  très  petits.  Il  y  a  plus,  si  l'on  veut  appliquer  le  théo- 
rème rappelé  ci-dessus,  et  par  lequel  on  établit  cette  proposition,  à  un 
mouvement  simple  caractérisé  par  une  exponentielle  népérienne  dans 
l'exposant  de  laquelle  les  coefficients  des  coordonnées  soient  imagi- 
naires, on  reconnaîtra  que,  pour  rendre  légitime  la  substitution  dont  il 
s'agit,  on  doit  supposer  très  petits,  non  seulement  les  rapports  des  trois 
progressions  arithmétiques,  mais  encore  les  produits  des  sommes (12) 
ou  (i5)  par  l'un  quelconque  de  ces  rapports. 

§  III.  —   Mouvements  simples. 

Les  équations  (6)  et  (9)  du  paragraphe  précédent  peuvent  être 
traitées  comme  des  équations  linéaires  à  coefficients  constants,  non 
seulement  dans  le  cas  où,  la  constitution  des  deux  systèmes  de  molé- 
cules étant  partout  la  même,  les  sommes  (12),  (i3),  (i4)>  ('5)  demeu- 
rent constantes,  mais  aussi  dans  le  cas  où,  les  sommes  (i3),  (14)  étant 
constantes,  les  sommes  (12),  (i5)  varient  périodiquement  quand  on 
fait  croître  ou  décroître  les  coordonnées  en  progression  arithmétique, 
pourvu  que  dans  ce  dernier  cas  les  produits  des  sommes  (12)  ou  (i:>) 
par  le  rapport  de  l'une  quelconque  des  trois  progressions  arithmétiques 
correspondantes  aux  trois  coordonnées  soient  très  petits.  Seulement, 
on  devra,  dans  le  dernier  cas,  après  avoir  intégré  les  formules  (6),  (9), 
comme  si  toutes  les  sommes  (12),  (i3),  (i4)>  (*5)  étaient  constantes, 
remplacer  dans  les  intégrales  trouvées  chacune  de  ces  sommes  par  sa 
valeur  moyenne.  C'est  ainsi  que  l'on  obtiendra,  par  exemple,  les  vibra- 
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lions  de  la  lumière  dans  un  corps  diaphane,  en  supposant  que  le  rayon 
de  la  sphère  d'activité  d'une  molécule  du  corps,  c'est-à-dire  la  distance 
au  delà  de  laquelle  cette  action  devient  insensible  et  peut  être  négligée, 
soit  peu  considérable  relativement  à  la  longueur  d'une  ondulation  lu- 
mineuse. 

Comme  la  solution  de  plusieurs  problèmes  de  Physique  mathématique 
peut  dépendre  de  l'intégration  des  équations  (G)  et  (9)  du  paragraphe 
précédent,  considérées  comme  équations  linéaires  à  coefficients  con- 
stants, nous  allons  rechercher  ici  les  intégrales  de  ces  équations,  en 
nous  bornant  pour  l'instant  aux  intégrales  qui  représentent  des  mou- 
vements simples,  c'est-à-dire  en  supposant  les  déplacements  effectifs 
ou  du  moins  les  déplacements  symboliques  tous  proportionnels  à  une 
même  exponentielle  népérienne,  dont  l'exposant  soit  une  fonction  li- 
néaire des  coordonnées  et  du  temps. 

Lorsque  les  sommes  (12),  (i3),  (i<4)>  ('5)  du  §  II  demeurent  con- 
stantes, alors,  pour  satisfaire  aux  équations  (G)  et  (9)  du  même  para- 
graphe, il  suffit  de  supposer  les  variables  principales 

toutes  proportionnelles  à  une  même  exponentielle  népérienne  dont  l'ex- 
posant soit  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes 

et  de  prendre  en  conséquence 

■  1)      \  ==  A  e"x^vy-   wz~st,        r,  =  B  e«-  :  <:>-Hv;-^        y  _  c  eux+Vy+Wz-st ^ 
'•>.)       -   =  \  eux~vy+wz-st  _j  eux+vy-\-wz— st  £  _  q  gM+iy+wî-rt 

h,  e,  iv,  .v,  A,  13,  C,  A,  B  ,  C,  désignant  des  constantes  réelles  ou  ima- 
ginaires convenablement  choisies.  En  effet,  si  l'on  substitue  les  valeurs 


& 


-n,     'C;     ;.,    w,,     'C- 


précédentes  de 

dans  les  équations  (6)  et  (9)  du  second  paragraphe,  tous  les  termes  se- 
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ront  divisibles  par  l'exponentielle 

ju.$-\-vy-\-wz — st 


et  après  la  division  effectuée,  ces  équations  seront  réduites  à  d'autres 
de  la  forme 


\ 


(£  --  sn-)k  +^IB+  £C 
JlA  +  (3IL  -s2)B-t-<PC 
£A  -MPB     +  {DL  --*2)C  • 

(  ,£A-i-,&B    +  #C -*-(£, 
,AA  +  ,3K/B-+-  ,£C-t-  Jl„A; 


(PB  +r%C  +  ^A, 


(3R/#-*a)B/  +  *irCl=o, 


,^A- 
les  valeurs  des  coefficients 


a\,B. 


Jfc, 


;-ÏC. 


«r 


41,     on,    3L,    u\    1^,    «A;    £„    oïl,,    x,,    «„    $,„    &,  ; 
X,    pré,    ,?&,    ,«,    ,£,    /a;    £„,    an,,,    xflf    90,    ^,    a„ 

étant  déterminées  par  les  formules 
/        /■       «/■  \         r        dr      \ 


S  j  />, 


/(-)^7^ 


r       dr 


DM  =...,    3b 


=  9jm,[/l(r)  +  ^^]^^-"*jf 


$\  = 


yz  rf  /*(/')    ,,,.,„,.,,,,,  ) 


r  =s 


r        dr 
'     .    ,        x-  d  f.(r 


.«x-H'V-Hvz 


S  }  /??  —        •' '^  ^  e«x+cyH-n'z 


1  = 

on 

r 


Jl  = 


0b,=. 


...,    Jl/==. 


,0b  --. 


H^7^>} 


,HX+* 


y-Hw__,)l  _  si 


f.[r) 


3ÏL-=. 


-,     ^>= 


*  '  '"'  V  ~77^ 


"-I'i"T7  ~7/7~ 


3 

X/' 


...,  &J 
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(5) 


•C  =  G  + 

d»5 


o  tt  - 


(S 


dv  dw 


d2i{ 

on  =c  +  -3-v> 

•J         dv2 

T)    =   —  ? 

v       dw  du 


Sfc  = 


di  = 


:«) 


<r-.s 


<V 


<>: 


dv  dw 


»  =  *&, 

<-'       dw  du 


d2  S 
J        ow2 


&. 


du  dv 


(7) 


=  ,s 


d2iï 


r')/ 


+  ^'  ,^=£  + 


t*K2 


,1  = 


d2 ,} 


,D 


dwdu 


i9l  =  lQ  +  ï£4, 


A 


du  dv 


C  =   &  + 


« 


r)/ 


d«2 


d2S 
dvdw 


3l^=& 


à2}] 


;)„ 


dv2 


d2  8 


ffc,=  &r+ 


dw2 


"       d«  dv 


les  valeurs  de 


S»    5;    CJ»    5,i    /£     i5î    5//»    5* 


étant  respectivement 


(9) 


5 


=  s|/ii/(r)(e'"+'7-*-M'ï-  i)|  -  S  [m,/,(r)|, 


e«-HT-Hw_  («x  +  vy  +  wz; 

'»,  <-//,(/•)  («x  -f-  t'y  +  cvz)2  | 


(ax  +  fy  -+-  cvz)2  j 


(    /■      dr 


io 


ffl==s|mi//(r)«*+T+-i, 


I  c=s    ^^ 


(  J' 


/•        c/r 


1 1 


lÇ=s|m/l(r)««+'*+w' 


''i=S    - 


W  »  ,/t(  f  1     «x+i.y+ivz 


f//' 
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11} 


e"X+"y-H«'Z_   (MX  +  py  +  (,-Z) 

»?  dft(r)  («x+i'y  +  u'z)2  ) 


(mx+  fy  +  d'z)2 


r       <//' 


Or,  lorsque  les  sommes  (12  ),  (i3),  (i4).  ('5)  du  §  IV  demeurent  con- 
stantes, on  peut  en  dire  autant  des  valeurs  de 

£,    OU,    ,%,    «,    $_,    a,    £„    or , 

que  fournissent  les  équations  (5),  (G),  (7),  (8),  jointes  aux  formules  (9), 
(10),  (r  1),  (12),  et  qui  sont  développables  avec  l'exponentielle 

en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  u,  v,  w.  Donc 
alors  on  peut  satisfaire  aux  équations  (3)  et  (4)  par  des  valeurs  con- 
stantes des  facteurs 

A,     B,     C;     A„     B,,     C,. 

Soit  maintenant 
(i3)  S^o 

l'équation  du  sixième  degré  en  s2  que  produit  l'élimination  des  facteurs 

A,     B,     C;     A,,     B„     C, 

entre  les  équations  (3)  et  (4),  la  valeur  de  s  étant 

(i4)     B±&-M*){m-*)[gL-M*)[Z,-**){3lbt--s*)(3tt-M*)-..,. 

Si  l'on  prend  pour  5  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  (i3),  el 
si  d'ailleurs  on  désigne  par 

a,     6,     y;     «„     6,,     y, 

des  coefficients  arbitraires,  on  pourra  présenter  les  équations  (3)  et  (4) 


EXTRAIT  N°  48 


361 


sous  la  forme 


(i5) 


;  1 6  : 


(£  -s2)A  +  <&B  -+-  ?>C  +  £,A/+&,B/+^,C/=aS, 
SïA  +  (OÏL  — j2)B+^C  +  <a/A/  +  <')lL;B/+2,/C,  ==(3S, 
:3A  +  9?B      +  (  01-     -  i2 )  C  +  s> , A,  +  ®,  B,  +  X, C/  =  yê  ; 

,£À  +  ,AB    4- #£  +  (£„     -^A^^  +  ^.C^aS, 
,31 A  +  0)l  B  +  /PC  +  A^A,  +  (3^—  s2  )  B,  +  £,C,=  0,8  , 

,$A+,«B    +  ,.X,C+.£/,A,+  <J?/,B,+  (J&„   --^JC^y.S. 


Or,  eu  laissant  à  *  une  valeur  indéterminée,  on  tirera  de  ces  dernières 
équations,  résolues  par  rapport  aux  facteurs  A,  B,  C,  A,,  B,,  C,, 

A  —    Ca+    ïlê  +   &y  +   C,a;  +  H,  6,+  e,  y„ 
B  =   lia  +  iH6  +  \)y  H-l^a,  +111,6+ H,  y,, 

c  =  e«+  |3ê+  rty  +e/a,  +  )fj/  e,  +  it,y,; 

A,  =--,£«    +,116  +  ,&y +  £„«,  +  «„  6, +  «t„y„ 

'  B,  =  \\a  +  ,i!16  +  fly  +  R^a,  +  ill„6;  +  )p„  y/( 

C;  -yCa+  ,»  S  ■+■  ,tty   +  <&„«,  +  p„  6,  +  11,  y,; 


et  par  suite 


i'9 


i'a 

+  116  +  ey  +  *,a, 
B 

+  11,6,  +  (&,  y, 

Ka 

+  illê  +  ^y  +  tl,a, 
C 

+  i«A+  fl,y, 

(ûa 

-4-  p  6  +  Uy  +  <Gt,a 

A, 

+  PA  +  n/7i 

,r« 

+  yR6  +  /fty  +  if^a, 
B 

+  k,  6,  +  *,y, 

,*« 

+  ying+yi?y  +U,,*, 

+  i«,A +  *>,//, 

■    C*+  )36+  Uy  +  e//X,  +  »„6,+  ll„y, 
les  nouveaux  facteurs 

£,    m,    n,    »,    e,    u,    c,,    iii,,    ... 
étant  desfonctions  entières  de  .y,  toutes  du  huitième  degré,  à  l'exception 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  I  V.  4(i 
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des  seuls  facteurs 

c,    m,    n,       r„    ai,,    n„, 

qui  seront  du  cinquième  degré  par  rapport  à  s2,  et  du  dixième  par  rap- 
port à  s.  Donc  les  valeurs  des  facteurs 

A,     B,     C,        A„     B,,     C„ 


s 


déterminées  par  les  formules  (17),  (18),  vérifieront  généralement  le> 
formules  (r 5)  et  (16).  Donc,  lorsqu'on  prendra  pour  s  une  racine 
l'équation  (.i3),  elles  vérifieront  les  formules  (3)  et  (4),  quelles  que 
soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées  aux  constantes 

«,     6,     y,         oc„     6,,     y„ 

et,  celles-ci  demeurant  arbitraires,  les  valeurs  des  rapports 


B 


C 


B 


C. 


ï'     A' 


A'      A'      À' 


propres  à  vérifier  les  formules  (3)  et  (/j),  seront  précisément  celles 
que  fournit  la  formule  (19).  Si  l'on  suppose  en  particulier  les  con- 
stantes 

«,     6,     y,         at,     €,,     y,, 

loutes  réduites  à  zéro,  à  l'exception  d'une  seule,  la  formule  (19)  don- 
nera successivement 


•>.o 


•>  I 


A 

B 

C 

A, 

B, 

C 

£ 

U 

& 

£ 

t 

U; 

"  c, 

A 

B 

c 

A, 

B/ 

c, 

U 

JH 

î? 

U 

Ut, 

"  », 

A 

B 

c 

A, 

B, 

c, 

<C 

y 

n 

*, 

», 

tt, 

A 

B 

c 

A, 

B, 

c, 

,£ 

,» 

ff, 

U„ 

*. 

A 

B 

c 

A, 

B/ 

c, 

1* 

"./*' 

iP 

"  K  ' 

"  ** 

"  1?. 

\    ; 


A_ 
(Cl 


B^ 


C^ 


A, 
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Les  formules  (i)  et  (2),  lorsqu'on  y  suppose  les  constantes 


B       C       A,       B,       C, 
A'      A'      A  '      A  '      A 


déterminées  en  fonctions  de 


u,      V,      «', 


par  l'équation  (i3)  jointe  à  la  formule  (19),  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  l'une  des  six  formules  (20)  et  (21),  représentent  ce  q.u'011  peut 
nommer  un  système  d'intégrales  simples  des  équations  (G)  et  (9)  du 
§  II.  Les  coefficients 

dans  ces  intégrales  simples,  restent  entièrement  arbitraires,  ainsi  que 
la  constante  A.  De  plus,  les  valeurs  des  diverses  constantes 

u,     v,     w,     s,        A,     B,     C,         A„     B,,     C,, 
et,  par  suite,  les  valeurs  des  variables  principales 

c,      m,       'C,  \„      7J,,       'Çt, 

tirées  des  formules  (1),  (2),  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires.  Dans 
le  premier  cas,  ces  variables  représenteront  les  déplacements  infini- 
ment petits  des  molécules  dans  un  mouvement  infiniment  petit  com- 
patible avec  la  constitution  des  deux  systèmes  donnés.  Dans  le  second 
cas,  les  parties  réelles  des  variables  principales  vérifieront  encore  les 
équations  des  mouvements  infiniment  petits,  et  ce  seront  évidemment 
ces  parties  réelles  qui  pourront  être  censées  représenter  les  déplace- 
ments infiniment  petits  des  molécules  dans  un  mouvement  de  vibra- 
tion compatible  avec  la  constitution  dès  deux  systèmes.  Dans  l'un  et 
l'autre  cas,  le  mouvement  infiniment  petit  qui  correspondra  aux  va- 
leurs de 

£>    ■//>    ?>        c.,    n,,    'C, 

fournies  par  les  équations  (1)  et  (2)  sera  un  mouvement  simple  dans  le- 
quel ces  valeurs  représenteront,  ou  les  déplacements  effectifs  des  mo- 
lécules, mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  ou   leurs  dépla- 
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cemenis  symboliques ,  c'est-à-dire  des  variables   imaginaires  dont  les 
déplacements  effectifs  sont  les  parties  réelles.  Les  équations  (i),  (  2) 
elles-mêmes  seront  les  équations  finies,  et,  dans  le  second  cas,  les  équa- 
tions finies  symboliques  du  mouvement  simple  dont  il  s'agit. 
Si  l'on  pose 


22  )  u  =  U  +  u  s[— « ,        v  =  V  +  v  v'—  '  »        w  =  W  -+-  w  v/—  1 , 


(23)  t  i=S  +  sV-i. 

(24)  A^a^V-',  B  =  be^~,  C  =  cp'^, 

u,  v,  w,   U,  V,  W,  s,  S,  a,  h,  c,  X,  pi,  v,   a,,  b„  c,,  X,,  ;;.,,  v/  désignant 
des  quantités  réelles,  et  si  d'ailleurs  on  fait  pour  abréger 


(  27  )  kt  -=  uj?  +  \y  +  w  -,         Kr  =  U^c  +  Vr  -+-  W  -, 

les  formules  (1),  (2)  donneront 

.   \  :=a  eKR-s'cos(kv-  s/  +  X), 
»8)  •/3=beKR-s'cos(ki-s/  +  ,a). 


=  c 


eKR-s'cos(kt-s/  +  v); 


^=aieKR-Sfcos(kv  — s/  +XJ, 
?9)  ;  •/],  =  b/eKR"s'cos(kv-s/  +  u/), 


KR  -  S  t 


,ÇI=  c/eKK-:'ccos(ki  —  s/  -4-  v,). 

Comme  la  forme  des  équations  (28)  reste  la  même,  quel  que  soit  le 
second  système  de  molécules,  et  dans  le  cas  où  ce  second  système 
disparait,  il  en  résulte  qu'un  mouvement  simple,  susceptible  de  se  pro- 
pager à  travers  deux  systèmes  moléculaires  qui  se  pénètrent  mutuelle- 
ment, est,  pour  chacun  de  ces  deux  systèmes,  delà  même  nature  qu'un 
mouvement  simple  capable  de  se  propagera  travers  un  système  unique, 
et  se  réduit  toujours  à  un  mouvement  par  ondes  planes,  dans  lequel 
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chaque  molécule  décrit  une  droite,  un  cercle  ou  une  ellipse.  CYsl  d'ail- 
leurs ce  que  démontrent  évidemment  les  formules  suivantes. 

On  tire  des  équations  (28)  : 

i°  Lorsque  1,  y.,  v  sont  égaux, 


i  ,  l       -n       l 

a        b       c 


■?."  Lorsque  a,  >j.,  v  ne  sont  pas  égaux, 

-sin (p.  —  y)  -4-  r  sin(v  —  A)  -+-  -  sin  (A  —  y.)  —  o, 

<\  D  C 

'^2-2^cos(^-v)+(^2=e2KR-2SfsinMv-a: 


Pareillement,  on  tire  des  équations  (29 
i°  Lorsque  \,  a,  v,  sont  égaux, 


32)  i1  =  ^_L. 

a        b.       c 


20  Lorsque  \,  a,,  v,  ne  sont  pas  égaux, 


i 

S/ 


V,.-mt..       1  i   ,   ^ 


Ji  sin  ( p,  -  y, )  -4-  T-'  sin  (y;  -  A,)  +  ^  sin  ( X,  -  a, )  =0 , 
\  ll/  u/  c/ 

33)      '     ,     •  , 

^2-2^|-cos(y/-ia/)+  (^^^"^sin^-a,). 

Donc  la  ligne  décrite  par  chaque  molécule  du  premier  ou  du  second 
système  est  toujours  une  droite  représentée  par  la  formule  (3o) 
ou  (32),  ou  bien  une  ellipse  représentée  par  les  formules  (3i)  ou  (33), 
cette  ellipse  pouvant  se  réduire  à  une  circonférence  de  cercle.  Le  plan 
invariable,  auquel  le  plan  de  l'ellipse  reste  constamment  parallèle  est 
d'ailleurs  représenté,  pour  le  premier  système  de  molécules,  par  l'équa- 
tion 

(34)  -  sin  (//  -  y)  -+-  £  sin  (y  -  A)  +  -  sin  (A  -  a)  ==  o, 
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et,  pour  le  second  système  de  molécules,  par  l'équation 


3". 


y  z 

sin(p.y  —  v,)  +  r-  sin(v;  —  /,]  +  -  sin(A/—  ^.,)  =  o. 


Ajoutons  que  l'aire  décrite,  au  bout  du  temps  /,  par  le  rayon  vecteur 
de  l'ellipse  est  représentée,  dans  le  premier  système  de  molécules,  par 
l'expression 


.2KR 


-2S«> 


56!    ~  e2JVK  (  i  -  e—2  M)  v/b2  c2  sin2  (  p.  —  v 


'    4* 


-+-  c-  a-  sin-  (  v  —  À  )  -+-  a-  b2  sin-  (  7.  --  \j. 


et,  dans  le  second  système,  par  l'expression 


l37)   7^e2KR(.-e-jS')\/bfcf  sin2(jy./-v,)-+C7a7sin^(v;->;)  +  a7b7sin2(?,/ 


Vu, 


Donc  le  rapport  entre  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des 
ellipses,  que  parcourent  deux  molécules  correspondantes  des  deux 
systèmes  donnés,  reste  le  même  à  tous  les  instants  et  dans  tous  les 
pointsde  l'espace.  Ajoutons  que,  dans  le  cas  particulier  où  S  s'évanouit, 
c'est-à-dire,  où  le  mouvement  simple  est  durable  et  persistant,  chacune 
de  ces  aires  croit  proportionnellement  au  temps,  puisqu'on  a  dans  ce 
cas 


i  —  e 


iSt 


2  S 


=  /. 


Si,  en  nommant 


a,     b,     c 


les  cosinus  des  angles  formés  par  un  axe  fixe  avec  les  demi-axes  des 
coordonnées  positives,  on  nomme 

«     et     «' 

les  déplacements  des  molécules  du  premier  et  du  second  système,  me- 
surés parallèlement  à  l'axe  fixe,  on  aura 

k  =  a'i  -+-  b-n  ■+-  c'Q,         «y  =  a\i  -4-  ht\t  +  c£,  ; 
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et,  on  posant,  pour  abréger, 

a  a  cos),  +  />b  cos  y.  -+-  ce  cos  y  =  h  cosrn, 
aa,cos}.,-i-  6b,  cos//.,  h-  cc/cosv/=  h,cosra,, 
aa  sinÂ   -+-  &b  sinta  +  ce  sin  y  =  h  sinsr, 
«a.  sinX  -j- 6b,sinu.  +  cc.sinv  =  b,siii57, 

on  tirera  des  formules  (28)  et  (29), 

(3g)  a  =  heKR_s'cos(k,.  — s/-+-Gj), 

(4o)  «'=  h/eKR-Sfcos(k^-si  +  5T,). 

En  vertu  de  ees  dernières  équations,  le  déplacement  d'une  molécule, 
mesuré  parallèlement  à  un  axe  fixe  quelconque,  s'évanouit  pour  chaque 
système  :  i°  à  un  instant  donné  dans  une  suite  de  plans  équidistants, 
parallèles  au  plan  invariable  que  représente  la  formule  x  =  0  ou 

la  distance  entre  deux  plans  consécutifs  étant  la  moitié  de  la  longueur 

14.)  <=■£< 

2"  pour  une  molécule  donnée,  à  des  instants  séparés  les  uns  des  autres 
par  la  moitié  de  l'intervalle 

(43)  T=— • 

K  s 

Ainsi  cette  distance  et  cet  intervalle,  qui  représentent  l'épaisseur  d'une 
onde  plane,  ou  la  longueur  d 'une  ondulation  et  la  durée  d'une  vibration 
moléculaire,  restent  les  mêmes  pour  les  deux  systèmes,  comme  le  plan 
invariable  auquel  les  plans  de  toutes  les  ondes  sont  parallèles.  On  peut 
en  dire  autant,  non  seulement  de  la  quantité  Q  déterminée  par  la  for- 
mule 

44)        •  °=î  =  r 

c'est-à-dire  de  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  planes,  mais  aussi 
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de  ['exponentielle 

KR-S* 

qui  représente  le  modale  du  mouvement  simple,  et  du  binôme 

k  i  —  s  / 

qui  en  représente  Yargument. 

Observons  encore  qu'en  vertu  des  formules  (3g)  el  (4o)  V  amplitude 
des  vibrations  moléculaires,  mesurée  parallèlement  à  un  axe  fixe  donné, 
sera  représentée,  pour  le  premier  système,  par  le  produit 

2heKR-s', 
et,  pour  le  second  système,  par  le  produit 

■xhtem-St. 

Cette  amplitude  variera  donc  en  général  dans  le  passage  d'un  système 
;i  l'autre,  avec  le  paramètre  angulaire  qui  correspondra  au  même  axe 
fixe,  et  qui  sera  représenté  par  a  pour  le  premier  système,  par  xst  pour 
le  second.  Toutefois,  le  rapport  des  amplitudes  calculées  pour  deux 
molécules  correspondantes  des  deux  systèmes,  étant  constamment  égal 

au  rapport  —•>  restera  le  même  partout  et  à  tous  les  instants.  Si  K  et 

K  se  réduisent  tous  deux  à  zéro,  les  formules  (3q),  (4o)  se  réduiront  à 


i> 


4  ">  «  =  Il  cos  (  kx.  —  s  t  -+-  m 

i<>  «,=  h,  cos(kt  —  s/  -+-  cnr/ ), 

el  les  amplitudes  des  vibrations  moléculaires  représentées  par 

i  h     el    2  h, 

deviendront  constantes.  Enfin  le  mouvement  s'éteindra  dans  les  deux 
systèmes  pour  des  valeurs  infinies  de  /,  si  la  constante  S  diffère  de  zéro, 
et  pour  des  valeurs  infinies  de  R,  si  la  constante  K  diffère  de  zéro.  Ajou- 
tons que,  dans  cette  dernière  hypothèse,  les  amplitudes  des  vibrations 
moléculaires  décroîtront  en  progression  géométrique  avec  le  module 

„RR— Si 
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tandis  que  l'on  fera  croître  en  progression  arithmétique  les  distances 
au  plan  invariable  représenté  par  l'équation  R  =o,  ou 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  dans  un  mouvement  simple  de  deux 
systèmes  de  molécules  qui  se  pénètrent  mutuellement,  il  existe,  pour 
chacun  de  ces  deux  systèmes,  trois  plans  invariables  et  parallèles,  le 
premier,  aux  plans  des  courbes  décrites  par  les  diverses  molécules,  le 
second,  aux  plans  des  ondes,  le  troisième,  à  tout  plan  dans  lequel  se 
trouvent  renfermées  des  molécules  qui  exécutent  des  vibrations  de 
même  amplitude. 

D'ailleurs,  de  ces  trois  plans,  le  second  reste  commun,  ainsi  que  le 
troisième,  aux  deux  systèmes  de  molécules,  mais  on  ne  saurait,  du 
moins  en  général,  en  dire  autant  du  premier. 

Quant  aux  intégrales  générales  des  équations  (G),  (9)  du  §  II,  on  les 
déduirait  aisément  des  formules  trouvées  ci-dessus,  à  l'aide  des  prin- 
cipes exposés  dans  le  présent  Mémoire.  Mais  on  les  obtient  plus  faci- 
lement encore  à  l'aide  des  méthodes  qui  feront  l'objet  du  Mémoire 
suivant. 


49. 

Physique  mathématique.         Mémoire  sur  V  intégration  des  équations 

linéaires. 

C.  R.,  t.  VIII,  p.  827  1  ■>-  mai  i83g). 

Considérations  générales. 

C'est  de  l'intégration  des  équations  linéaires,  et  surtout  des  équations 
linéaires  à  eoeffwients  constants,  que  dépend  la  solution  d'un  grand 
nombre  de  problèmes  de  Physique  mathématique.  Dans  ces  problèmes 
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les  variables  indépendantes  que  renferment  des  équations  linéaires 
différentielles  ou  aux  différences  partielles  sont  ordinairement  au  nombre 
de  quatre,  savoir,  les  coordonnées  et  le  temps  ;  mais  les  inconnues  ou 
variables  principales  peuvent  être  en  nombre  quelconque,  et  la  question 
consiste  à  trouver  les  valeurs  générales  des  variables  principales  quand 
on  connaît  leurs  valeurs  initiales  correspondantes  à  un  premier  instant, 
et  les  valeurs  initiales  de   leurs  dérivées.  Supposons,   pour  fixer  les 
idées,  ces  valeurs  initiales  connues,  quelles  que  soient  les  coordonnées. 
Alors  la  question  pourrait  à  la  rigueur  se  résoudre,  pour  un  système 
d'équations  différentielles  linéaires  et  à  coefficients  constants,  à  l'aide 
des  méthodes  données  par  Lagrange,  dans  le  cas  même  où  ces  équa- 
tions offriraient  pour  seconds  membres  des  fonctions  de  la  variable 
indépendante.  Car,  après  avoir  réduit  par  l'élimination  les  variables 
principales  à  une  seule,  on  pourrait,  à  l'aide  de  ces  méthodes,  exprimer 
la  variable  principale  en  fonction  de  la  variable  indépendante  et  de 
constantes  arbitraires,  puis  assujettir  la  variable  principale  et  ses  dé- 
rivées à  fournir  les  valeurs  initiales  données;  ce  qui  permettrait  de 
tixer  les  valeurs  des  constantes  arbitraires,  à  l'aide  d'équations  simul- 
tanées du  premier  degré.  On  sait  d'ailleurs  qu'en  suivant  la  méthode 
de  Lagrange,  on  obtient  pour  valeur  générale  de  la  variable  principale 
une  fonction  dans  laquelle  entrent,  avec  la  variable  principale,  les  ra- 
cines d'une  certaine  équation  que  j'appellerai  ['équation  caractéristique , 
le  degré  de  cette  équation  étant  précisément  l'ordre  de  l'équation  dif- 
férentielle qu'il  s'agit  d'intégrer.  On  peut  donc  dire,  en  un  certain  sens, 
que  la  méthode  de  Lagrange  réduit  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  à  coefficients  constants  à  la  résolution  de  l'équation 
caractéristique.  Toutefois,  on  doit  observer  :  i°  que  Lagrange  est  forcé 
lui-même  de  modifier  sa  méthode  dans  le  cas  où  l'équation  caractéris- 
tique offre  des  racines  égales;  20  qu'il  est  bien  dur  pour  un  géomètre, 
qui  veut  suivre  cette  méthode,  de  se  croire  obligé  à  introduire  dans  le 
calcul  des  constantes  arbitraires  qui  doivent  être  éliminées  plus  tard  et 
remplacées  par  les  valeurs  initiales  de  la  variable  principale  et  de  ses 
dérivées;  3°  qu'il  y  a  même  quelque  inconvénient,  sous  le  rapport  de  la 
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complication  des  calculs,  à  commencer  par  réduire  un  système  d'équa- 
tions différentielles  données  à  une  seule,  qui  renferme  une  seule  va- 
riable principale,  sauf  à  revenir  par  un  calcul  inverse  de  la  valeur 
générale  de  cette  variable  principale  aux  valeurs  de  toutes  les  autres. 
Il  m'a  donc  paru  qu'un  service  important  à  rendre,  non  seulement  aux 
géomètres,  mais  encore  aux  physiciens,  serait  de  leur  fournir  les  moyens 
d'exprimer  immédiatement  les  valeurs  générales  des  variables  princi- 
pales, qui  doivent  vérifier  un  système  d'équations  différentielles  linéaires 
à  coefficients  constants,  en  fonction  de  la  variable  indépendante  et  des 
valeurs  initiales  des  variables  principales  et  de  leurs  dérivées,  sans 
avoir  à  établir  aucune  distinction  et  à  s'occuper  séparément  du  cas  où 
l'équation  caractéristique  offre  deux,  trois,  quatre,  ....  racines  égales; 
j'ai  déjà  fait  voir,  dans  les  Exercices  de  Mathématiques,  avec  quelle  faci- 
lité on  atteint  ce  but  à  l'aide  du  calcul  des  résidus,  quand  on  considère 
une  seule  variable  principale  déterminée  par  une  seule  équation  diffé- 
rentielle. Je  vais  montrer  dans  ce  Mémoire  qu'à  laide  du  même  calcul 
on  peut  encore  arriver  au  même  but  pour  un  système  quelconque 
d'équations  linéaires  à  coefficients  constants.  La  simplicité  de  la  solu- 
tion est  telle,  qu'elle  ne  peut  manquer,  ce  me  semble,  d'être  favora- 
blement accueillie  par  tous  ceux  qui  redoutent  la  longueur  et  la  com- 
plication des  calculs,  et  qui  attachent  quelque  prix  à  l'élégance  ainsi 
qu'à  la  généralité  des  formules.  Il  y  a  plus  :  la  méthode  que  je  propose 
ici  peut  être  étendue  et  appliquée  à  l'intégration  d'un  système  d'équa- 
tions linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants. 
Pour  opérer  cette  extension,  il  suffit  de  recourir  aux  principes  que  j'ai 
développés  dans  le  XIXe  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  et 
dans  mes  Leçons  au  Collège  de  France.  En  conséquence,  étant  donné  un 
système  d'équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients 
constants  entre  les  coordonnées,  le  temps  et  plusieurs  variables  princi- 
pales, avec  les  fonctions  qui  représentent  les  valeurs  initiales  de  ces 
variables  principales  et  de  leurs  dérivées,  on  pourra  immédiatement 
exprimer,  au  bout  d'un  temps  quelconque,  les  variables  principales  en 
fonction  des  variables  indépendantes,  et  des  racines  d'une  certaine 
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équation  que  je  continuerai  de  nommer  Y  équation  caractéristique.  Ainsi, 
dans  la  Physique  mathématique,  on  n'aura  plus  à  s'occuper  de  recher- 
cher séparément  les  intégrales  qui  représentent  le  mouvement  du  son, 
de  la  chaleur,  les  vibrations  des  corps  élastiques,  etc.  La  question 
devra  être  censée  résolue  dans  tous  les  cas  dès  que  l'on  sera  parvenu 
aux  équations  différentielles  ou  aux  différences  partielles.  Seulement 
les  intégrales  obtenues  seront,  dans  certains  cas,  réductibles  à  des 
formes  plus  simples  que  celles  sous  lesquelles  elles  se  présentent 
d'abord.  Mais,  comme  on  le  verra  dans  ce  Mémoire,  et  comme  je  l'ai 
déjà  expliqué  en  traitant  de  l'intégration  d'une  seule  équation  linéaire, 
on  peut  établir,  pour  cette  réduction  même,  des  règles  générales.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  que  l'intégrale  définie  sextuple,  à  l'aide  de  laquelle 
s'exprime  la  valeur  générale  de  la  variable  principale  d'une  seule  équa- 
tion aux  différences  partielles,  se  réduit  à  une  intégrale  définie  qua- 
druple, dans  le  cas  où  cette  équation  devient  homogène,  ou  même  à 
une  intégrale  double,  quand  le  premier  nombre  de  l'équation  caracté- 
ristique est  décomposable  en  facteurs  du  second  degré.  On  peut  déjà 
consulter  à  ce  sujet,  dans  le  Bulletin  des  Sciences  d' avril  i83o,  l'Extrait 
d'un  Mémoire  que  j'ai  présenté  sur  ce  sujet  à  l'Académie. 

Parmi  les  conséquences  dignes  de  remarque  qui  se  déduisent  de 
la  méthode  d'intégration  exposée  dans  ce  Mémoire,  je  citerai  la  sui- 
vante. 

Etant  donné  un  système  d'équations  linéaires  aux  différences  par- 
tielles et  à  coefficients  constants  entre  les  coordonnées,  le  temps  et 
plusieurs  variables  principales,  avec  les  valeurs  initiales  de  ces  va- 
riables principales  et  de  leurs  dérivées,  on  peut  réduire  la  recherche 
des  valeurs  générales  des  variables  principales  à  l'évaluation  d'une 
intégrale  définie  sextuple  relative  à  six  variables  auxiliaires,  la  fonction 
sous  le  signe  /étant  proportionnelle  à  une  exponentielle  dont  l'expo- 
sant est  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes  et  récipro- 
quement proportionnelle  au  premier  membre  de  l'équation  caracté- 
ristique. 

En  appliquant  la  méthode  développée  dans  le  présent  Mémoire  aux 
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équations  à  différences  partielles  qui  représentent  le  mouvement  des 
ondes,  du  son,  delà  chaleur,  des  corps  élastiques,  ...  et  généralement 
les  vibrations  d'un  système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces 
d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle,  on  retrouve  les  intégrales  con- 
nues, dont  les  unes  ont  été  données  par  M.  Poisson,  et  les  autres  par 
moi-même,  soit  dans  mes  anciens  Mémoires,  soit  dans  ceux  que  j'ai 
présentés  récemment  à  l'Académie.  J'ajouterai  que  la  même  méthode, 
appliquée  aux  équations  différentielles  contenues  dans  mes  derniers 
Mémoires,  fournira  généralement  les  intégrales  des  mouvements  infi- 
niment petits  de  deux  ou  plusieurs  systèmes  de  molécules  qui  se  pé- 
nètrent mutuellement  dans  le  cas  où  l'on  regarde  comme  constants  les 
coefficients  renfermés  dans  ces  équations  différentielles. 


50. 

C.  R.,  l.  VIII,  p.  845  (3  juin  1839  j.  —  Suite. 

§  Ier.  —  Intégration  (V  un  système  d'équations  différentielles  du  premier  ordre, 

linéaires  et  à  coefficients  constants. 

Considérons  n  équations  différentielles  du  premier  ordre  linéaires 
et  à  coefficients  constants,  entre  n  variables  principales 

£,     •/},     t,     ... 

considérées  comme  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante  l  qui 
pourra  désigner  le  temps.  Supposons  ces  équations  présentées  sous 
une  forme  telle  qu'elles  fournissent  respectivement  les  valeurs  de 

di       dn       dZ 

Jt"    Tt"    dt'    '"' 

de  sorte  qu'en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  les  premiers  membres, 
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on  les  réduise  à 

-f  +  K&  4-  d\ly  ■+■... =  o, 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 

(2)  «£  +  (1),  4-^)71 +...  =  0, 


^\  OR ,  . .  .,  <£,  ^,  ...  étant  des  coefficients  constants.  On  vérifiera  évi- 
demment les  équations  (1)  ou  (2)  si  l'on  prend 

(3)  l  =  kext,         yj  =  Bert,         ..., 

.v,  A,  B,  ...  désignant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires,  choisies 
de  manière  à  vérifier  les  formules 

(4)  tfA-H  (*  +  *>)B+...=  o, 


qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  les  équations  (2),  D,  par  s,  et 

t,     -n,     ...   par  A,     B,     

D'ailleurs,  comme  l'élimination  des  facteurs  A,  B,  C,  ...  entre  les  for- 
mules (4)  fournira  une  équation  caractéristique 

(5)  8  =  0 

qui  sera  du  degré  n  par  rapport  à  s,  la  valeur  de  S  étant 

(6)  g  =  (*  +  £)(*  H- ^)...-31L0...  +..., 

on  pourra,  dans  les  formules  (3),  prendre  pour  s  une  quelconque  des 
n  racines  de  l'équation  (5).  Il  y  a  plus  :  comme,  étant  donnés,  pour  les 
variables  principales,  deux  ou  plusieurs  systèmes  de  valeurs  propres  à 
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vérifier  les  équations  (i),  on  obtiendra  de  nouvelles  intégrales  de  ces 
mêmes  équations  en  ajoutant  l'une  à  l'autre  les  diverses  valeurs  de 
chaque  variable  principale,  il  est  clair  qu'on  vérifiera  encore  les  équa- 
tions (i)  en  posant 

(7)  ç=^(ûjf     "^pit     ■■" 

pourvu  que,  le  signe  £  du  calcul  des  résidus  étant  relatif  aux  diverses 
racines  de  l'équation  caractéristique,  on  prenne  pour 

A,     B,    C,     ... 

des  fonctions  entières  de  s,  propres  à  vérifier  les  formules  (l\).  Or  on 
obtiendra  de  telles  valeurs  en  substituant  aux  équations  (4)  les  sui- 
vantes 

l  (■*  + <J  A +  3K/B +  ...=  ««, 

(8)  ',    £Ah-($  -4-  £)B  + 


—  fi 


S, 


qui  s'accordent  avec  elles,  quand  on  prend  pour  s  une  racine  de  l'équa- 
tion caractéristique,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  attribuées 

aux  nouvelles  constantes 

x,    S,     y,     .... 

Soient  en  conséquence 

l  A  =  C«H-Jtt6+...f 
(9)  '  B  =  Ç*  +  «l64-..., 


les  valeurs  de  A,  B,  C,  ...  tirées  des  formules  (8),  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  numérateurs  des  fractions  qui  représentent  les  valeurs 
de  A,  B,  C,  ...  déterminées  par  les  formules 

/   (*  +  £)  A +  3TC/B +  ...  =  «, 
(10)  '    *A  +  (*  +  ^)B  +  ...=  6, 


et  qui  oflrent  S  pour  commun  dénominateur.  On   vérifiera  les  équa- 
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fions  en  prenant 

(,,)    4  =  <^ PJÎ '       "  =  £ P)) '        ••■■ 

On  remarquera  maintenant  que,  dans  les  formules  (9),  les  facteurs 

C,    m,     .    .,    V,    C,     ... 

considérés  comme  fonctions  de  s  sont  tous  du  degré  n  --  2,  à  l'excep- 
tion de  ceux  qui  servent  de  coefficients,  dans  la  valeur  de  A  à  a,  dans 
la  valeur  de  B  à  ê,  . . .,  c'est-à-dire  à  l'exception  des  coefficients 

C,     Cl,     ... 

qui  seront  du  degré  w  —  1,  et  qui,  étant  développés  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  s,  donneront  chacun  pour  premier  terme 

D'ailleurs  le  développement  de  S  offrira  pour  premier  terme  s";  et  l'on 
aura,  en  vertu  des  principes  du  calcul  des  résidus,  i°  en  prenant 
pour  m  un  nombre  entier  inférieur  à  n  —  1 , 


12  »   — -  =  o; 

2"  en  prenant  m  =  n  -  -  1 , 

^     ç«—  I 


1$ 
Cela  posé,  on  aura  évidemment 

1  r_£_-  r  JL 

irJL-  r_*._ 

Donc  les  formules  (7)  donneront,  pour  t  =  <>, 

(i5j  ?  =  a,         ■/;=€,         ...; 

et  réciproquement,  si  l'on  veut  que  les  variables  principales 

c,      77,      Ç, 
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soient  assujetties  à  la  double  condition  de  vérifier,  quel  que  soit  /,  les 
équations  (i),  et  de  vérifier,  pour  /  =  o,  les  formules  (i5),  il  suffira  de 
prendre  pour  ces  variables  les  valeurs  que  fournissent  les  formules  (i  i). 
Il  est  bon  d'observer  que  si  l'on  désigne  par 

L,     M,     .  ..,     P,     Q,     ... 

les  fonctions  de  la  caractéristique  D,,  dans  lesquelles  se  transforment 

les  facteurs 

€,    M,     ...,    p,    <ù,     ... 

quand  on  y  remplace  s  par  cette  caractéristique,  les  formules  (il) 
pourront  s'écrire  comme  il  suit 

(.6)  ^(«L  +  SM+...)(fp,  y,  =  (aP  +  gQ  +  ...)<rj|L,  .  .. 
Donc  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

on  aura  simplement 

(18)  £=(aL  +  6M  +  ..   )6,        u  =  («P  +  6Q  +  ...)6»     •••• 

Si  l'on  représente  par 

V 

ce  que  devient  S,  quand  on  y  remplace  la  lettre  s  par  la  caractéristique 
D„  la  fonction  G  déterminée  par  la  formule  (17)  ne  sera  évidemment 
autre  cbose  qu'une  nouvelle  variable  principale  assujettie  :  t°  à  véri- 
fier, quel  que  soit  t,  l'équation  différentielle  de  l'ordre  //, 

(19)  V0  =  o; 

20  à  vérifier,  pour  /  =  o,  les  conditions 

,    ,  de  rf«-20  rf«-»e 

l*o)         8  =  0,        Tl=o,        ...,        ^r  =  o,        Wn  ,     :,. 

Cette  fonction  est  ce  que  nous  appellerons  la  fonction  principale.  Quant 

aux  valeurs  de 

£>    fi>    £> 

Œuvres  de  C.  -    S.  I,  t.  IV.  4^ 
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déterminées  par  les  formules  (18),  elles  ne  différeront  pas  de  celles 
que  l'on  déduirait  par  élimination  des  équations  différentielles 

i   (D,-+-L)'£  +  Mu  -f-...  =  aV6, 
>')  '.  P£  4-  (D,  +Q)ïiH-...=  6V6, 


en  opérant  comme  si  D,  et  V  étaient  de  véritables  quantités.  D'ailleurs, 
pour  obtenir  les  formules  (21),  il  suffira  d'égaler  le  premier  membre  de 
chacune  des  équations  différentielles  données,  non  plus  à  zéro,  mais  au 
produit  de  0V  par  ce  que  devient  ce  premier  membre,  quand  on  rem- 
place les  variables  principales 

\,     ri,     'Ç,     ... 
par  zéro,  et  leurs  dérivées  par  les  valeurs  initiales 

a,     S,     y,      ... 

de  ces  variables  principales;  en  d'autres  termes,  il  suffira  de  rem- 
placer, dans  les  équations  différentielles  données,  les  dérivées 

D,£,     D,rj,     ... 

par  les  différences 

D,ç-«V0,     D,yi  —  SV0,     

Enfin,  il  est  aisé  de  s'assurer  que,  pour  passer  des  équations  différen- 
tielles données  à  des  équations  intégrales  qui  fournissent  immédiate- 
ment les  valeurs  générales  de  E,  r,,  £,  ...,  on  devra  suivre  encore  la 
règle  que  nous  venons  d'indiquer,  clans  le  cas  même  où  les  équations 
données,  étant  linéaires,  du  premier  ordre  et  à  coefficients  constants, 
ne  seraient  pas  ramenées  primitivement  à  la  forme  sous  laquelle  se  pré- 
sentent les  équations  (1)  ou  (2).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Théorème.  —  Supposons  que  les  n  variables  principales 

L     ri,     Ç,      ... 

soient  assujetties  :  i°  à  vérifier  n  équations  différentielles  linéaires  du  pre- 
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mier ordre  à  coefficients  constants,  c'est-à-dire  n  équations  dont  les  premiers 

membres  soient  des  fonctions  linéaires  de  ces  variables  principales  et  de  leurs 

dérivées 

d\       <h       (K 
dt*     d^     dt' 

prises  par  rapport  à  la  variable  indépendante  t,  les  seconds  membres  étant 
nuls;  2°  à  vérifier,  pour  une  valeur  nulle  de  t,  les  équations  de  condition 


t  — 


a,       ■/}  =  6,       £  =  y> 


Pour  obtenir  les  valeurs  générales  de 


on  écrira  les  dérivées 


sous  les  formes 


d\       d-r\       dt, 
dt"1     dt''     dt  ' 


Dtl,     D,7j,     Dtï,     ..; 

puis,  on  recherchera  l'équation 

V  =  o, 

qui  résulterait  de  V élimination  des  variables  principales  £,  rt,  '(,  ...  entre 
les  équations  différentielles  données  si  l'on  considérait  Dc  comme  désignant 
une  quantité  véritable,  et  à  cette  équation  V  =  o,  dont  le  premier  membre 
V  sera  une  fonction  de  Dc,  du  degré  n,  qui  pourra  être  choisie  de  manière 
à  offrir  pour  premier  terme  D",  on  substituera  la  formule 

V6=o, 

que  l'on  regardera  comme  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n  entre  la 
variable  indépendante  t  et  la  fonction  principale  0 .  Enfin  on  déterminera 
cette  fonction  principale  de  telle  sorte  que,  pour  t  =  o,  elle  s'évanouisse  avec 
ses  dérivées  d'un  ordre  inférieur  à  n  —  i,  la  dérivée  de  l'ordre  n  —  i  se  ré- 
duisant à  l'unité;  et  l'on  égalera  le  premier  membre  de  chacune  des  équa- 
tions différentielles  données,  non  plus  à  zéro,  mais  au  produit  de  VQ  par  ce 
que  devient  ce  premier  membre  quand  on  y  remplace  les  variables  princi- 
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pales  E,  r,,  '£,  ...  par  zéro,  et  leurs  dérivées 

<g      <h       <jK 

dt  '     dt  '     dt  ' 

par  les  valeurs  initiales 

oc,     6,     y,     ... 

de  ees  mêmes  variables.  Les  nouvelles  équations  différentielles  ainsi  formées, 
étant  résolues  par  rapport  à 

l,     •/),     Ç, 

comme  si  Df  désignait  une  (pian ti lé  véritable,  fourniront  immédiatement 
les  valeurs  générales  de  E,  -/;,'(,  ...  exprimées  au  moyen  de  la  fonction 
principale  et  de  ses  dérivées  relatives  à  t. 

Ce  théorème,  qui  ramène  simplement  l'intégration  d'un  système 
d'équations  différentielles  linéaires,  à  coefficients  constants  et  du  pre- 
mier ordre,  à  la  recherche  de  la  fonction  principale,  devient  surtout 
utile  dans  l'intégration  des  équations  aux  différences  partielles,  comme 
nous  le  verrons  plus  tard.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  l'établir  directe- 
ment et  de  s'assurer  qu'il  fournit,  pour  les  variables  principales  E,  rt, 
C  ...,  des  valeurs  qui  satisfont  à  toutes  les  conditions  requises.  En 
effet,  dire  que  les  valeurs  de 

l,      V3,      Ç,       ..-, 

données  par  les  formules  (18),  sont  celles  que  l'on  tire  des  équa- 
tions (21),  quand  on  opère  comme  si  D,  était  une  quantité  véritable, 
c'est  dire  que  l'on  a 

[Ht  +  -ÇJ  («L  +  SM-i-..   )  +  01L(«P  +  êQ  +  ..    )+...=  aV, 
«(«L+êM  •+-...)+  [Dt  +  ^)(«P+6Q  +  ...)-J----=6V, 

, 

quels  que  soient  a,  ê,  ...;  en  d'autres  termes,  c'est  dire  que  l'on  a 
identiquement 

1   (D,-h  £)  L  +  OlcP  +  ...=  y,       (D,  +  ^)M  +  01LQ  +  ...=  o,       ..., 
«L+(D,  h-£)P+...=  o,      «M+   (D,  -t-£)Q+.    .=  V,       ..., 


■v>. 
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Or  il  est  clair  qu'en  vertu  des  formules  (19)  et  (22)  on  vérifiera  les 
équations  (2),  si  l'on  y  substitue  les  valeurs  de  E,  yj,  *C,  .  •  .  fournies  par 
les  équations  (18).  De  plus,  V  étant  une  fonction  entière  de  D,,  choisie 
de  manière  que  dans  cette  fonction  la  plus  haute  puissance  de  D,,  sa- 
voir D",  offre  pour  coefficient  l'unité,  si  l'on  regarde  Dt  comme  une 
quantité  véritable,  on  aura,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de 
cette  quantité, 

X-, 

et  par  suite,  en  vertu  des  formules  (22)  divisées  par  D", 

L  M_ 


D«-i  ■-    .         D?- 
P  Q 


0, 


Dn-i   -        >  jyn-i 


Donc,  parmi  les  fonctions  entières  de  Dt  désignées  par 

L,     M,     ...,     P,     0,     .-., 

les  unes,  savoir 

L,     Q,     .., 

seront  du  degré  n—  r,  et  offriront  DJ  '  pour  premier  terme,  tandis  que 
les  autres  seront  d'un  degré  inférieur  à  n--  1.  Donc,  en  vertu  des  for- 
mules (20  ),  on  aura,  pour  t  =  o, 

L0=  1,         M0-o, 

pg  =  o,      Qe=i, 


Df  étant  considéré,  non  plus  comme  une  quantité,  mais  comme  une  ca- 
ractéristique, et  les  valeurs  de 

H,    -ri,    'C,    ..., 

fournies  par  les  équations  (18),  vérifieront  les  conditions  (  i5). 
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§  IL  —  Intégration  d' un  système  d' équations  différentielles  du  premier  ordre, 
linéaires  et  à  coefficients  constants,  dans  le  cas  oà  les  seconds  membres, 
au  lieu  de  se  réduire  à  zéro,  deviennent  des  fonctions  de  la  variable  indé- 
pendante. 

Supposons  que,  dans  les  équations  (i)  du  §  I,  les  seconds  membres, 
d'abord  nuls,  se  transforment  en  diverses  fonctions 

X       Y       / 

de  la  variable  indépendante  t,  en  sorte  que  ces  équations  deviennent 
respectivement 

jt  H-^  +  3Kvi  +  ...=  X, 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


l   (Df  +  .eJ£  +  01V/J 


X,      , 


(*)  j  n  +(D,   +3Jv}+    .    =Y, 


Si  l'on  veut  obtenir  des  valeurs  des  variables  principales  qui  aient  la 
double  propriété  de  vérifier  ces  nouvelles  équations,  et  de  s'évanouir 
pour  /  =  o,  il  suffira  évidemment  de  remplacer,  dans  les  formules  (u) 
du  paragraphe  précédent,  les  constantes 

a,      6,      ... 

par  les  intégrales 

f    Xer**dt,      f  \e~stdt,     .... 

En  effet,  en  opérant  ainsi  et  désignant  par 

■Y  °V 

cAs,        J  ,         ... 

ce  que  deviennent  * 

X,     Y, 
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quand  on  y  remplace  la  variable  indépendante  t  par  une  variable  auxi- 
liaire t,  on  trouvera 


/     (  £X  +  Jfl  g*  +  .  .  .  )  e^~^  (h 
f   (  p  .X-  +  Cl  3"  +  .  .  .  )  e*«-^  dz 

p  «Ai    


Or  il  est  clair  :  i°  que  les  valeurs  précédentes  des  variables  principales 
s'évanouissent  pour  t  =  o;  i°  qu'elles  vérifieront  les  équations  (i),  en 
vertu  des  formules  (i4)  du  §  I,  si  l'on  a  identiquement 

i'  [s  -+-  £J(C3G  -t-  itt ^  -+-...)  4-  3ïl[$X  +  cig'  +  ...)+..  .  =  o, 

y?(  ex.  +  m  g  +  ....)  +  (*  +  3J  (Va;  h-  e^y  h-  . . .  )  h- . . .  =  o, 

D'ailleurs  ces  dernières  équations  seront  effectivement  identiques,  at- 
tendu que  les  valeurs  de  A,  B,  C,  .. . ,  fournies  par  les  équations  (9) 
du  §  Ier,  vérifient  les  formules  (4)  du  même  paragraphe,  indépendam- 
ment des  valeurs  attribuées  aux  facteurs  a,  6,  ...  et  par  conséquent 
dans  le  cas  même  où  l'on  remplacerait 

a,     g,      ...,     par     X,     y,      .... 
Si  maintenant  on  veut  obtenir  pour  les  variables  principales 


l,    v,     'C, 


des  valeurs  qui  aient  la  double  propriété  de  vérifier,  quel  que  soit  /, 
les  équations  (1),  et  de  se  réduire  aux  constantes 

a,     ê,     y,      ... 

pour  t  =  o,  il  suffira  évidemment  d'ajouter  les  valeurs  de  1,  y,,  . .  .  four- 
nies par  les  équations  (3)  à  celles  que  donnent  les  formules  (11)  du 
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§  I.  On  trouvera  ainsi 

6  ((«î)  ~^  ([§)) 


.  . .  )  e*('-T>  cfr 

ç  (flg-i-€t6-t-.  ..Je"        p 


;«))  °  «*)) 


Il  y  a  plus  :  si  l'on  nomme  9  la  fonction  principale  déterminée  par  la 
formule 


(6)  0=1 


((S)) 


et  f  ce  que  devient  cette  fonction,  quand  on  y  remplace  la  variable  in- 
dépendante /  par  la  différence  t  —  t,  en  sorte  qu'on  ait 

(7)  E=<W 

si  d'ailleurs,  comme  dans  le  §  I,  on  désigne  par 

L,     M,     ...,     P,     Q,     ... 
les  fonctions  de  I),  dans  lesquelles  se  transforment  les  facteurs 

€,    m,     ...,    fl,    <ù,     ... 
quand  on  y  remplace  s  par  Dc,  les  formules  (5)  donneront  simplement 


(8) 


l  =  («L  +  6M  +  . .  .)©  -+-   f  (3GL  +  y  M  -+-   . .)  6  c?t, 


ïj  =  (aP  +  gQ  +  ...)0+   /     (^P  +  -5Q  +  ---)e<fr> 


)0+   f    (5GP 

«^0 


D'autre  part,  si  l'on  fait  pour  abréger 

[9)       E=(36L  +  grM  +  ...)G,         È=(a;P  +  3pQ-t-...)G, 

E,,  H,  ...  représenteront  de  nouvelles  variables  assujetties  :  i°  à  vérifier, 
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quel  que  soil  /,  les  formules 

/  (D,   +^)E  +  DliH+...  =  o, 
$E  +(1),     +  ^)H+...  =  o, 


2°  à  vérifier,  pour  t  —  x  =  o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  t  =  *, 
les  conditions 

(n)  E  =  K  =  X,        H  =  ^  =  Y,         ...; 

et  les  intégrales 

/   Edz,       f.    Hdr,     ... 

désigneront  évidemment  les  valeurs  de  2,  r,,  . . .  correspondantes  au  cas 
particulier  où  l'on  aurait 

oc  —  o,  G  =  o,  .... 

Cela  posé,  on  déduira  immédiatement  des  formules  (8)  la  proposition 
suivante  : 

Théorème.  —  Supposons  que  les  n  variables  principales 

't,    'fi,     ■■■ 

soient  assujetties  :  i°  à  vérifier  n  équations  différentielles  dont  les  premiers 

membres  se  réduisent  à  des  fonctions  linéaires  de  ces  variables  et  de  l'une 

des  dérivées 

à\       dn 

dt'    W    '"' 

le  coefficient  de  celte  dérivée  étant  l'unité,  et  les  seconds  membres  étant  des 

fonctions 

X,     Y,     ... 

de  la  variable  indépendante  t  ;  2°  à  vérifier,  pour  t  =  o,  les  conditions 

l  =  ac,         m  =  ê,  

Pour  obtenir  les  valeurs  générales  de 

h    'fi,     •  •  -, 
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il  suffira  d'ajouter  à  celles  que  l'on  obtiendrait  si 

X,     Y, 

se  réduisaient  à  zéro,  les  râleurs  de  E,  tj,  ...  correspondantes  au  cas  parti- 
culier où  l'on  aurait 


a  =  o ,  6  =  0. 


Ces  dernières  seront  d'ailleurs  de  la  forme 

(12)  £=  /    Erfr,        »i=  ("  Hrfr, 


E,  H,  ...  eftznJ  ce  ^wc  deviennent  les  râleurs  de  i,  r,,  ...  relatives  à  des 
râleurs  nulles  de  X,  Y,  ...  quand  on  y  remplace 

t     par     /  —  r, 

rV 

a,     6,      ... 

»<zr  fef  quantités 

««  ,      -)  >       ... 

c/<7//.v  lesquelles  se  transforment 

X,     Y,     ... 

e/î  ye/Yi/  rfe  /«  substitution  de  -  à  t. 

Au  reste,  pour  établir  directement  ce  nouveau  théorème,  il  suffit  de 
montrer  que  les  valeurs  de 

Fournies  par  les  équations  (12),  non  seulement  s'évanouissent,  comme 
on  le  reconnaît  à  première  vue,  pour  t  —  o,  mais  encore  vérifient  les 
équations  (1)  ou  (2).  Or  effectivement  ces  valeurs,  substituées  dans  les 
équations  (1)  ou  (2),  les  réduiront,  en  vertu  des  formules  (11),  aux 
suivantes  : 

X+   /    [(D(+t)SH-3llH  +  ...](/r:.X, 
Y+   T  [ÎE+   (D,+  ?)H-b...]rfr  =  Y, 


et  ces  dernières  seront  identiques,  eu  égard  aux  équations  (10 
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§  III .  —  Intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  linéaires  et  à 
coefficients  constants  d'un  ordre  quelconque,  le  second  membre  de  chaque 
équation  pouvant  être, ou  zéro,  ou  une  fonction  delà  variable  indépendante. 

Supposons  que  les  équations  différentielles  données,  étant  par  rap- 
port à  une  ou  plusieurs  des  variables  principales 

£,       Y), 

d'un  ordre  supérieur  au  premier,  contiennent  avec  ces  variables  prin- 
cipales les  dérivées  de  E,  de  r,, . .  .  relatives  à  /,  et  dont  l'ordre  ne  sur- 
passe pas  n'  pour  la  variable  'l,  n"  pour  la  variable  rlf  ...  Supposons 
d'ailleurs  que  ces  équations  soient  linéaires  et  à  coefficients  constants, 
les  seconds  membres  pouvant  être  des  fonctions  delà  variable  indépen- 
dante /.  Les  premiers  membres,  dans  le  cas  le  plus  général,  seronl 
des  fonctions  linéaires,  à  coefficients  constants,  des  quantités 


■' 


dl  ,„        d*l  w.„,         dn'l 


XI    - 

c 


--Kir] 


dt  ■    ~  dt*  '  *  dt"" 


dn  „      d2/]  „       d"'  -n 

Y-       *  =  dï       r'     :77^'        '•■'        7;(    '     -dïï^ 


et  les  variables  principales 

l,    -n, 

pourront  être  complètement  déterminées  si  on  les  assujettit  :  i°  à  véri- 
fier les  équations  différentielles  données,  quel  que  soit  /;  2°  à  vérifier, 
pour  /  =  o,  des  conditions  de  la  forme 


?•'  =  *', 

•   ■    •  y 

£(«'-»)  =  x(u'~n, 

*'=&, 

'   •   •  y 

■/j(«'/-0=  £(""-'), 

x,  x,  ...,  x("'  l};   6, -6',  ...  £■■"" ",  ...  désignant  des  constantes  arbi- 
traires dont  le  nombre  //  sera 


«'h-  «"  +  .  .  .=  n. 


Cela  posé,  les  équations  différentielles  données  pourront  être  consi- 
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«levées  comme  établissant  entre  les  variables 

•c       p  ï(n'-i)        Un')-  y,        y,'  -An"-\)       .„(«")• 

des  relations  en  vertu  desquelles  les  dérivées  des  ordres  les  plus  élevés, 


savon 


Unn}      „(«"), 


s'exprimeront  à  l'aide  des  dérivées  d'ordres  inférieurs 

•ç        y  -Çin'-K).  .n        y,'  (,t"-i). 

<i,  pour  ramener  le  système  des  équations  différentielles  données  à  un 
système  d'équations  différentielles  du  premier  ordre,  il  suffira  de  les 
remplacer  par  les  suivantes 

[  Wi  -%  =  o,       i)tl'-  £"=zo,        ...,       j)rï(«'-.)-  ç(«';  =  o, 
(3)      <   D,y3--/j'  =  o,        D,y/-y/'=o,         ...,        I), -/)(«"  -')_y,(«";=o, 
)         >         •  •  •  >         » 

en  prenant  pour  inconnues  ou  variables  principales  les  n  dérivées 
d'ordre  inférieur,  savoir 

et  supposant,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  dérivées  d'ordres  supé- 
rieurs, savoir 

exprimées  en  fonction  des  autres  et  de  la  variable  /  par  le  moyen  des 
(■([nations  données.  Or,  si  les  seconds  membres  des  équations  données 
s'évanouissent,  les  valeurs  qu'elles  fourniront  pour 

se  réduiront  à  des  fonctions  linéaires  de 

'f  t(«'-|).  y,  y,'  ./,(«"-!). 

et  si,  après  avoir  substitué  ces  valeurs  dans  les  équations  (3),  on  vent 
intégrer  ces  dernières  équations,  on  devra,  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans 
le  §  1,  opérer  de  la  manière  suivante. 
i°  On  éliminera  les  variables 

£         'f  t{n'-\).       y,         .S  •  y,  («"-1). 
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outre  les  équations  (3),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  éliminera  les 
seules  variables 

i ,      'fi , 

entre  les  équations  différentielles  données,  en  opérant  comme  si  Dt  dé- 
signait une  quantité  véritable;  et,  après  avoir  ainsi  trouvé  une  équation 

résultante 

V  =  o, 

dont  le  premier  membre  V  sera  une  fonction  entière  de  Dt  du  degré  //, 
on  assujettira  la  fonction  principale  0  à  la  double  condition  de  vérifier, 
quel  que  soit  /,  l'équation  différentielle  de  l'ordre  n, 

(4)  V0  =  o, 
et  de  vérifier,  pour  t  =  o,  les  formules 

(5)  0=o,         l),0  =  o,         D;0  =  o,        ...,         D?-'  0  =  o,         \)'/h  =  ï. 
Pour  satisfaire  à  cette  double  condition,  il  suffira  de  prendre 

(6)  0=£. 


1 


m) 

s  désignant  la  variable  auxiliaire  à  laquelle  le  signe  £  se  rapporte  et  s 
la  fonction  de  s  en  laquelle  V  se  transforme,  quand  on  y  remplace  D( 
par  s. 

i°  Après  avoir  substitué  dans  les  équations  (3)  les  valeurs  de 

exprimées  en  fonctions  linéaires  des  inconnues  ou  variables  princi- 
pales 

Ç>      s  >      ■  •  •  >      s  » 

'/  »       '  J  ,        •  •  •  ,       'r  , 


on  y  remplacera  les  dérivées  de  ces  variables,  savoir 

Dfi;,    D,r,    ...,    D^ca'-o, 
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par  les  différences 

V>,i-  -  aVH,     Dt£' -    a'V0,  ...,      D,£f«'-'>  —  5c(»'-OV0, 

D,-/?-§V0,     D,vj'.— ê'V0,  ...,     1W"  -')-£(»"-«)Vh, 


puis  on  résoudra,  par  rapport  à 


>      v  ,       'i  >       ';  ,       •  •  •  i      >i 


(«"-!). 


les  nouvelles  équations  ainsi  obtenues,  en  opérant  comme  si  D,  était 
une  quantité  véritable.  D'ailleurs,  les  remplacements  dont  il  est  ici 
question  transformeront  les  équations  (3)  en  celles  qui  suivent  : 

/   I),  -;-;'  =  *V0,     D,£'-£"  =  a'v"0,      ....     D,^»'-'>-  ^''  =  a("'-OV0, 


cl  l'on  lire  immédiatement  des  formules  (7 

;'       =Df^--aV0, 

l"      =D?Ç-(«'  +  aD,)Ve, 


[81 


„'     =  d,  ïj-gve, 

y,"      =D2  ■/]  -    (6'H-6D,)Ve, 



al);''    ')VH; 


6Df  ')V(->. 


Donc,  pour  intégrer,  dans  l'hypothèse  admise,  les  équations  différentielles 
données,  il  suffira  de  les  considérer  comme  établissant  des  relations  entre 
les  quantités 

l,     l'> 


/>m.s  r/  >'  substituer  les  valeurs  de 

fournies  par  les  équations  (8),  étf  de  les  résoudre  ensuite  par  rapport  aux 

rai  ïa  Ides  pi  in  cipa  les 

L     rt,      ... 
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en  opérant  comme  si  Dc  était  une  quantité  véritable.  Cette  règle  1res 
simple  fournira  immédiatement  les  intégrales  générales  d'un  système 
d'équations  différentielles  linéaires  et  à  coefficients  constants  d'un 
ordre  quelconque,  lorsque  les  seconds  membres  de  ces  équations  se 
réduiront  à  zéro. 

Si  les  seconds  membres  des  équations  différentielles  données  étaient 
supposés,  non  plus  égaux  à  zéro,  mais  fonctions  de  la  variable  indé- 
pendante /,  il  faudrait,  aux  valeurs  de 

l,    m,     ■■■ 

obtenues  comme  on  vient  de  le  dire,  ajouter  des  accroissements  repré- 
sentés par  des  intégrales  définies  de  la  forme 


/     Srfr,       /     Hrf:, 

l.     y  <       M 


Soient  d'ailleurs,  dans  cette  seconde  hypothèse, 

\,    v,     ... 


les  valeurs  de 


Y,  „      d"'l  ,  *,       <l""r, 

:{n')  —  !?  ■/)(«) 

"5  .lit»      '  '' 


dt"'      '  "  "      </t»"      ' 

que  fournissent  les  équations  données  quand  on  y  remplace 

P.      V prn'-i).  v,.      „'.       ...       M(a*-i). 


> 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

-      dt  dt*'-*  '  dt  dt"  ~{ 

par  zéro  ;  et  nommons 

=^"j    -T»     •  •  • 

les  fonctions  de  t,  dans  lesquelles  se  changent 

X,     Y, 

quand  on  y  remplace  la  variable  indépendante  /  par  la  variable  ;ui\i- 
liaire  -.  Pour  obtenir  les  valeurs  de 

I) 

—  f        *'  y        •  •  • 
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il  suffira,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  §  II,  de  chercher  ce  que  de- 
viennent les  valeurs  générales  de 

relatives  à  la  première  hypothèse,  quand  on  y  remplace 

/     par     l  —  r, 
e! 

a,      a',      .     .,     a("'-->,      (%(«'- O;  6,      6',      ...,     &n"-2)f      g(«"-n . 

par 

o,     o,      .  .  .,      o,     „X;  o,     o,      .  .  .,     o,  ;>~;  .... 

Applications.  —  Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous 
venons  d'établir,  proposons-nous  d'abord  d'intégrer  une  seule  équa- 
tion différentielle  de  l'ordre  n  et  de  la  forme 

(/"  l  ■         <1"    '  i         .   ci"    -  £  .   r/i 

-7— =  +  «  -i r  ■+-  b  -, 1  +  •  ■  •  +  /*  -r  ■+■  h  '  £  =  X , 

(/*"  c?/«    '  (II"'1  (Il 

a,  h,  ...,  h,  k  désignant  des  coefficients  constants,  et  X  nue  fonction 
quelconque  de  t.  Si  l'on  suppose  d'abord  X  réduit  à  zéro,  l'équation 
donnée  deviendra 

la  valeur  de  V  étant 

V  ==  I);'  +  aD?-1  +  b D'/    -  -i- ...  +  AD,  +  /,  ; 

et  par  suite,  si  l'on  pose 

rS  =  s"  -+-  as11-*  -+•  bs"   -  -\-  .  .  .  -h  fis  H-  //  =  F  (s  ) , 
la  fonction  principale  6  sera  déterminée  par  la  formule 

r    e"    _  r*      eJt 


D'ailleurs,  lorsqu'on  regardera  la  proposée  comme  établissant  une  re- 
lation entre  les  quantités 

Ç»       s  '        •  ■  •  '       S  '       Ç       » 
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elle  se  présentera  sous  la  forme 

et,  si  l'on  substitue  dans  cette  dernière  formule  les  valeurs  de 


ï'        ':"  Un) 


fournies  par  les  équations  (8),  on  en  conclura 

Y;  ==  [(a(«-n  +  .  ..+  a'D?-2  4-  aD?"  ')  4-.  .  .-f-  A(«'+aDr)  4-  lcct~]\Q; 

puis,  en  opérant  comme  si  Dt  et  V  étaient  des  quantités  véritables, 

£  =  [(«<«  ■|)  +  ...+  «'D?-2+aD?-,)+...+  /i(a'  +  aDf)  +  /fa]0. 

Telle  sera  effectivement  la  valeur  générale  de  ç,  que  Ion  pourra  pré- 
senter sous  la  forme 

,       F(1V-F(«), 
J)f  —  a 

pourvu  que,  dans  le  développement  du  rapport 

F(I)f)-F(q) 

on  remplace  les  puissances  entières  de  a,  savoir 

a°  —  i,     a',     a-,      ..    ,     a"    ' , 
par  les  constantes  arbitraires 

y.,      a,      a",      ...,      a<"-'\ 

Si,  dans  la  dernière  valeur  de  ;,  on  substitue  la  valeur  trouvée  de  0, 
on  obtiendra  la  formule  symbolique 

~L       *-*      '  ((F(#)))' 

à  laquelle  nous   sommes  déjà  parvenus  dans  les  Exercices  de  Mathé- 
matiques. 

Pour  passer  du  cas  où  X  s'évanouit  au  cas  où  X  est  fonction  de  /,  il 
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suffira  d'ajouter  à  la  valeur  précédente  de  £  l'intégrale  définie 


/ 

i/o 


Zdr, 


Z  désignant  ce  que  devient  la  valeur  précédente  de  ç  quand   on  y 

remplace 

t     par     t  —  -, 

z,  y',  ...,  a("_2)  par  zéro,    et  yS"~[)  par  la  fonction  \-  en  laquelle  se 
transforme  X  en  vertu  de  la  substitution  de  t  à  l.  Cela  posé,  soit 

G  =  } 


L'équation  en  ;  trouvée  plus  haut,  savoir 


entraînera  la  suivante  : 


(IFI*))) 
«'t,  par  suite,  en  intégrant  l'équation 

dt"  dtn-{  dt'1-'1  dt 

de  manière  à  vérifier,  pour  t  =  o,  les  conditions 


?  =  y  — ?  —  a' —  a^"  -  '  ' 


on  trouvera 

,__F(D0-F(a; 


d;-« 


'    A 


0+  /     .XSdz 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


FM-F(a)       e" 


c 


p   "  0 


5 -a       ((F(*)))      <-      ((F(5); 


pourvu  que,  dans  le  développement  du  rapport  qui  renferme  la  lettre  y., 
on  remplace  art,  x{ ,  ...,  y."-1  par  a,  a',  ...,  a(lï",J.  On  se  trouve  ainsi 
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ramené  aux  résultats  déjà  obtenus  dans   les  Exercices  de  Mathéma- 
tiques. 

Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  les  équations  simultanées 

£,  01L,  Db,  a\  £,  a  désignant  des  coefficients  constants,  et 

X       Y       Z 

des  fonctions  de  la  variable  indépendante  t.  Si  Ton  suppose  d'abord  ces 
fonctions  nulles,  les  équations  données  se  réduiront  aux  suivantes  : 

d\?  +  {Wo-DÏ)r,-h$ï    =o, 
Zl-h$v   +[31     -D2)Ç=o. 

En  éliminant  ;,  rM  '(  entre  ces  dernières  et  opérant  comme  si  l)f  était 
une  quantité  véritable,  on  obtiendra  une  équation  résultante 

V.-=o, 

dont  le  premier  membre  V  pourra  être  censé  déterminé  par  la  formule 

V  =  (D?-4)[D»-3IL)(D?-36) 

-  $2  (D?  -  £j  -  ^  (D2  -  DTL)  —  &»  (  D2  —  Db )  -  2  $  ()^ . 

Soit  S  ce  que  devient  la  valeur  précédente  de  ?  quand  on  y  remplace  I), 
par  s,  en  sorte  qu'on  ait 

§  =  {$*-  £)(**  — 3ÏL)(**  —  a&) 

-  <£2  (s2  —  £  )  —  £•-  (  s2  —  3IL  )  —  SI*  (  s2  —  Jfc  )  —  a  $  £A , 


et  posons 


e  =  <r 


e 


« 


((s))1 
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si  l'on  veut  déterminer  les  variables  principales 

de  manière  qu'elles  vérifient,  quel  que  soit  /,  les  équations  données,  et 
pour  t  =  o  les  conditions 

P         Y  </;  d-n  d'Ç 

£  =  «,        1  =  6,         C  =  y,  T{=«,         T(=G,  Jt=y, 

il  suffira  de  remplacer,  dans  les  équations  données,  les  dérivées  du  se- 
cond ordre 

-// i\2  -  .,'/ IV-.,  y" \\-  y 

par  les  différences 

D;J;;-(a'-ï-aD/)YH,     D?ïî~(ê'+êD,)V0,    D2Ç-(/  +  yD,)V0, 
puis  de  résoudre  par  rapport  à 

l,    'n,    'C, 

cl  en  opérant  comme  si  D,  était  une  quantité  véritable,  les  nouvelles 
équations  formées  comme  on  vient  de  le  dire,  savoir 

(D? --£)£- Ai]--  &         =(«'+aDr)Ve, 
-  Sil  ■+-  (D?  -  DÎL)-/]  -  Q'Ç  =  (6'  -4-  6Df)  V6, 

_^ç_$„  +(b»  -x)ç=(/H-ypove. 
On  trouvera  de  cette  manière 

£  =  [(Dr  — 01L)(D2--  3&)  -«2](a'  +  aD,)0 
+  [5l(D|—  3t)  -t-$^J.(6'-+-6D,)e 
-4-  [$  ( D?  -  OÏL)  +  .5l<3?]  (/  +  yD,) 0 


et,  en  posant,  pour  abréger, 

C=  (D,2  -  01L)(  D/  -  Db)  -  ««,  13  =  £(D?  -  C.)  +  ^, 

JH  =  (D|  -  X)  (D;  -  r  )  -  $*,  *  =  t(D?  _.«)ïl)  +  *«, 

U  =  (D2  -41)  (D2  -  OÏL)  -  fl»,  tt  =  &(Df  -  DL)  +  <2$, 


EXTRAIT  N°  50.  397 

on  aura  simplement 

£  =  [(«'  -4-  *D,)  C+  (6' 4-  SD,  )  U  +  (/  +  y  IV)  «t]6, 
ïi  =[(«'+  x\)t )  Il  4-  (6'+  £D,)  iH  +  (/  +  yD,)  P  ] 0, 
Ç  =  [(*'  +  aD/je-h  (g'-4-  SD,)  p  +  (y'4-  yl)f)  ïl]0. 

Si  maintenant  les  fonctions  de  £  désignées  par 

X,     Y,     Z 
cessent  d'être  nulles,  et  si  l'on  nomme 

3G,     -T,     £ 

ce  que  deviennent  ces  fonctions  quand  on  y  remplace  la  variable  indé- 
pendante t  par  la  variable  auxiliaire  t,  alors,  pour  obtenir  les  valeurs 
générales  de 

C,       T,,       £ , 

il  suffira  d'ajouter  celles  qu'on  vient  de  trouvera  celles  que  détermi- 
nent les  formules 


l  =   f     (&£  +P  +  M)f(/-, 

«A> 
n  =  f  (  -v-n  +  •g M  +  'i,  p  )  g  d-, 


la  valeur  de  5  étant 
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51. 

Comptes  rendus,  t.  VIII,  p.  889  (10  juin  1839).  —  Suile. 

^  IV.  •  Intégration  d'un  système  d'équations  linéaires,  aux  différences  par- 
tielles, et  ù  coefficients  constants,  d'an  ordre  quelconque,  le  second  membre 
de  chaque  équation  pouvant  être,  ou  zéro,  ou  une  fonction  des  variables 
indépendantes. 

Soit  donné  un  système  d'équations  aux  différences  partielles  entre 
plusieurs  variables  principales 

£,     Y),      'Ç, 
<-[  plusieurs  variables  indépendantes 

X ,      J  ,       ~ ,        •  •  •  >        '» 

que,  pour  fixer  les  idées,  nous  réduirons  à  quatre,  les  trois  premières 
oc,  y,  z  pouvant  représenter  trois  coordonnées,  et  la  quatrième  t  dési- 
gnant le  temps.  Supposons  d'ailleurs  que  les  premiers  membres  de  ces 
équations  soient  des  fonctions  linéaires,  à  coefficients  constants,  des 
variables  principales  et  de  leurs  dérivées,  l'ordre  des  dérivées  relatives 
à  /  pouvant  s'élever  jusqu'au  nombre  ri  pour  la  variable  principale  c, 
jusqu'au  nombre  ri'  pour  la  variable  principale  r\,  jusqu'au  nombre  ri' 
pour  la  variable  principale  '(, Faisons,  pour  abréger, 


H=7l'  +  /i"-t-  «'"  +  .. 


Enfin  nommons 


9  {x,y,z),  x  ^-7,2),.  +   [x,y,z), 

?i(*»r>-)»         x*[x>y>z)>  ty\(x,y>z), 


?«<-«(*»J»')i      Xn»-K[x,y,z),      yn>»-\[x>y,z), 
les  valeurs  initiales  des  variables  principales 

Ë»     -n,     K,      •  •  • 
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et  de  leurs  dérivées  d'ordres  inférieurs  à  l'un  des  nombres 


ri,     n",     ri",     ...; 


en  sorte  que  ces  variables  soient  assujetties  à  vérifier,  quel  que  soit  /, 
les  équations  données  au\  différences  partielles,  et  pour  /  —  o,  les 
conditions 

/  £=cp  (x,y,  z),  -n=y.{x,y,z),  £  =  ty  [x,  y,  z), 

.    .      J        1);;  =  9i  {r,)',  s],  D|ï3  ='/„\{x,  V,  z),  DfÇ  =  '-pi  [x,  y,  z), 

Pour  ramener  l'intégration  des  équations  proposées  à  l'intégration  d'un 
système  d'équations  linéaires  et  à  coefficients  constants,  il  suffira  de  re- 
courir à  la  formule  connue 

dl  dv 


Td[X 


/30  s*  oo  . 
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de  laquelle  on  tire,  en  remplaçant  successivement  xs{x)  par  xs(œ,  y)  et 
par  ^(a;,/,  c) 


Sî  [X 


,r,')=f"  f"  f"  f"  f"  f\i<*-»^-r^-'M~w(Xt>,*)~^'''^ 

■     puis,  en  écrivant  cr(.r,  y,  s,  t)  au  lieu  de  u(a?,  y,  s), 

•  1  00  /-»»  /»  00  /"»  OO  r\x>  /"»  00 

x,y,z,t)=  j  f  c[«'(*-i)+v(1r-/l)+w(3-l.)]v/=Tiij(X,fifv,/ 


2  TT  2  7T  2  - 

00    */  00 


En  effet,  chacune  des  équations  données  sera  de  la  forme 

(6)  Il  =  ra(.r,  r,  z,t), 

R  désignant  une  fonction  linéaire,  et  à  coefficients  constants,  des  va- 
riables principales 

h      V!,      t, 

et  de  leurs  dérivées  prises  par  rapport  à  une  ou  plusieurs  des  variables 


•s  ■ 
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indépendantes.  D'autre  part,  en  désignant  par 

/.'    *    h 
des  nombres  entiers  quelconques,  et  posant,  pour  abréger, 

on  tirera  généralement  de  la  formule  (4) 

i)/D£D*Gj(#,r>*) 

Cela  posé,  si  l'on  nomme 

E,    a,    £>     — 

ce  que  deviennent  les  variables  principales 

l,    ïî,    'C    ••■> 

considérées  comme  fonctions  de  x,  v,  s,  /,  quand  on  y  remplace 

a?,     j,     2 
par 


dl  dv  du.  d\  dv  rfw 


).,     a,     v; 
si,  de  plus,  après  avoir  exprimé  R  à  l'aide  des  caractéristiques 

D,,     Dv,     De,     Df, 
on  appelle  a  ce  que  devient  R,  quand  on  remplace 

l,    -/i,     'C,     ...     par    i,    /3,     S,     ••• 
et  les  puissances  entières  des  caractéristiques 

D,,     D,,    D- 
par  les  puissances  semblables  des  facteurs 


II,      v,     w, 


on  aura  évidemment 

J  __      «/_«!     «y—   OC      t7—    X      «^    -     OC       «•'   —   » 


.        ,        -       dldv  dudx  dvd* 

9.  71  2  7T  2  7T 
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et  par  suite  l'équation  (G)  pourra  être  représentée  sous  la  forme 

»  S.  S*  00  •  ;   -r.  /i  Ot  »  00  .  y_  -  -  _  _  -  | 

«    l   I   I   I   I   I  ra—<>..».,M-K"-' ■-■•••-■■■■' -(-':^^-ï'''.'.  ="• 

Or,   pour  que  la   formule   (io)  soit  vérifiée,    il   suffira  que   l'on    ait 
SX.—  u(l,  a,  v,  /  =  o  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(ii)  SX  =  xn  7,  y.,  v,  /  , 


et  cette  dernière  formule  n'est  autre  chose  qu'une  équation  différen- 
tielle linéaire  à  coefficients  constants  entre  les  inconnues 

considérées  comme  variables  principales,  et  /  considéré  comme  va- 
riable indépendante.  Ce  n'est  pas  tout.  Pour  que  les  conditions  (2. 
soient  vérifiées,  il  suffira,  en  vertu  de  la  formule  (4),  que  l'on  ait  pour 
t==o, 


1 2 


1=  ?(*>,">  v), 


DfVÎ  =  /J   (X,  M,V    , 


Dtï=  -l,    À.  v.,v  , 


irt" 


n'     i  ; 


9/(»_i  (À,  w,  v',     D^"""'-/3  =  X'i"-\  (^»  P->  v  .      D"'"  1Ç  =  ^«w   1  >.'/-v  . 


Donc,  en  définitive,  pour  que  les  variables  principales 


ti      vj, 


possèdent  la  double  propriété  de  vérifier,  quel  que  soit  /,  les  équations 
données,  et,  pour  t  =  o,  les  conditions  (2),  il  suffira  que  les  variables 
principales  auxiliaires 


possèdent  la  double  propriété  de  vérifier,  quel  que  soit  /,  un  système 
d'équations  différentielles  semblables  à  la  formule  (1 1),  et,  pour  /  =  <>, 
les  conditions  (12).  On  pourra  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Les  variables  principales 


t,    n,    ; , 


OF.unes  de  C.  —  S.  I,  t.  IV. 


5l 
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assujetties  :  i°  à  vérifier,  quelque  soit  t,  un  système  d'équations  linéaires, 
aux  différences  partielles,  et  à  coefficients  constants,  ces  équations  pouvant 
offrir  pour  seconds  membres,  ou  zéro,  ou  des  fonctions  connues  des  variables 
indépendantes 

■j."  à  vérifier,  pour  t  =  o,  les  conditions  (2),  seront,  dans  tous  les  cas,  im- 
mèdiatement  déterminées  par  les  formules 

C     ("    C      f"     C*    C      r„,      ,\  ,    ,        v       ,       N1  / —  y  d\dv  dv.ds  dv  (l\\ 
=  11         J  /  I       c[c(*— A)  +  v(7— j»)+w(*  —  »)]^— 1  | 


9.  T:  2  7T 


(>3) 


r  r*  c  c  r™  r™  [  ,■    >•* ,  ,    \ ,  /     >  y —  ^x^u  t/a^/v  </«</* 

J-.J-.J-.J_.J_.J_  27T  271  27T 

f°     /*"    /*"    /»•/•»    r*  — -dl<l\du.d\<h<h\ 

"  J_.J_.J_.J_.J_.J_*  2TT  2TT  27T 


pourvu  que  l'on  désigne  par 

I,     «,    5,     ■  •  • 

r/e  nouvelles  variables  principales  assujetties  :  1  °  à  vérifier,  quel  que  soit  t . 
certaines  équations  différentielles,  qui  seront  nommées  les  équations  auxi- 
liaires ;  20  à  vérifier,  pour  t  =  0,  les  conditions  (12).  D'ailleurs,  pour  obte- 
nir les  équations  différentielles  auxiliaires,  il  suffira  d  ' exprimer  les  dérivées 
de  c,  r,,  'C,  ...,  que  renferment  les  premiers  membres  des  équations  linéaires 
données,  à  l'aide  des  caractéristiques 

D.0     Dr,     D.,     I),; 

puis  de  remplacer  dans  ces  premiers  membres 

l,    ■/),     Ç,     ...     par    1,    m,    Ç,     ... 
et 

Dv,         Dy,         D; 

par 

U,      v,      «'; 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 

\j\J—i,     v\J—i,     w/-i, 
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enfin  de  remplacer  dans  les  seconds  membres 

x,    y,     z     par     }.,     u,     v. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où,  dans  les  équations  linéaires 
données,  les  dérivées  de  E,  r,,  £,  ...  relatives  à  t  se  réduiraient  aux 
dérivées  du  premier  ordre 

Del    Vrn,    VtC,     ... 

et  se  trouveraient  simplement  multipliées  par  des  coefficients  constants, 
indépendants  de 

DX,        Dy,        D-. 

Alors  les  conditions  (2),  qui  devront  être  vérifiées  pour  /  =  o,  se  ré- 
duiront à 

l  =  y{x,y,z),         -n=x{x,x,z),         Ç  =  ty[*,jr,*),         ■■, 

et  les  équations  auxiliaires  seront  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre,  linéaires  et  à  coefficients  constants,  auxquelles  devront 
satisfaire  les  nouvelles  variables  principales 

ï,     -ri,      'Ç,      ... 

assujetties  en  outre  à  vérifier,  pour  /  =  o,  les  conditions 

|=<p'(>,fi,  v),  -n  =  x(>,  f*,  v),         Ç-—<\>[1,  ix,  v),         .... 

Or,  si  l'on  suppose  d'abord  que  les  seconds  membres  des  équations 
linéaires  données  s'évanouissent,  on  pourra  en  dire  autant  des  seconds 
membres  des  équations  auxiliaires;  et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
§  I,  les  valeurs  générales  de  E,  -n,  ...  seront  de  la  forme 

l  f=[9(Vfi,v)*-hx(*>f*>v)*  +  ...]©. 
(i4)  \  ~n  =  [?(>,  fx,  v)î?  +  x(X,  p.,  v)  <0.  +  ...]<-», 


0  désignant  la  fonction  principale,  et 
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des  fonctions  entières  de  la  caractéristique  D,.  D'ailleurs,  pour  obtenir 
la  fonction  principale  0  relative  aux  équations  auxiliaires,  on  devra  : 
i°exprimer,  dans  les  équations  linéaires  données,  les  diverses  dérivées 
de  E,  r,,  'C,  ...  à  l'aide  des  caractéristiques  I).r,  Dy,  D-,  Dt;  20  éliminer 

E,  r,,'Ç,  ...  entre  ees  équations,  comme  si 

D,-,    D,,    l)z,     D, 

désignaient  des  quantités  véritables;  3°  remplacer,  dans  le  premier 
membre  V  de  l'équation  résultante 

(.5)  V  =  o, 

les  caractéristiques  I),,  !)v,  1)~  paru,  v,  w,  ce  qui  réduira  v  à  une  fonc- 
tion de  la  seule  caractéristique  D,,  puis  choisir  0  de  manière  à  vérifier, 
quel  que  soit  /,  l'équation  différentielle 

V(-)  =  0, 

et,  pour  /  =  o,  les  conditions 

0    =0,         D,0      ...         .  ..,         D?-20="o,         D?_1©=  '• 

Si  l'on  nomme  S  ce  que  devient  le  premier  membre  V  de  l'équation  (  1  5  1, 
quand  on  y  remplace,  non  seulement 

D.r,     Dy,     ])-     par     //.     v,     w, 

mais  encore  \)t  par  s, 
.6)  S  =  o 

sera  ce  que  nous  appelons  Yéqualion  caractéristique;  et  la  valeur  de  la 
fonction  principale  0  sera 

si  l'on  a  choisi  la  fonction  v  de  manière  que  le  coefficient  de  D"  s'y  ré- 
duise à  l'unité.  Cela  posé,  pour  obtenir  les  valeurs  générales  de 

l,  r;,  'Ç,  .     .    ., 

c'est-à-dire  pour  obtenir  les  formules  (i4)>  il  suilira.  en  vertu  des  prin- 
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eipes  établis  dans  le  j>  î,  de  remplacer  dans  les  équations  différentielles 
auxiliaires  les  variables 

par  les  différences 

I)f;  —  (û{\  y.,  v)  Vh,  DfY3  —  •/(>,  p,  v)V0 

V  étant  considéré  comme  une  fonction  de 

puis  de  résoudre  par  rapport  à 

l,    n,     ... 

les  nouvelles  équations  ainsi  formées  en  opérant  comme  si  D,  était  une 
quantité  véritable. 

Concevons  maintenant  que,  dans  les  équations  (i3),  présentées  sous 
les  formes 


I  %J ae  */  — oo  */ x   ^  —  x   *^  —  x   «^  —  oo 

/  /*»x  >/:  /)  K  /t  oo  /"*  x  /**> 

Y=  I  I  J 


2  77  2  77  •-'•  77 

|  ** v.     *s     —  3C    **    X     ^     X    v    X     *'     — OO 

"Sl    <  '"      <"      ""      '"      ^      '-»  (ll(l\   <lu.d\ rclvdv 


«(a;— i)+»<r— //.)+«<=— : 0  y,  — —  -  ? 


2  7:  2  -  2  7: 


on  substitue  les  valeurs  de  '£,  r,,  ...  tirées  des  formules  (i4)  el    17  , 
savoir 

[  I  =  i[?(^f*»v)£+x(A,fi,v)«  +  ...]pTj' 


Supposons  d'ailleurs  qu'à  chaque  forme  particulière  d'une  fonction 

m{x,y,  z  | 

des  trois  coordonnées 

x,    r,    z 

on  fasse  correspondre  une  fonction  de  x,  v,  3,  /,  désignée  par  la  seule 
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lettre  xz  et  déterminée  par  la  formule 

eu(x-V+v(r-v.)+w(z-*)+sl  (/l((v  t/fjf/y  Jv(Jv, 


J..LLLL- — m — m(*""v) 


•itx      2  tt       2  ■ 


En  tin  nommons 

?»    X» 

les  fonctions  de  x,  y,  z,  t,  dans  lesquelles  va  se  transforme,  quand  on  y 
remplace  usÇk,  \j.,  v)  par 

?(*»^>")>     x(*»f*»v)»     

de  sorte  qu'on  ait 

d~h  (k   du.  d\  (h  <hv 


,.*        n*        s.*.        ,•«        •.»       r6«(.f~l)fp()--f)+lv(ï-v)+îf 

*=£>LLLLLL m V{K"-V 

^        „w        ,,»      ^,00      ^.x,       •.*       •»«    e„(.r_Xn-,'(>'-n)+iWz-v)-t-.ç£ 

z~-'~lLLLLLL-     mr     ~/l>"u'v 


2  7T  2  7t  2  TT 


» 


et  désignons  par 

L,     M,     ....     P,     Q,     ... 

ce  que  deviennent 

c,    m,    ...,    »,    e,    ... 

quand  on  y  remplace 

II,      v,      w 

par  les  caractéristiques 

Dr,    Dr,    D*. 

Les  valeurs  de  l,  r,,  ...  fournies  par  les  équations  (18)  et  (19)  pourront 
évidemment  s'écrire  comme  il  suit  : 

^  =  L9  +  Mx  +  -.., 
2.)  i  Y1  =  Vc?-hQx-h..., 


En  d'autres  termes,  on  aura 

(22)  <  ïj  =  Ç9  +  Ax +  ••*•» 

1  ' 
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pourvu  que  l'on  transforme  les  fonctions  de  //,  v,  w,  Dc,  désignées  par 

e,    m,    ...,    p,    e,    ... 
en  fonctions  des  caractéristiques 

D.o     ]),,     Dz,     D„ 

en  y  remplaçant  //,  v,  w  par  Dx,  D^,  D^.  D'ailleurs,  pour  déduire  les 
formules  (22)  des  formules  (i4)»  il  suffit  dc  remplacer  dans  les  for- 
mules (14)  les  variables  auxiliaires 

i,      v},... 

par  les  variables  principales 

i,    v,     ■■■ 
et  les  produits 

0cp(>.,  p.,v),     ex(A,/x,v),     ••• 

par  les  fonctions 

Donc,  puisqu'on  arrive  directement  aux  formules  (i4)>  quand  on  ré- 
sout par  rapport  aux  variables  auxiliaires  |,  r,,  ...,  non  pas  les  équa- 
tions différentielles  auxiliaires,  mais  celles  qu'on  en  déduit  en  rempla- 
çant 

par  les  différences 

D,I-V[e<p(X,p,v)],    D^-V[0x(^.,v)],     ... 
et  considérant  V  comme  une  fonction  de 

U,      V,      IV,      \)t, 

on  pourra  encore  arriver  directement  aux  formules  (21)  ou  (22),  en 
résolvant  par  rapport  aux  variables  principales 

l,    -n,     •■•» 
non  pas  les  équations  linéaires  données,  mais  celles  qu'on  en  déduit  en 

remplaçant 

Del,    IV/j>    ••• 
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par  les  différences 

D,£  —  Y?,    Dm—  Vy,     . . . 

et  considérant  Y  comme  une  fonction  de 

!>,,    D>,    D„    D,. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  devra  opérer  comme  si  les  notations  1), 
et  I)r,  Dy,  D,  étaient  employées  pour  désigner  de  simples  quantités, 
sauf  à  regarder,  dans  les  équations  définitives  (i4)  ou  (22),  chacune 
de  ces  notations  comme  indiquant  une  différentiation  relative  à  l'une 
des  variables  indépendantes  (,.r,  y,  z. 

Si,  comme  nous  l'avons  supposé,  la  fonction  de  Dr,  D,,  IK,  I),,  dé- 
signée par  Y,  est  tellement  choisie  que,  dans  cette  fonction,  le  coeffi- 
cient de  D",  c'est-à-dire  de  la  plus  haute  puissance  de  D,,  se  réduise  à 
l'unité,  alors  la  fonction  de  u,  c,  w,  s,  désignée  par  S,  étant  développée 
suivant  les  puissances  descendantes  de  s,  offrira  pour  premier  terme*". 
On  aura  donc  :  i°  pour  m  <  n  —  1 , 


s'" 


■2    pour  m  =  n  -  - 1, 


:>'      I 


r  ( 

<^  [[S 


En  conséquence  la  fonction  de  jc,  y,  z,  /,  désignée  par  ci  et  déterminée 
par  la  formule  (20),  vérifiera,  quel  que  soit  /,  l'équation  aux  différences 
partielles 

•>.  3  )  Y  57  =  O  , 

et,  pour  /  =  o,  les  conditions 
?4)     gj  =  o,     D^gt  —  o,     D|cï  =  o,      ...,     D"-n7  =  o,     D"""1  rss  =  vs[x,y,  z). 

Cela  posé,  il  suffira  de  résumer  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  pour  établir 
la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Soient  données  entre  n  variables  principales 

l,    ~n,     '£,     ••• 
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et  les  variables  indépendantes 

x,    y,    z,    t, 

n  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et.  à  coefficients  constants, 
c'est-à-dire  n  équations  dont  les  premiers  membres  soient  des  fondions 
linéaires  des  vaiiables principales  et  de  leurs  dérivées,  les  seconds  membres 
étant  nuls.  Supposons  d'ailleurs  que,  parmi  les  dérivées  relatives  au  temps, 
celles  du  premier  ordre,  savoir 

D,£,    D,vj,     ... 

soient  les  seules  qui  entrent  dans  les  premiers  membres  des  équations  don- 
nées, et  s'y  trouvent  multipliées  par  des  facteurs  constants,  sans  y  être  sou- 
mises à  aucune  différentiation  nouvelle  relative  aux  i^ariakles  x,  y,  z. 

Nommons 

o[x,y,z),     y\x,y,z),      ... 

les  valeurs  initiales  des  variables  principales  '£,  rt,  .  .  . ,  ces  variables  étant 
assujetties  à  vérifier,  pour  une  valeur  nulle  de  t,  les  conditions 

l  =  y[x,y,z),        n  =  x(x,y,z),         .... 
Soient  encore 

l'équation  en  Dx,  Dr,  Dz,  \)n  résultant  de  l'élimination  de  E,  yj,  'Ç,  . .  .  entre 

les  équations  données,  et 

S  =  o 

l'équation  caractéristique  en  laquelle  se  transforme  la  précédente  quand  on 
y  remplace 

dx,   Dr,   \yz,    \)t 

par 

n,     i-,     «',     s, 

la  fonction  V  qui  sera  du  degré  n  par  rapport  à  Dn  étant  d'ailleurs  choisie 

de  manière  que,  dans  celte  fonction,  le  coefficient  de  D"  se  réduise  à  l'unité. 

Enfin. 

&[x,  y,  z) 

étant  Vune  quelconque  des  fonctions  initiales 

y[x,y,  z),     y\x,  y,  z),      . . ., 

OEuvres  de  C.  —  S.  I.  t.  IV.  $2 
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désignons  par  rr>  une  fonction  de  x,y,  z,  t  déterminée  par  la  formule  (20), 
par  conséquent  assujettie  :  i°  à  vérifier,  quel  que  soit  t,  l'équation  aux  dif- 
férences partielles 

Vcô  =  o; 

20  à  vérifier,  pour  une  valeur  nulle  de  t,  les  conditions 

TD  —  O,  I),73=0,  \)jTZ~-0.  ...,  D"    2M  =  n,  D?-,BT=Cj('.r,/,  z), 

r/  nommons 

?'     Z-     •  •  • 

ce  <y//e  devient  zs,  quand  on  réduit  n[x,  y,  s)  à 

y{x,y,z\     -/\x,y,z) 

Pour  intégrer  les  équations  linéaires  données,  de  manière  à  remplir  les  con- 
ditions requises,  il  suffira  d'y  remplacer  les  dérivées 

\)tl     Drr„     ... 

par  les  différences 

D,ï-Yy,     D,73-VX 

puis  de  résoudre  par  rapport  à  '£,  r,,  ...  les  nouvelles  équations  ainsi  obte- 
nues, en  opérant  comme  si  Dx,  Y)y,  D-,  D,  étaient  de  véritables  quantités. 

En  raisonnant  toujours  de  la  même  manière  et  ayant  égard  aux 
principes  établis  dans  le  §  III,  on  établira  encore  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  III.  —  Soient  données,  entre  plusieurs  variables  principales 

%,    -t),     t,     ... 

et  les  variables  indépendantes 

x ',     j ,     ~ ,     1 , 

des  équations  linéaires  aux  différences  partielles,  et  à  coefficients  constants. 

en  nombre  égal  à  celui  des  variables  principales .  Concevons  d'ailleurs  que 

l'ordre  des  dérivées  de  E,  7),  ...  relatives  à  t  puisse  s'élever  jusqu'à  n'  pour 

la  variable  principale  i,  jusqu'à  n"  pour  la  variable  principale  r,,  . .  . ,  les 

coefficients  de 

D?'|,     V'fr.,     ... 
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étant  indépendants  de  Dr,  D,.,  X)z,  et  se  réduisant  en  conséquence  à  des 
quantités  constantes.  Faisons 

n  --  ii  +  n"  -+-  .  .  . 
et  supposons  les  variables  principales 

'£,     r,,     'C,      ... 

assujetties,  non  seulement  à  vérifier,  quel  que  soit  t,  les  équations  linéaires 
données,  mais  encore  à  vérifier,  pour  l  =  o,  les  conditions 

l  =  o{x,y,z  ,         D,£=cp;(#,j,  z),  ...,         n2'-lZ  =  <fa'-,[a:,y,z)i 


Soient  encore 

\  =  o 

l'équation  en  ï)x,  Dr,  D-,  D,  résultant  de  l'élimination  de  ç,  r,,  ...  entre 

les  équations  données,  et 

S  =  o 

l'équation  caractéristique  en  laquelle  se  transforme  la  précédente  quand 

on  y  remplace 

D„     D,,     D*,     D, 

par 

u,     v,      IV,     s, 

la  fonction  y,  qui  est  du  degré  n  par  rapport  à  D,,  étant  choisie  de  ma- 
nière que,  da/is  cette  fonction,  le  coefficient  de  D"  se  réduise  à  l'unité. 
Enfin,  supposons  la  fonction  gj  définie,  comme  dans  le  deuxième  théorème, 
par  conséquent  déterminée  parla  formule  (20),  et  nommons 

••  1     •  •>     •  •  •  •>     

ce  que  devient  cj  quand  on  réduit  ts(oc,yf  z)  à  l'une  des  fondions  ini- 
tiales 
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Pour  intégrer  les  équations  linéaires  données,  cle  manière  à  remplir  toutes 
les  conditions  requises,  il  suffira  d'y  remplacer  les  dérivées 

l)tl,     D?£,     ....     \)»'l, 
Dm,     D*r>,     ....     D?"r], 


par  les  différences 
D,S-V<p,     D?£-V(<p,  +  D,<p),     ...,     Dn-V(cp„_1+...+  nr>,  +  T>r'  9' 

Dm~\x,  D?-/j-v(X/+Da),  ...,  Dryj-v(Xn_, -f-...+Dr-2X/+Dr'x: 


puis  de  résoudre  par  rapport  àl,  r>,  ...  les  nouvelles  équations  ainsi  obte- 
nues, en  opérant  comme  si 

Dr,       Dr,       Dr,       I), 

étaient  de  véritables  quantités. 

Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  offrent  cela  de  remarquable, 
qu'ils  t'ont  dépendre  l'intégration  d'un  système  quelconque  d'équations 
linéaires,  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants,  de  l'éva- 
luation de  la  seule  fonction  nr.  Lorsque  les  variables  indépendantes 

sont  au  nombre  de  quatre,  savoir  trois  coordonnées  et  le  temps,  la 
fonction  o,  déterminée  par  l'équation  (20),  se  trouve  représentée  en 
conséquence  par  une  intégrale  définie  sextuple,  et  la  valeur  initiale  de 

désignée  par  xs[x,  y,  z),  peut  être  une  fonction  quelconque  des  coor- 
données x,  y,  z.  Si  au  contraire  les  variables  indépendantes  se  rédui- 
saient à  une  seule  /,  la  valeur  initiale  de  D"  'ci  se  réduirait  à  une 
constante,  et  l'on  pourrait  faire  dépendre  l'intégration  des  équations 
différentielles  données  de  l'évaluation  de  cj,  en  supposant  même  que 
dans  cette  évaluation  l'on  attribuât  à  la  constante  une  valeur  particu- 
lière, par  exemple,  la  valeur  1,  ce  qui  reviendrait  à  prendre  pour  n>  la 
fonction  principale©.  Cela  posé,  en  généralisant  la  définition  que  nous 
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avons  donnée  de  la  fonction  principale,  on  pourra  désigner  sons  ce  nom, 
pour  un  système  d'équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à 
coefficients  constants,  la  fonction  vs  déterminée  par  la  formule  (20).  La 
fonction  principale  étant  ainsi  définie,  on  pourra  dire  que  les  théo- 
rèmes II  et  III  ramènent  l'intégration  d'un  système  quelconque  d'équa- 
tions linéaires,  et  à  coefficients  constants,  à  l'évaluation  de  l'intégrale 
définie  qui  représente  la  fonction  principale. 

Au  reste,  il  est  bon  d'observer,  d'une  part,  que  le  théorème  II  peut 
être  établi  directement,  comme  la  proposition  analogue  énoncée  dans 
Le  §  I  et  relative  à  un  système  d'équations  différentielles;  d'autre  part, 
que  le  théorème  III  se  déduit  immédiatement  du  second,  par  des  raison- 
nements semblables  à  ceux  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  le  §  III. 

Les  théorèmes  II  et  III  supposent  que  les  seconds  membres  des 
équations  linéaires  données  se  réduisent  à  zéro.  Si  ces  seconds  membres 
devenaient  fonctions  des  variables  indépendantes  r,  y,  z,  t,  on  pour- 
rait appliquer  à  la  détermination  des  valeurs  générales  de  E,  r;,  ...  ou 
le  théorème  I,  ou  la  proposition  suivante  que  l'on  déduit  de  ce  théo- 
rème combiné  avec  les  principes  établis  dans  le  §  III. 

Théorème  IV.  —  Soient  données  entre  plusieurs  variables  principales 

l,    -n,     ••■ 
et  les  variables  indépendantes 

x,    y ,     «.-,     1 


les  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants, 
n  nombre  égala  celui  des  variables  principales.  Supposons  d'ailleurs  que. 
lans  les  premiers  membres  de  ces  équations,  les  dérivées  des  ordres  les  plus 
élevés  par  rapport  à  t  soient  respectivement 

Df'  \     pour  la  variable  principale     £, 
D""yj     pour  la  variable  principale     /;, 

les  coefficients  de  ces  dérivées  se  réduisant  à  des  quantités  constantes,  et  les 
seconds  membres  des  équations  données  pouvant  être  des  fonctions  quel- 
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conques  des  variables  indépendantes.  Enfin  supposons  que  les  valeurs  ini- 
tiales de 

l,    \\l,    ■■■,   K~ll 

yj,     D,/j,     ...,     Df'-zj, 


doivent  se  réduire,  pour  t  =  o,  à  des  fonctions  connues  de  .r,  y,  z.  Pour 
intégrer  sous  cette  condition  les  équations  linéaires  données,  on  déterminera 
d'abord,  à  l'aide  du  théorème  II,  les  valeurs  générales  de  E,  %,  ...  corres- 
pondantes au  cas  où  les  seconds  membres  des  équations  données  s'évanoui- 
raient ;  puis  à  ces  valeurs  on  ajoutera  celles  qui  auraient  la  propriété  de 
vérifier,  quel  que  soit  t,  les  équations  données,  et  de  vérifier  pour  t  =  <> 
les  conditions 

i  =  o,        D,£  =  o,        D?'-«£  =  o, 

7J  =  0,  D,7Î  =  0,  Df    '  y)  =  O, 


Ces  dernières  valeurs  de  c,  r,,  ...  seront  d'ailleurs  de  la  for/ne 

1=    f  Zdr,        ■«=  f    Ud~, 

Z,  H,  ...  étant  des  fonctions  de 

x,    y,     z,     t 

et  de  la  variable  auxiliaire  -,  déterminées  par  la  règle  suivante. 

Soient 

X,    Y,     ... 

des  fonctions  de  jc,  y,  z,  t  propres  à  représenter  les  valeurs  de 

D?'£,      Dfy,,      ... 

qui  vérifient  les  équations  données  quand  on  y  remplace 

■ri,    Btn,     ...,     Df-'-zî, 
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par  zéro.  Soient  encore 

-v-,   -y,    ... 

ce  que  devienne  ni 

X,     Y,     ... 

quand  on  y  remplace  la  variable  indépendante  t  par  la  variable  auxi- 
liaire t.  Pour  obtenir  les  valeurs  générales  de 

H,     II,     ..., 

il  suffira  de  réduire  à  zéro  les  seconds  membres  des  équations  données,  et 
de  chercher  ce  que  deviendront  alors  les  valeurs  de 

X-,    fi, 

fournies  par  le  théorème  III,  quand  on  y  remplacera 

t     par     /  —  r, 
et  les  valeurs  initiales  de 

par 

o,      o,      ..-,      o,      -V,  o,     o,      ...,      o,      £f,  .... 

Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  le  premier  membre  v  «I»' 
l'équation  produite  par  l'élimination  de  ç,  n,  ...  entre  les  équations 
données,  dans  le  cas  où  l'on  remplace  leurs  seconds  membres  par  zéro, 
était  une  fonction  entière  de  D^.,  Dr,  D~,  D,,  dans  laquelle  on  pouvait 
réduire  le  coefficient  de  D"  à  l'unité.  Cette  réduction  est  en  effet  pos- 
sible dans  l'hypothèse  que  nous  avions  admise,  savoir,  lorsque,  dans 
les  équations  données,  les  dérivées  des  ordres  les  plus  élevés  par  rap- 
port à  rse  trouvent  multipliées  par  des  quantités  constantes,  sans  être 
soumises  à  des  différentiations  relatives  aux  variables  x,  y,  z.  Consi- 
dérons maintenant  le  cas  général  où  cette  réduction  ne  pourrait  s'effec- 
tuer sans  que  V  cessât  d'être  une  fonction  entière  de  Dx,  Dr,  D-,  cl 
désignons  par  K  la  fonction  de  cette  espèce  qui  représente  généralement 
le  coefficient  de  D",  dans  le  développement  de  V-  Si  l'on  nomme  ,x ,  s 
ce  que  deviennent  K,  v,  quand  on  y  remplace  Dr,  D,.,  D,,  D,  par  //,  r, 
w,  s;  si  d'ailleurs  on  continue  de  nommer  fonction  principale  une  fonc- 
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tion  nr  dex,  y,  z,  t  définie  par  l'équation  (20),  on  trouvera  dans  le  eas 
général  :  i°  pour  m  <n  —  1, 


s"1 


■a"  pour  m  =n—  1 , 


1 


r- — 


mi,  ce  qui  revient  au  même, 

m' s" -  < 


et  par  suite  la  fonction  principale,  qui  vérifiera  toujours,  quel  que  soit  /, 
l'équation  (23),  vérifiera,  pour  une  valeur  nulle  de  /,  non  plus  les  con- 
ditions (24),  mais  les  suivantes  : 

(■25)     to— o,     D,sï  =  <>,     D;ro=o,     ...,     D"  -ro— o,     kl)"  '  57  =  m  [x,  y,  z). 

1 

Or  ces  conditions,  jointes  à  l'équation  (23),  ne  suffiront  pas  pour  dé- 
terminer complètement  la  fonction  principale  ct.  Au  reste,  la  seule 
considération  de  la  formule  (20)  conduit  à  une  conclusion  du  même 
genre.  En  effet,  lorsque  le  coefficient  de  D"  dans  v,  savoir  K,  sera  fonc- 
tion de  Dr,  Dv,  Dc,  le  coefficient  de  s"  dans  s,  savoir 

sera  fonction  de  u,  v,  w  et  l'intégrale  sextuple,  comprise  dans  le  se- 
cond membre  de  la  formule  (20),  ne  sera  plus  généralement  une  inté- 
grale complètement  déterminée,  attendu,  par  exemple,  que  la  fonc- 
tion sous  le  signe/  deviendra  infinie  pour  les  valeurs  de  u,  e,  w  qui 
vérifieraient  l'équation  ac=o.  Mais  on  tirera  de  la  formule  (20) 

et  cette  dernière  sera  propre  à  fournir  une  valeur  complètement  déter- 
minée de  la  fonction  Ka.  Si,  après  avoir  calculé  la  fonction  n,  à  l'aide 
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de  l'équation 

7)  n=i  r  r  r  r  r  f\<^>^^>^^^m^ittv)^^^^  ^, 

on  pose  généralement 

(a8)  Kgt  =  IL 

on  pourra  prendre,  pour  valeur  générale  de  la  fonction  principale  rs, 
l'une  quelconque  de  celles  qui  vérifieront  la  formule  (28).  À  chacune 
d'elles  correspondra  un  système  de  valeurs  de 

X,     ri,      ... 

que  l'on  pourra  obtenir  à  l'aide  des  théorèmes  II,  III  ou  IV,  et  qui 
vérifiera  toutes  les  conditions  énoncées  dans  ces  mêmes  théorèmes. 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d'ex- 
poser, concevons  qu'il  s'agisse  d'intégrer  les  équations  simultanées 


Ox  <Jl       dy  dy  ôt       àx 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  équations 

1),-  Wt  +  l\y-n  =  o,         I)r  I),  Y,  -  DA  =  o, 
de  manière  que  l'on  ait,  pour  /  =  o, 

l  =  <o[x,y),         jj=x(a:,/). 

On  trouvera,  dans  ce  cas, 

V  =  DxDr{J)i  +  1),         S  =  ïiv(*2+i), 
II  =  J).tDv,  tX.  =  uv\ 

par  suite,  la  fonction  principale  zs,  assujettie  :   i°à  vérifier,  quel  que 

soit  /,  l'équation 

D.cl)v(D2  +  i)cr=o, 

:».()  à  vérifier,  pour  t  =  o,  les  conditions 

za  --  o,         I).,- 1),  DfM  =  us[x, y  , 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  IV.  5^ 
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sera  définie  par  la  formule 

■„«(*-.ï)-Kr-A0-t-"     ,,     sdldv  du.dv 


=  sin//       /       /      f    ^-;+v^-/*)]t/-ïra^a) 

'  '    _  Kl    •'  —  M    t^  _  M  ^  —    » 


2  71  2  7T 


</X  rfc  c/y  c/v 


2ïïl'        -2  7T  V 


(|iii  n'en  déterminera  pas  complètement  la  valeur  et  pourra  être  l'une 
quelconque  de  celles  qui,  s'évanouissant  avec  /,  vérifient  l'équation 


/»w         r%~r-         /m         r\-jj 

VxDrw  =  cost         /      /      /     e[«M)+v(r-/.)]v/-7^(^| 

«*   T.    t/ x    V 00    *S    —  00 


^A  <Vu  r/a  C?V 


2  7T  2  7T 

=  sin/  nj(.r,  j). 

Soient  pareillement  o,  y  deux  fonctions  de  .r,  y,  t  qui,  s'évanouissant 
avec  /,  vérifient  les  équations 

Bjc l)r 9  =  sin  t  <p  (x, y),         \)x  Dr y  =  sin  /  y  [x,y). 
Les  valeurs  générales  de  E,  r,,  que  l'on  déduira  des  formules 
I),  D,£  -t-  Dr/j  =  IL-Vcp,         Dr  Dr/î  --  D,£  =  Dr Y  y, 

en  opérant  comme  si  Df,  Dv,  I),,  V  désignaient  de  véritables  quantités. 

seront 

\  ==Dr(D;rD,(p  -  DrZ  ,        *  =D^(DrDa  +  Da<p), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

£  =  cos/  çp(.r,j)  —  siiW  ftyfx[x,y)  dx  —  X  {y,  0» 
73  =  cos/  yjx,  y)  -+-  sin  M).,/  o(x, y)  dy  -\-  $>{x,  t), 

les  intégrations  relatives  aux  variables  ce,  y  étant  effectuées  à  partir 
de  valeurs  déterminées  de  ces  variables,  par  exemple,  à  partir  de 

X  =  o ,  ^  =  o, 

et  <I>(<r, /),  X(y,  £)  désignant  deux  fonctions  arbitraires  de  .r,  /  ou  de 
v,  /,  assujetties  à  la  seule  condition  de  s'évanouir  pour  une  valeur 
nulle  de  /.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  les  valeurs  précè- 
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dentés  de  E,  r,   vérifient  les  deux  équations  données  aux  différences 
partielles,  et  se  réduisent  respectivement  à 

?(*»r).    x(*>r)> 

quand  on  y  pose  /  =  6. 


52. 

C.  R..  t.  VIII,  p.  g3i  (17  juin  i83g).  —  Suite. 

J5  \  .  —  A pplication  des  principes  exposés  dans  le  paragraphe  précédent  à 
l'intégration  des  équations  qui  représentent  les  mouvements  infiniment 
petits  de  divers  points  matériels. 

Lorsque  l'on  recherche  les  lois  des  mouvements  infiniment  petits  de 
divers  points  matériels  dont  le  nombre  est  limité  ou  illimité,  les  équa- 
tions différentielles,  ou  aux  différences  partielles,  que  fournissent  les 
principes  de  la  Mécanique,  ne  contiennent  généralement  d'autres  dé- 
rivées relatives  au  temps  que  des  dérivées  du  second  ordre,  dont  les 
coefficients  se  réduisent  à  l'unité.  Il  est  donc  utile  d'appliquer  en  par- 
ticulier les  théorèmes  III  et  IV  du  paragraphe  précédent  au  cas  où  l'on 
aurait 


n=n  =  n   =...=  2. 


Si  dans  ce  cas  on  désigne  par  //,  non  plus  la  somme 


11'  +  n"  -4-  n'"  4-  .  .    , 


mais  le  nombre  des  variables  principales 

'f       r       t 

on  obtiendra,  au  lieu  du  théorème  III  du  $  IV,  la  proposition  suivante 

Théorème.  --  Soient  données  entre  n  variables  principales 

l,    n,    'C,     ... 
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et  les  variables  indépendantes 

//  équations  linéaires  aux  différences  partielles  et  à  coefficients  constants, 
qui  renferment,  avec  les  variables  principales  et  leurs  dérivées  de  divers  ordres 
obtenues  par  les  diffère filiations  relatives  aux  coordonnées  x,  y,  z,  les  dé- 
rivées du  second  ordre  relatives  au  temps  t,  savoir 

du  d?-/,,  vrc,   ..., 

les  coefficients  de  ces  dernières  dérivées  étant  égaux  à  l'unité.  Supposons 
d'ailleurs  les  variables  principales  ;,  r,,  '(,  ...  assujetties,  non  seulement  à 
vérifier,  quel  que  soit  t,  les  équations  données,  mais  aussi  à  vérifier,  pour 
I  =  o,  les  conditions 

\       l  —  y[x,y,z),  ■f\—-/-x,y,z,  'Ç=.'h  [x,y,z),  ...; 

I  lhl  =  ^(.r,r,z),         D,ïj=X(*,r,a),         D,Ç  =  ¥(*,/,  s), 

Soient  encore 

(a)  V  =  o 

l'équation  en  Dv,  Dv,  D,,  Bc  résultant  de  l'élimination  de  ç,  r,,  'Ç,  . .  .  entre 
les  équations  données,  et 

(  3  )  *  =  o 

/' équation  caractéristique  en  laquelle  se  transforme  la  précédente,  quand  on 

y  remplace  les  notations 

Dr,     D,,     D„     \)t 

par 


u  =  o  y —  i ,  v  =  y  y  —  i  ,  (V  =  w/-I,      5, 

la  fonction  Y  eifa/iJ  r/w  degré  in  par  rapport  à  Dc,  et  choisie  de  manière  que 
te  coefficient  de  DJ"  se  réduise  à  l'unité.  Enfin  soit 

m  (  x,  y,  z  ) 

l'une  quelconque  des  fonctions 

9[*»y>*)>      x{x,r,z),     ty[x,jr,s),     ..., 
<S>[ar,r,z),     X(*,/,  z),  y[x,y,  z),     .... 
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Nommons  n  la  fonction  principale  déterminée  par  la  formule 


r  /•"/•"  r  r  r  r* euje+^+wz+st   ,     ,didv  du.d\  dvd* 
4)    m  =  ^J  J  J  J  J  J      -Tffir  -m[h^v)^r~^r^r 


—  oo       -■*-  ao        —oo        —  oo--ao—  » 


par  conséquent  une  fonction  assujettie  :  i°  à  vérifier,  quel  que  soit  t,  l'équa- 
tion au     différences  partielles 

(  5  )  .  Vgt  =  o  ; 

2°  à  vérifier,  pour  t  =  o,  /es  conditions 

<*£  désignons  par 

?,     Z,     +,     •  •-,        *,     X,     ¥,     ... 

ce  que  devient  tô  quand  on  réduit  n>(<r,  y,  z)  à  l'une  des  fonctions 

o{x,y,z),      z(x,r,z),      ty{x,y,z),      ...; 
<\>[x,y,  z),     X[x,y,z),     W{x,y,z),     

Pour  intégrer  les  équations  linéaires  données,  de  manière  à  remplir  toutes 
les  conditions  requises,  il  suffira  d'y  remplacer  les  dérivées  du  second  ordre 

Djl     D?n,     D?Ç,     ••• 
par  les  différences 

D?Ê-V(*4-bf«p),        D?rj-V(X  +  Da),        D?Ç-V(¥  +  D^), 
/>?./»•  <:/e  résoudre  par  l'apport  à 


£>    n,    'C, 


les  nouvelles  équations  ainsi  obtenues,  en  opérant  comme  si  les  notations 

Dx,     Dr,    Ds,     I), 
désignaient  des  quantités  véritables. 

Applications .  —  Les  équations  qui  représentent  les  mouvements  in 
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Animent  petits  d'un  système  homogène  de  molécules  sont  de  la  forme 

(L  —  D?)Ç  +  Rtî  +QÇ=o, 
R£-f-(M-D2)yj  +  PÇ  =  o, 
QJ  +  P/j     +  (N-D»)Ç  =  o, 

;,  yj,  C  étant  les  déplacements  d'une  molécule  mesurés  parallèlement 
aux  axes  coordonnés,  et  les  lettres 

L,     M,     N,     P,     Q,     R 

désignant  des  fonctions  entières  des  caractéristiques 

D,,     D,,    D,. 

Or  concevons  que  l'on  veuille  intégrer  ces  équations  de  manière  à  véri- 
fier, pour  /  =  o,  les  six  conditions 

par  conséquent,  en  supposant  connues  les  valeurs  initiales  des  dépla- 
cements et  des  vitesses  de  chaque  molécule  suivant  des  directions  pa- 
rallèles aux  axes  des  oc,  y,  z-.  En  appliquant  le  théorème  ci-dessus 
énoncé  à  la  recherche  des  valeurs  générales  de  ç,  r,,  '(,  et  nommant 

£,    -m,     )b,    9,    $,    Si 

ce  «pie  deviennent 

L,     M,     N,     P,     Q,     R 

quand  on  y  remplace 

D.r,     Dr,     D-     par     u,     v,     w, 
on  trouvera 

V  =  (D£3  -  L)(D?-M)(D2-N)  -  P2(D2-  L)  -  Q2(D2-  M)  -  R2(D|  -  N)  -  aPQR, 

s  =  =  ( sl  ■  -  V  (  s2  — 31L')  (*2  -  rc)  -  <£2  ( *2  -  -C)  —  ^2  (  s°-  —  dil)  -  a2  (*2  -  -  -%;  -  -  2  <%a . 

Cela  posé,  soient 

G3 
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la  fonction  principale,  déterminée  par  l'équation  (4),  et 

9,    z,     i|/f         <I>,     X,     Ur 

ce  que  devient  cette  fonction  principale,  quand  on  remplace 

m{x,y,z) 

par  Tune  des  fonctions  initiales 

(f[x,y,z),     x[x,y,z),     $[x>y>z),         ${x,y,z),     X[x,jr,  z),     x¥{x,y,z). 

Pour  intégrer  les  équations  données,  de  manière  à  remplir  toutes  les 
conditions  requises,  il  suffira  de  résoudre  par  rapport  à 

les  équations  présentées  sous  les  formes 

(Df-L)S-Rvi    -QÇ  =V(0-f-D,<p), 

_RHh-(D?-M)/3-PÇ    =  V(X-+-D,yJ, 

-QH-P/5  4-(Df2   _N)Ç  =  V(Y  +  Dnl>), 

en  opérant  comme  si  Dx,  D^,  Dc,  D,  étaient  de  véritables  quantités. 
Alors,  en  posant,  pour  abréger, 

£  =  (Df  -  M)  ( Df  -  N)  -  P2,  p  =  P  (D?  —  L)  -+  <  m , 

itt  =  (D2  -  N)  (Df  -  L)  -  Q2,         ©  =  Q(D2  -  M)  4-  IIP, 
U  =  ( Df  -  L )  (D?  —  M)  -  R-,         U  =  R ( D2  -  N)  +  PO, 

on  trouvera 

g  =  Y)t  (  £cp  4-  Ex  4-  <ù<\>)  4-  (£$  4-  UX  4-  <ÙV), 
•/]  =  D,  (llo  4-  JR*  +  fl<!>)  +  (K$  +  *HX  +  lJ^)> 

ç  =  Dt(e<p  4-  Px  +  tt+)  +  Ie*  +  Px  +  UXF)- 

Telles  sont  effectivement,  sous  leur  forme  la  plus  simple,  les  équa- 
tions des  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  homogène  de 
molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  nui- 
luelle. 

Considérons  maintenant  deux  systèmes  de   molécules   qui   se   pé- 
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nètrent  mutuellement.  Les  équations  de  leurs  mouvements  infiniment 
petits  seront  de  la  forme 

(L  -D2)£+R/]  +  <K  +L,£,  +  R,», -+- Q,Ç,  =o, 
R 4  +  (M    -  Dta)ïj  -f-  PC     +  R,^  -+•  M,yi,  h-  P,Ç,  =  o,      . 

QJ+Pvj  +(N  -D2)Ç  +  Q/^/+P/y3/  +  N,Ç,  =o, 
,LÇ+,R*i  +/QÇ+(L//  -D^+R^  +  Q,^  =o, 
,R£  -f-  ,M-/j  +  ,PÇ  +  R/yç,  H-  (M,  -  D?)»,  +  P„Ç,  =  o, 
,QÇ  +  ,Pii  +lNÇ+O.Çl+P^  +  (N-    -D2)Ç,  =  o, 

';,  y),  'C  ou  c7,  r,(,  '(,  étant  les  déplacements  d'une  molécule  du  premier 
ou  du  second  système  mesurés  parallèlement  aux  axes  coordonnés,  et 
les  lettres 

L,     M,     N,     P,     Q,     R,         L,     M„     ..., 

indiquant  des  fonctions  entières  des  caractéristiques 

D.r,    Dr,    Dc. 

Or  supposons  que  les  coefficients  des  différents  termes  proportionnels 
\\  1),,  1),,  Y),  ou  à  leurs  puissances  soient,  dans  ces  mêmes  fonctions, 
regardés  comme  constants,  ce  qu'on  peut  admettre,  au  moins  dans 
une  première  approximation,  lorsque  chaque  système  de  molécule  est 
homogène,  et  que  le  rayon  de  la  sphère  d'activité  d'une  molécule  est 
très  petit.  Concevons  d'ailleurs  que  l'on  veuille  intégrer  les  six  équa- 
tions données,  dont  chacune  est  du  second  ordre,  de  manière  à  véri- 
fier, pour/  =  o,  les  douze  conditions 


\  =  <o[x,y,z), 

1=  ?,(*»r»*)> 

\),i  =(f)(x,r,  z), 


«  =x[x>r>z)> 

Dm  =  X  [x,r,z), 
Dm,  —  X,(ar, y,  z), 


■Ç  =  'b[x,  r,z), 
\)tt    ,  W(x,y,z), 

DfçJ==yJ(*»r»*)i 


par  conséquent,  en  supposant  connues  les  valeurs  initiales  des  dépla- 
cements et  des  vitesses  de  chaque  molécule,  suivant  des  directions 
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parallèles  aux  axes  des  x,  y,  z.  En  appliquant  le  théorème  ci-dessus 
énoncé  à  la  recherche  des  valeurs  générales  de 

S»  'fl»  £>  Ç/'  "fl/>  £/> 

et  nommant 

■O   on,    ,%,    «,    ^   a,        ^„    on,,    ...,        ...,    ^„,    a, 

ce  que  deviennent 

L,     M,     N,     P,     Q,     R,  L„     M„     ...,  ....     Q„,     \\/r 

quand  on  y  remplace 

Dx,     Dr,     I)3,     par     u,     v,     w, 
on  trouvera 

V=(DÎ-L)(D»-M)(DÎ-N)(D»-L,)(D|-M#)(D*-NJ-...f 
S  =  (,i  -  £)  (,i  _  OÏL)  (,i  -  .)b)  (*«  -  £„)  (ii  -  OltJ  (,i  -  36#) 

Cela  posé,  soient 

U3 


la  fonction  principale  déterminée  par  l'équation  (4),  et 

?»      'h      +»  ?/'      'A'       +/> 

0,    x,    y,      $„    x„    w, 

ce  que  devient  cette  fonction  principale  quand  on  remplace 
par  l'une  des  fonctions  initiales 

?(*»r»s)»   z(*»r»*)»   +  (*>**»*)»      ?,Kr^)>   X/(*>r>2)>    4v(*».r»*)» 

$  x,r,  z),    X(x,r,  z),     vF(.r,j,2),         <\\[x,y,  z),     X;(.r,jr,  ;ï,     V#(*,j,s). 

Pour  intégrer  les  équations  données  de  manière  à  remplir  toutes  les 
conditions  requises,  il  suffira  de  résoudre,  par  rapport  à 


£>       '/},       -,  £,,       VJ,, 


'/« 


OEuvresdeC  —  S.  I,  t.  IV.  "~>4 
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ces  équations  présentées  sous  les  formes 

(Df  -  L)£-  Rn  -QÇ-L;^-  R,-^  -  Q,Ç,  =  V  ($  +  D,<p), 

-  R;  4-  (D;  -  M)-/]  -  PC  — R,l  -  M//,,  -P/S,=V(X  +  Dr/.". 
-QI-P/î  +  (D?  -N)£-CU,-  P^.-N.Ç,  =  V(*F  +  D,<|i), 
_L|-  Ryj-  ,QÉ  -h  (D?-L,)S,-  R^,  -  Q,Ç,  =  V  (*,  +  |>,?,), 

-  (R£ -  M/,  -  ,PÇ  -  R„Ç,+  (  D?  -M,)flj  -  P/yÇ,  =  V  (X,  +  Dr/.,), 
-M-  ?n-  M-QÀ-Kr,^   (D?-NX=VpF,-+-D^,), 


en  opérant  comme  si 


D,,    D7,    D=,     I), 


étaient  de  véritables  quantités.  On  trouvera  de  cette  manière 


:        - 

n  —- 
'Ç   = 

1  = 

t.  = 


C($+D,<p)  +  R(X-!-D,x)+«&(1F+D,<|0  +  ff;(4>,4-n,<p,)  +  R,(X, -4- l>,//i 
U  ((I)  +  Df  ?)  +  i« (X  +  D,z)  +  \)  [XY  +  Vtty)  +  R/ ($,  +  D,<pJ  +  i«,  (X,  +  D,Z/) 
fc($  +  D,<p)  +  |3  (X+D«x)+  R(Y  +  Dfi|0  +  */($i  +  Df?/ 
,C  «[)  +  D,<p)+  ,R(X  +  Doc)-+-,«&(¥+I),i|/) 
U  $  +  D,<p)  -!-/i«(X+  D,7J  +  ,#(^  i-  D^] 
A  «I»  +  iho)  +  ,n  (X-h  Dr/J  +  ,n(Y  -f-  D,  <}/)-+-  *,  (0, 4-  D,<p,) 


R„($,+  D,(p,) 


R„(x,+i>a,) 
«,(x,+d,Xi) 

P,(X,  +  D,jc) 


les  lettres 


«U^ 


1    i 

+  DfJ> 

+  d^ 

4-  D,iL 


c,    i«,    rt,    p,    «l,    R,        £„    i«,,    ...,        ...,    &„,    r, 

indiquant  des  fonctions  entières  des  caractéristiques 

Y)x,     Dv,     D3,     D„ 

et  la  forme  de  ces  nouvelles  fonctions  se  déduisant  immédiatement  de 
celle  des  fonctions  représentées  par 

L,     M,     N,     P,     0,     R,  L„     M„       ..,  ..,     Q,,,     R„. 
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Physique  mathématique.    —  Mémoire  sur  les  mouvements  infiniment  petits 

dont  les  équations  présentent  une  forme  indépendante  de  la  direction  des 

trois  arcs  coordonnés,  supposés  rectangulaires,  ou  seulement  de  deux 

de  ces  a. res. 

C.-R.;  t.  VIII,  p.  g37  (17  juin  i83g). 

Considérations  générales. 

Comme  on  l'a  vu  dans  les  précédents  Mémoires,  les  mouvements  in- 
finiment petits,  d'un  ou  de  plusieurs  systèmes  de  molécules,  peuvent 
être  représentés  par  des  équations  linéaires  aux  différences  partielles 
entre  trois  variables  principales,  savoir,  les  déplacements  d'une  molé- 
cule mesurés  parallèlement  à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  et 
quatre  variables  indépendantes,  savoir,  les  coordonnées  et  le  temps. 
11  y  a  plus  :  dans  ces  équations,  les  coefficients  des  variables  princi- 
pales et  de  leurs  dérivées  deviennent  constants,  lorsque  l'on  considère 
un  système  unique  et  homogène  de  molécules,  ou  bien  encore,  lorsque 
l'on  considère  deux  systèmes  homogènes  de  molécules,  et  que  l'on 
s'arrête  à  une  première  approximation.  Dans  l'un  ou  l'autre  cas,  les 
coefficients  dont  il  s'agit,  et  par  conséquent  la  forme  des  équations 
linéaires  dépendront  en  général,  non  seulement  de  la  nature  du  sys- 
tème ou  des  systèmes  moléculaires,  mais  encore  de  la  direction  des 
axes  coordonnés.  Néanmoins,  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  La  consti- 
tution du  système  ou  des  systèmes  de  molécules  donnés  peut  être 
telle  que  les  coefficients  renfermés  dans  les  équations  des  mouvements 
infiniment  petits  ne  soient  pas  altérés  quand  on  fait  tourner  d'une  ma- 
nière quelconque  les  trois  axes  coordonnés  autour  de  l'origine;  et  alors 
il  est  clair  que  la  propagation  de  ces  mouvements  devra  s'effectuer  en 
tout  sens  suivant  les  mêmes  lois.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
lorsque  le  son  se  propage  dans  un  gaz  ou  dans  un  liquide.  C'est  ce  qui 
arrivera  encore  si,  l'un   des  systèmes  de  molécules  donnés  étant   le 
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fluide  éthéré,  l'autre  système  compose  ce  que  dans  la  théorie  de  la 
lumière  nous  appelons  un  corps  isophane.  Ce  n'est  pas  tout  :  la  consti- 
tution du  système,  ou  des  systèmes  de  molécules  donnés,  peut  être 
telle  que  les  coefficients  renfermés  dans  les  équations  des  mouvements 
infiniment  petits  ne  soient  pas  altérés,  quand,  l'un  des  axes  coordon- 
nés demeurant  fixe,  on  fait  tourner  les  deux  autres  autour  du  premier; 
et  alors  il  est  clair  que  la  propagation  du  mouvement  devra  s'effectuer 
en  tous  sens  suivant  les  mêmes  lois,  non  plus  autour  d'un  point  quel- 
conque, mais  seulement  autour  de  tout  axe  parallèle  à  l'axe  fixe.  C'est 
ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si,  le  premier  système  de  molécules  étant 
le  fluide  éthéré,  l'autre  système  compose  ce  qu'on  nomme  dans  la 
théorie  de  la  lumière  un  cristal  à  un  seul  axe  optique.  Il  est  donc  im- 
portant d'examiner  ce  que  deviendront  les  équations  des  mouvements 
infiniment  petits  d'un  ou  de  deux  systèmes  homogènes  de  molécules, 
quand  elles  acquerront  la  propriété  de  ne  pouvoir  être  altérées,  tandis 
([lie  l'on  fera  tourner  les  trois  axes  coordonnés  autour  de  l'origine, 
ou  bien  encore,  deux  de  ces  axes  autour  du  troisième  supposé  fixe.  J'ai 
déjà  traité  cette  question,  en  considérant  un  seul  système  de  molé- 
cules :  i°  pour  le  cas  où  les  équations  sont  homogènes,  dans  les  Exer- 
cices de  Mathématiques;  2°  pour  le  cas  général,  dans  un  Mémoire  relatif 
à  la  Théorie  de  la  Lumière,  et  lithographie  sous  la  date  d'août  1 836. 
Mais  d'une. part  ce  dernier  Mémoire,  tiré  à  un  petit  nombre  d'exem- 
plaires, est  assez  rare  aujourd'hui,  et  d'ailleurs,  en  réfléchissant  de 
nouveau  sur  la  même  question,  je  suis  parvenu  à  rendre  la  solution 
plus  simple.  J'ai  donc  tout  lieu  d'espérer  que  les  géomètres  accueille- 
ront encore  avec  intérêt  ce  nouveau  Mémoire,  qui  permettra  d'établir 
et  d'exposer  facilement  quelques-unes  des  théories  les  plus  délicates 
de  la  Physique  mathématique. 

Parmi  les  quatre  paragraphes  dont  le  Mémoire  se  compose,  le  pre- 
mier est  consacré  au  développement  de  quelques  théorèmes  relatifs  à 
la  transformation  des  coordonnées  rectangulaires,  le  second  à  la  re- 
cherche des  conditions  nécessaires  pour  qu'une  fonction  de  deux  ou 
de  trois  coordonnées  rectangulaires  reste  indépendante  de  la  direction 
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des  axes  coordonnés;  et  c'est  la  connaissance  de  ces  conditions  qui  me 
conduit,  dans  les  paragraphes  suivants,  à  la  solution  de  ki  question 
ci-dessus  indiquée. 


04. 

Physique  mathématique.  —  Mémoire  sur  la  réflexion  et  la  réfraction  d'un 
mouvement  simple  transmis  d'un  système  de  molécules  à  un  autre,  cha- 
cun de  ces  deux  systèmes  étant  supposé  homogène  et  tellement  constitué 
que  la  propagation  des  mouvements  infiniment  petits  s'y  effectue  en  tous 
sens  suivant  les  mêmes  lois. 

G.  R.,  t.  VIII,  p.  g85  (24  juin  i83g). 

Considérations  générales. 

Après  avoir  montré,  dans  la  dernière  séance,  ce  que  deviennent  les 
équations  des  mouvements  infiniment  petits  d'un  ou  de  deux  systèmes 
de  molécules,  quand  elles  prennent  une  forme  indépendante  de  la  po- 
sition des  axes  coordonnés,  je  me  proposais  de  présenter  à  l'Académie 
les  formules  auxquelles  se  réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  les  inté- 
grales générales  insérées  dans  le  dernier  Compte  rendu.  Mais,  comme 
chacun  peut  aisément  effectuer  cette  réduction  sur  laquelle,  d'ailleurs, 
je  pourrai  revenir  soit  dans  un  autre  Mémoire,  soit  dans  le  nouvel  Ou- 
vrage qui  est  maintenant  sous  presse,  et  qui  a  pour  titre  :  Exercices 
d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,  j'ai  pensé  que,  pour  répondre 
au  désir  des  physiciens  et  des  géomètres,  il  serait  mieux  de  traiter  dès 
à  présent  les  questions  sur  lesquelles  la  lettre  de  M.  Mac-Cullagh  a 
rappelé  leur  attention  lundi  dernier,  et  d'appliquer  les  théories  géné- 
nérales,  exposées  dans  mes  précédents  Mémoires,  à  la  recherche  de 
lois  suivant  lesquelles  un  mouvement  simple,  propagé  dans  un  système 
homogène  de  molécules,  se  trouve  réfléchi  ou  réfracté  par  la  surface  qui 
sépare  ce  premier  système  du  second.  Pour  fixer  les  idées,  je  consi- 


s 
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dère  spécialement  aujourd'hui  le  cas  où  chacun  des  systèmes  donnés 
est  du  nombre  de  ceux  dans  lesquels  les  équations  des  mouvements 
infiniment  petits  prennent  une  forme  indépendante  de  la  direction 
des  axes  coordonnés,  et  dans  lesquels,  en  conséquence,  la  propagation 
du  mouvement  s'effectue  en  tous  sens  suivant  les  mêmes  lois.  Je  sup- 
pose encore  qu'on  peut,  sans  erreur  sensible,  réduire  les  équations 
dont  il  s'agit  à  des  équations  homogènes,  comme  on  le  fait  dans  la 
théorie  de  la  lumière,  lorsqu'on  néglige  la  dispersion.  Enfin,  je  consi- 
dère un  mouvement  simple  dans  lequel  la  densité  reste  invariable.  Cela 
posé,  en  joignant  aux  équations  des  mouvements  infiniment  petits  les 
équations  de  conditions  relatives  à  la  surface  de  séparation  de  deux 
systèmes,  obtenues  par  les  méthodes  exposées  dans  un  précédent  Mé- 
moire, j'établis  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  des  mou- 
vements infiniment  petits.  Ces  lois  sont  de  deux  espèces.  Les  unes, 
indépendantes  de  la  forme  des  équations  de  condition,  ont  été  déjà  dé- 
veloppées dans  un  Mémoire  antérieur  sur  la  réflexion  et  la  réfraction 
de  la  lumière.  Elles  sont  relatives  aux  changements  qu'éprouvent  les 
épaisseurs  des  ondes  planes  et  les  directions  de  leurs  plans,  quand 
on  passe  des  ondes  incidentes  aux  ondes  réfléchies  ou  réfractées.  Les 
autres  lois  dépendent  de  la  forme  des  équations  de  condition,  etse  rap- 
portent aux  changements  que  les  amplitudes  des  vibrations  des  molé- 
cules, et  les  paramètres  angulaires,  propres  à  déterminer  les  positions 
des  plans  qui  terminent  ces  ondes,  éprouvent  en  vertu  de  la  réflexion 
et  de  la  réfraction.  Elles  sont  exprimées  par  des  équations  finies  qui 
renferment,  avec  les  angles  d'incidence  et  de  réfraction,  non  seulement 
les  amplitudes  et  les  paramètres  angulaires  relatifs  à  chaque  espèce 
d'ondes,  mais  encore  deux  constantes  correspondantes  à  chaque  milieu. 
Lorsque  l'on  suppose  ces  équations  finies  applicables  à  la  théorie  de  la 
lumière,  il  suffît  de  réduire  à  l'unité  la  seconde  des  deux  constantes 
dont  nous  venons  de  parler,  et  d'attribuer  à  l'autre  une  valeur  réelle, 
pour  obtenir  les  formules  de  Fresnel  relatives  à  la  réflexion  et  à  la  ré- 
fraction opérées  par  la  première  ou  la  seconde  surface  des  corps  trans- 
parents; et  alors  il  existe  toujours  un  angle  de  polarisation  complète, 
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c'est-à-dire  un  angle  d'incidence  pour  lequel  la  lumière  est  complète- 
ment polarisée  dans  le  plan  de  réflexion.  Lorsqu'en  réduisant  la  seconde 
constante  à  l'unité,  on  attribue  à  la  première  unevaleur  imaginaire,  on 
obtient  les  formules  dont  il  est  question  dans  une  lettre  adressée  de 
Prague  à  M.  Libri,  et  insérée  clans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du 
2  mars  1 836,  formules  dont  plusieurs  ne  diffèrent  pas  au  fond  de  celles 
que  M.  Mac-Cullagh  a  données  dans  un  article  publié  sous  la  date  du 
i(\  octobre  de  la  même  année.  Enfin,  lorsqu'en  supposant  la  première 
constante  réelle  ou  imaginaire,  on  suppose  la  seconde  différente  de 
l'unité,  alors,  en  considérant  les  formules  auxquelles  on  arrive  comme 
applicables  à  la  théorie  de  la  lumière,  on  trouve,  dans  la  réflexion 
opérée  sur  la  surface  d'un  corps  transparent,  une  polarisation  qui  de- 
meure incomplète  sous  tous  les  angles  d'incidence,  comme  l'est  effec- 
tivement la  polarisation  produite  par  le  diamant,  et  l'on  obtient,  pour 
représenter  les  rayons  réfléchis  ou  réfractés  par  un  corps  opaque,  des 
formules  distinctes  de  celles  que  j'avais  trouvées  en  i836.  Des  expé- 
riences faites  avec  beaucoup  de  soin  pourront  seules  nous  apprendre 
si  les  phénomènes,  déjà  représentés  avec  une  assez  grande  précision 
par  les  anciennes  formules,  le  seront  mieux  encore  par  les  autres. 

Un  résultat  de  mon  analyse  qui  parait  digne  d'être  remarqué,  c'est 
que,  dans  le  cas  où  la  polarisation  par  réflexion  devient  complète,  la 
dilatation  du  volume  de  l'éther  en  un  point  donné,  différentiée  deux 
fois  de  suite  par  rapport  au  temps,  offre  une  dérivée  du  second  ordre 
égale  à  zéro,  dans  chacun  des  milieux  que  l'on  considère.  Donc,  si  cette 
dilatation  et  sa  dérivée  de  premier  ordre  s'évanouissent  partout  à  l'ori- 
gine du  mouvement,  excepté  dans  une  très  petite  portion  de  l'espace, 
elles  s'évanouiront  encore  au  bout  d'un  temps  quelconque.  Il  en  résulte1 
aussi  que,  dans  l'éther  considéré  isolément  ou  renfermé  dans  des  mi- 
lieux qui  polarisent  complètement  la  lumière,  les  vibrations  dirigées 
dans  le  sens  des  rayons  lumineux  ont  une  vitesse  de  propagation  nulle. 
On  peut  donc  admettre  que  les  vibrations  de  cette  espèce  ne  se  propa- 
gent pas,  et  demeurent  circonscrites  dans  l'espace  où  elles  ont  pris 
naissance. 
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Quoi  qu'il  en  soil,  la  bienveillance  avec  laquelle  les  géomètres  et  les 
physiciens  ont  accueilli  mes  précédents  Mémoires  m'encourage  à  leur 
présenter  avec  confiance  ce  nouveau  travail,  dans  lequel  se  trouve 
traité,  pour  la  première  fois,  par  des  méthodes  rigoureuses  substituées 
à  des  formules  empiriques  ou  à  des  hypothèses  plus  ou  moins  gratuites, 
le  problème  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  des  mouvements  inlini- 
ment  petits. 

Pour  ne  pas  trop  allonger  ce  Mémoire,  je  me  bornerai  aujourd'hui 
à  donner  une  idée  succincte  de  la  marche  que  j'ai  suivie,  et  à  établir  les 
principales  formules  dont  les  conséquences  seront  développées  dans  un 
prochain  article. 

i;  1er.  -  Équations  des  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  homogène 
de  molécules.  Réduction  de  ces  équations  dans  le  cas  où  elles  deviennent 
indépendantes  de  la  direction  des  axes  coordonnés. 

Pour  obtenir,  sous  la  forme  la  plus  simple,  les  équations  des  mou- 
vements infiniment  petits  d'un  système  homogène  de  molécules,  il  suffit 
de  réduire  à  zéro  les  variables  £,,  r(/,  £,  dans  les  équations  (6)  de  la 
page  8i4  (séance  du  27  mai)  ('),  qui  deviennent  alors 

j  (L  _D,2)£-hR/]  +  <K  =  o, 

(1)  r£  +  (m-d-;)-/}+  pç  =0, 


QÊ  +  P/i  +(N  —  D|)£  =  o. 
Dans  ces  équations 

l,     '1,      'C 

sont  les  trois  déplacements  d'une  molécule,  considérés  comme  fonc- 
tions du  temps  t  et  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  c  ;  tandis  que 

L,     M,     N,     P,     Q,     R 

peuvent  être  censés  représenter  des  fonctions  entières  des  caractéris- 
tiques 

D.r,      D>,      DS. 

Seulement,  dans  le  cas  général,  ces  fonctions  entières,  développées 

(')  Œuvres  de  Ç.  —  S.  I,  t.  IV,  p.  353. 
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suivant  les  puissances  ascendantes  de  D,.,  Dv,  D~,  sont  composées  d'un 
nombre  infini  de  termes. 

Dans  le  cas  où  les  équations  (i)  prennent  une  forme  indépendante 
de  la  direction  des  axes  coordonnés  (voir  l'article  inséré  dans  le  Compte 
rendu  de  la  séance  du  17  juin,  et  aussi  le  Mémoire  sur  la  Théorie  de  lu 
lumière,  lithographie,  sous  la  date  d'août  1 836,  p.  55  et  J9),  on  a 

L  =  E  +  FD|,        M  =  E  +  FI)',        N  =  E  ■+-  FDj . 
P  =  FDrD3,  Q  =  FIX-1),,  \\  =  FDt]), , 

E,  F  désignant  deux  fonctions  entières  du  trinôme 

et  par  suite 

(a)     (l)f-E)t=FD,--j,         (D*-E)7!  =  FDru,         (!>/  --  E)  l  =  FDzv, 

y  désignant,  pour  le  point  (oc,  y,  z),  la  dilatation  du  volume  déterminée 
par  la  formule 

(3)  u=D4  +  Drîj+D«Ç, 

<Ie  laquelle  on  tire,  en  la  combinant  avec  les  équations  (2), 

4)  [Dr2-E-(DlH-D}  +  Dl)F]u  =  o. 

Soient  d'ailleurs 

a,     h,     c 

les  cosinus  des  angles  formés  par  un  axe  fixe,  prolongé  dans  un  certain 
sens,  avec  les  demi-axes  des  x,  v,  z  positives,  et  «  le  déplacement 
d'une  molécule,  mesuré  parallèlement  à  cet  axe.  On  aura 

(5)  «  =  a>  +br,  +  c'Ç, 

et  l'on  tirera  des  formules  (2) 

(G)  (D2  -  E)«  =  (>]).,  4-  èDr  +  cDz)  F  y, 

puis  de  celle-ci,  combinée  avec  la  formule  (4). 

:  (d?  -  E)[Df  -  e  -  (  m  + 1>;  +  «>r  F]*  = o. 


««: 


OEuvresdeC—  S.  1,  t.  IV.  JJ 
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Lorsque  la  dilatation  u  et  sa  dérivée  du  premier  ordre  relative  à  /, 
savoir  D,u,  sont  nulles  à  l'origine  du  mouvement,  elles  sont  toujours 
nulles,  en  vertu  de  la  formule  (4)-  Alors  la  densité  du  système  de  mo- 
lécules donné  reste  invariable  pendant  la  durée  du  mouvement;  et 
c'est  ce  qui  paraît  avoir  lieu  à  l'égard  des  mouvements  infiniment  petits 
de  l'éther  qui,  dans  des  corps  isophanes,  occasionnent  la  sensation  de 
la  lumière.  Alors  aussi  la  formule  (3)  donne 

(8)  D4  +  D7vi  +  D^  =  o, 

et  les  formules  (2)  se  réduisent  à 

(9)  (D?-E)Ê  =  o,         (Df-E)7i  =  o,         (D?--E) 


y 


Lorsque  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  sont  homo- 
gènes, E  devient  proportionnel  à  D*  -+■  D*  -h  D:;,  et  F  se  réduit  à  une 
constante.  On  peut  donc  alors  supposer 

(10)  E=i(D*+Dj.-hD|) 

et 

(m)  F=tf, 

1,  f  désignant  deux  constantes  réelles.  Cela  posé,  les  formules  (2),  (4  ) 

et  (7)  donneront 

/  [D?-«(D«+DJ.  +  D»)]É=  ifD.ru, 

(  1  a )  !  [D?  -  t  ( D*  -+-  D;  4-  D|) j r,  =  1  fl)r v , 

[  [D?-c(D»  +  DJ  +  D»)]Ç=ifD,W; 

(  1 3  )  [D?  -  1  (  1  +  f  )  (  Dl  4-  D£  +  Di  )]  v  =  0, 

(r4)        p)?--((Di4-DJ  +  D»)][DÎ-i(n-f)(DÎ+DJ  +  D;)>  =  o. 


§  IL    —  Equations  symboliques  des  mouvements  infiniment  petits. 

Mouvements  simples. 

Les  équations  (1),  (2),  (3),  (4),  (7),  ...  du  paragraphe  précédent  se 
trouvent  vérifiées,  si  l'on  prend  pour 

£,     -/},     'C,     »,      v 
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les  parties  réelles  de  variables  imaginaires 


propres  à  vérifier  des  équations  de  même  forme.  Ces  nouvelles  variables 
sont  ce  qu'on  peut  appeler  les  déplacements  symboliques,  mesurés  pa- 
rallèlement aux  axes  coordonnés  ou  à  un  axe  lîxe,  et  la  dilatation 
symbolique  au  volume.  Les  nouvelles  équations  dont  il  s'agit  peuvent 
être  pareillement  désignées  sous  le  nom  adéquations  symboliques.  Dans 
le  eas  où  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  deviendront 
indépendantes  de  la  direction  des  axes  coordonnés,  on  aura,  en  vertu 
des  formules  (2)  et  (3)  du  §  1er, 

,)       (Df-E)f=FDxW,         (D?--E)*==FDrU,         (D?  —  E)Ç  =  FDzu; 

la  valeur  de  u  étant 

2)  j  =  i)4  +  D^  +  i):r 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,'  (D2-E)  |=  n).,(l).,:-:-  D^+DsÇ), 

3)  <    (D2  -  E)Â  =  FD,(D.4  +  D/n  +  D,Ç), 

'  (D2  -  E)  Ç  =  FD5  (D.4  +  D/^J  +  D*S). 

Un  moyen  fort  simple  d'obtenir  un  système  d'intégrales  particulières 
des  équations  (3)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  équations  (1)  et  (  2), 
est  de  supposer 

(4)  \=  A.eux+K?'-i-»'z—st,         ■fi  =  Beux+,'J'-^iVZ—st,         Ç  =  Ce«*-Hy     «'-—*< 
et,  par  suite, 

(5)  û==  (MA+fB+cvC)«"-r+'-r+^-^ 

//,  r,  îv,  .v,  A,  B,  C  étant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires,  propres 
à  vérifier  les  formules 


6]  <   [j2-£]B=?i'(«A  +  cB  +  (vC), 


f^_£ 


C  =  §w[uh  -f-  i'B-h  wC), 
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dans  lesquelles 

4 

représentent  ce  que  deviennent 

E,     E 

quand  on  y  remplace  les  lettres  caractéristiques 

D,,    D},    \):,     \)t 
par  les  coefficients 

//,       <',       IV,      s. 

D'ailleurs  on  pourra  toujours  supposer  que,  dans   les  formules  (4), 

la  partie  imaginaire  de  la  constante  s  est  le  produit  de  y--  i  par  une 
quantité  positive. 

En  posant,  pour  abréger, 

(7)  U2  4-  V2  -+-  CV2  =  /f2, 

on  tire  des  équations  (G),  respectivement  multipliées  par  u,  e,  w,  puis 
combinées  entre  elles  par  voie  d'addition, 

(8)  (aa— C  —  ^/r2)  («A  +  i'I5  +  ivC)  =0; 

et,  à  l'aide  de  cette  dernière  formule,  on  reconnaît  facilement  que, 
pour  satisfaire  aux  équations  (6),  on  devra  supposer,  ou 

•  I  s-  =  C,         «A+fB  +  (vC  =  o, 

ou 

(10)  s"-=£  +  3k*-,       -=-  =  -■ 

U  V  W 

On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  observant  que,  si  l'on  nomme 

a,     b,     c 

les  cosinus  des  angles  formés  par  un  axe  fixe  avec  les  demi -axes 
des  r,  y,  z  positives,  a  Le  déplacement  mesuré  parallèlement  à  cet  axe, 
étale  déplacement  symbolique  correspondant,  on  aura,  en  vertu  des 
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formules  (5),  (7)  du  §  I, 

(11)  «  =  al  h-  />y;  4-  cÇ, 

(12)  (Dfa  -  E)  [Bf  -  E  -  (1);.  -h  D*  +  D*  )  E]«  =  o, 

et  que  de  ces  dernières,  combinées  avec  les  formules  (4),  on  tirera 

(l3)  (,2_£)(,2_£_£/f2)  =  0. 

Le  système  d'intégrales  particulières  des  équations  (3),  représenté 
par  les  équations  (4)  jointes  aux  formules  (9)  ou  (10),  est  ce  que  nous 
appelons  un  système  d'intégrales  simples;  et  le  mouvement  représenté 
par  ces  intégrales  simples  est  un  mouvement  simple.  Dans  un  semblable 
mouvement,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(i4)  aA-fôB-+-cC  =  0, 

la  valeur  de  a  déterminée  par  la  formule  (i  1)  sera 

(i5)  *  =  0el,x+vï+wz-st. 

(delà  posé,  soient 


1 6  )       u  =  U  -+-  u  \J —  j  ,         v  =  Vh-v\/-i,         iv  =  W  +  w  ^/—  1 , 


(17)  s=S-f-sy/—  i> 

(18)  0  =  hewv/-i, 

u,  v,  w,  s,  U,  V,  W,  S,  h,  cj  désignant  des  constantes  réelles,  parmi 

lesquelles 

s,     h 

peuvent  être  censées  positives,  et  prenons  encore 


(19)  k  =  v u-  +  va  +  w-,  K  =  y/U2  +  V2  4-  W2, 

(  20  )  kt,  =  uj:  +V/+W2,         K n  f=  U x  4-  V/  -+-  W  s . 

Les  valeurs  numériques  de 

l,      n 

exprimeront  les  distances  d'une  molécule  aux  deux  plans  invariables. 
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représentés  par  les  équations 

>.  ]  )  l  X   -\-   \f  +    V2=  O, 

Ux  +  V/-+-  Wz  =  o, 
et  la  formule  (i4)  donnera 

|)iiis  on  en  conclura 

[a4)  «^heKu     s'cos(kt  —  s/ -f-ro). 

En  vertu  de  cette  dernière  formule,  le  déplacement  a  s'évanouit  :  i°  pour 
une  molécule  donnée,  à  des  instants  séparés  les  uns  des  autres  par 
des  intervalles  dont  le  double 

2  )  I    =  

S 

est  la  durée  d'une  vibration  moléculaire;  2°  à  un  instant  donné,  pour 
toutes  les  molécules  comprises  dans  des  plans  équidistants,  parallèles 
au  plan  invariable  que  représente  l'équation  (21)  et  séparés  les  uns 
des  autres  par  des  intervalles  dont  le  double 

.:;  i  =  ™ 

csl  la  longueur  d'une  ondulation  ou  l'épaisseur  d'une  onde  plane.  L'ex- 
ponentielle 

Ku  — Sf 

représente  le  module  du  mouvement  simple, 

lv,     S 

étant  les  coefficients  d'extinction  relatifs  à  l'espace  et  au  temps;  r->  dé- 
signe le  paramètre  angulaire  relatif  à  l'axe  fixe  que  l'on  considère, 


lie 


Kr  —  Se 


EXTRAIT  N°  oï.  Ï3U 

la  demi-amplitude  des  vibrations  relatives  au  même  axe,  el 

h 

la  valeur  initiale  de  cette  demi-amplitude  en  chaque  point  du  pian 
invariable  représenté  par  l'équation  (22).  Enfin  la  vitesse  de  propaga- 
tion &  des  ondes  planes  est  déterminée  par  la  formule 

s        I 

1-/J  — k  — T 

Dans  un  mouvement  simple,   déterminé  par  le   système   des  for- 
mules (4)  et  (9),  l'équation  (5)  donne 

(28)  v  =  o, 
par  conséquent 

(29)  V  =  0. 

Donc,  dans  un  semblable  mouvement,  la  dilatation  du  volume  esl 
nulle,  ou,  en  d'autres  termes,  la  densité  demeure  constante.  Tels  pa- 
raissent être,  dans  les  corps  isophanes,  les  mouvements  de  l'éther  qui 
donnent  naissance  aux  phénomènes  lumineux. 

De  la  seconde  des  formules  (9)  ou  (10)  jointe  aux  formules  (4)  on 
tire 

(30)  M^  +  cyi  +  ivÇ^o, 

ou 

1  r>    \  l        ri  'C, 

U  V  IV 

D'ailleurs  la  formule  (5o)  ou  (3i)  entraine  la  suivante 

(3?.)  u\  +  vn  +  w'C  =  o, 

ou 

(33)  £  =  *=*, 

U  V  w 

i°  lors<|ue  les  coefficients  u,  c,  w  sont  réels;  20  lorsque  ces  coefficients 
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n'offrent  pas  de  parties  réelles.  Dans  le  premier  cas,  les  formules  (3:>) 
et  (  33)  donneront 

(34)  L^  +  V'/i+W^o, 


on 

35 


U    "  V"  W1 


dans  le  second  cas  elles  donneront 

(36)  i :\  4-  \r,  +  yf'Ç  =  o, 

ou 

3-  !  =  *  =  *. 

IV  w 

En  conséquence  les  vibrations  moléculaires,  représentées  par  les  équa- 
tions (4)  jointes  aux  formules  (9)  ou  (10),  seront,  dans  le  premier  cas, 
parallèles  ou  perpendiculaires  au  plan  invariable  représenté  par  l'équa- 
tion (22),  et  dans  le  second  cas  parallèles  ou  perpendiculaires  au  plan 
invariable  représenté  par  l'équation  (21). 

Si  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  deviennent  homo- 
gènes, on  aura,  en  vertu  des  formules  (10),  (ri)  du  §  I, 

(38)  £  =  ik-,        ff  =  d, 

1,  f  désignant  des  constantes  réelles,  et  par  conséquent  les  valeurs  de 
s-  que  fournissent  les  équations  (9),  (10)  deviendront 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(4o)  *2=£(«3:+ea+CV*)f  S2=l{l  4-f)  («2+i'2-t-(V2). 

s,  III.  —  Sur  les  perturbations  qu  éprouvent  les  mouvements  simples,  lorsque 
les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  sont  altérées  dans  le  voisi- 
nage d'une  surface  plane. 

Concevons  que,  les  molécules  qui  composent  le  système  donné  étant 
toutes  situées  d'un  même  côté  d'un  plan  fixe,  la  constitution  du  sys- 
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tème,  et  par  suite  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits 
se  trouvent  altérées  dans  le  voisinage  de  ce  plan.  Supposons,  par 
exemple,  que,  toutes  les  molécules  étant  situées  du  côté  des  x  positives, 
les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  conservent  constam- 
ment la  même  forme  pour  des  valeurs  de  a?  positives  et  sensiblement 
différentes  de  zéro,  mais  que,  dans  le  voisinage  du  plan  des  r,  z,  ces 
équations  changent  de  forme  sans  cesser  d'être  linéaires,  et  de  telle 
sorte  que  les  coefficients  des  variables  principales 

et  de  leurs  dérivées,  devenus  fonctions  de  la  coordonnée  x,  varient 
très  rapidement  avec  elle  entre  les  limites  très  rapprochées 

X  =  O,  X  =  £. 

Supposons  d'ailleurs  que,  dans  ces  mêmes  équations  transformées 
d'abord  en  équations  différentielles  par  la  méthode  développée  dans  un 
précédent  Mémoire,  puis  ramenées  au  premier  ordre  et  résolues  par 
rapport  à 

dx       dy 

les  produits  des  coefficients,  ou  plutôt  des  variations,  par  la  distance  e, 
restent  très  petits.  Alors  un  ou  plusieurs  mouvements  simples,  pro- 
pagés séparément  ou  simultanément  dans  le  système  donné,  éprouve- 
ront, dans  le  voisinage  du  plan  fixe  des  y,  z,  des  perturbations  en  vertu 
desquelles  les  valeurs  des  déplacements  effectifs 

l    n,    K 

et  par  suite  des  déplacements  symboliques 

se  trouveront  altérées  pour  de  très  petites  valeurs  positives  de  x;  mais, 
à  l'aide  des  principes  établis  dans  le  Mémoire  dont  il  s'agit,  on  prou- 
vera que  les  valeurs  altérées  et  les  valeurs  non  altérées  sont  liées 
entre  elles  par  certaines  équations  de  condition  qui  subsistent  dans  le 

OEuvrcsde  C.  —  S.  I.  t.  IV.  56 
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voisinage  du  plan  fixe,  et  spécialement  pour  une  valeur  nulle  de  la 
coordonnée  x.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  cas  où,  avant  d'être  altérées,  les 
équations  des  mouvements  infiniment  petits  sont  homogènes  et  indé- 
pendantes de  la  direction  des  axes  coordonnés.  Alors  les  équations 
symboliques  de  ces  mouvements,  c'est-à-dire  les  équations  (3)  du  §  II, 
seront,  pour  des  valeurs  de  x  positives  et  sensiblement  différentes  de 
zéro,  déterminées  par  des  équations  de  la  forme 

[D?-i(D1+D»  +  D*)]I  =  i  f  IMD.cS +  1)^+1)^), 

[ Bf  -  i  (  D*  +  D*  -+-  Dl  )] 7n  =  i  f  l)y  (  Djcl  +  D r7n  -4-  D, Ç), 
[  [D,2-J(Dl+D2+Dl)]Ç  =  JfD^(Dj;|4-D/^  +  D^). 

Alors  aussi  les  déplacements  symboliques,  correspondants  à  un  mou- 
vement simple,  seront,  pour  des  valeurs  de  x  positives  et  sensiblement 
différentes  de  zéro,  déterminés  par  des  équations  de  la  forme 

(l)         f  = z  ^gH^  +  ir  +  WZ  —  SC  ~  __  J^çttJC  +  V) --t-wz— se  y  _  £ellZ  +  t>X  +  iVZ  —  st> 

les  constantes 

ti,    v,     w,    s,    A,     IJ,    C 

étant  assujetties  à  vérifier  l'un  des  deux  systèmes  d'équations 

(3)  s°-=i(u2-hv*-hw-2),         uA.  +  vB-hivC  =  o, 

<$)  *î=t(i  +  f)(«»+i;3+iv»î,  -=-=-, 

V  II  V  W 

dans  lesquels-.,  f  représentent  deux  quantités  réelles.  Le  mouvement 
simple  dont  il  s'agit  sera  du  nombre  de  ceux  qui  ne  s'éteignent  point 
en  se  propageant,  si  les  coefficients  d'extinction  relatifs  à  l'espace  et 
au  temps  s'évanouissent,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  les  coeffi- 
cients 

II,      V,      w,      s 

des  variables  indépendantes  dans  l'exponentielle 

ux  -f-  vy  -+■  wz  —se 
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n'offrent  pas  de  parties  réelles,  par  conséquent,  si  l'on  a 


(  5  )  U  =  U  \J—  I ,  V  =  V  y/  —  I ,  (V  =  W^-l, 


S  =  Sy  —  I 


u,  v,  \v,  s  étant  des  quantités  réelles.  Le  même  mouvement  simple 
sera  du  nombre  de  ceux  dans  lesquels  la  densité  de  l'éther  reste  inva- 
riable, si  les  valeurs  précédentes  de 

u,    v,    w,    s 

vérifient  la  première  des  équations  (3),  réduite  à 

(6)  s2=t(u2+v2  +  w2), 

ce  qui  suppose  la  constante  t  positive.  C'est  ce  qui  aura  lieu,  par 
exemple,  si,  en  posant  pour  abréger 


(  7  )  k  =  y  c2  -h  v2  +  w2,         <>  =  v't, 

on  prend 

(8)  s  =  ûk. 

Alors  le  mouvement  simple  sera  représenté  par  le  système  des  équa- 
tions 

!|  _  ^e{vr-t-\y-h\yz— sOv//— ' 
£    _   Qe(vx-h\'J--{-WZ— S^V'—  ' 

jointes  à  la  formule  (8)  et  à  la  seconde  des  formules  (3),  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  à  la  suivante  : 

(io)  iA+vB  +  wC  =  o. 
Si  d'ailleurs  on  pose 

(ii)  u  x  -t-  v  y  -+-  w  z  =  k  t 
et 
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a,  b,  c  désignant  des  quantités  positives,  et  1,  [/.,  v  des  ares  réels,  les 
formules  (9)  deviendront 

(,3)      I  =  a^1-^^^,        y  —  be^-"^^-"1,        \  =  c  «(**-•'+»  Jv^, 

et  l'on  en  conclura 

(i4)   £  =  acos(kv—  st  +  ?.),     /3=bcos(kï-  — s/-+-/ji),     Ç  =  cços(kv  —  st  +  v). 

Soient  maintenant 


(i5) 

9> 

ôx  =  *> 

et 

(16) 

dx 

?» 

<h       - 
dx  ~  X' 

dl       T 

et  nommons 

un»      '/;,),       £01      9o,      '/ju       '\>o, 
OU 

Ho,     ïjo»     £0»     90,     /o»     ^0, 

ce  que  deviennent,  pour  zéro,  les  valeurs  des  variables  principales 

Ë»     *?,     Si     ?»     x,     ^ 
ou 

I»     fli     Çf     9      '/»     +1 

déterminées  par  le  système  des  formules  (i4)  et  (i5),  ou  (i3)  et  (16), 
quand  on  commence  par  modifier  ces  valeurs  de  manière  qu'elles  véri- 
fient, non  plus  les  équations  (1),  mais  ces  équations  altérées  par  la  va- 
riation que  subissent  les  coefficients  des  variables  principales  et  de  leurs 
dérivées  dans  le  voisinage  du  plan  des  y,  z.  En  vertu  des  principes  éta- 
blis dans  le  Mémoire  ci-dessus  mentionné,  les  différences 


£n,  V3--7JO»  Ç  —  Ço,  9—9,,,  X~  XO»  ^  ~  4* 


/» 


vérifieront  certaines  équations  de  condition,  et,  pour  obtenir  celles-ci, 
on  devra  d'abord  chercher  les  divers  systèmes  d'intégrales  simples  que 
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peuvent  représenter  les  équations  (2),  jointes  aux  formules  (3)  ou  (4), 
quand  on  y  regarde  les  coefficients 

v,    w,    s 

comme  invariables,  et  devant  acquérir,  dans  chaque  système  d'inté- 
grales simples,  les  valeurs  fournies  par  les  trois  dernières  des  équa- 
tions (5).  Or,  dans  cette  hypothèse,  on  tirera  des  équations  (3)  ou  (4)» 
jointes  à  la  formule  (G)  et  à  la  première  des  formules  (7), 

(17)  u-  =  —v^,        «A  +  (vB  +  wC)\Pi  =  o 

ou 

,0,  k2  A  B  C 

(l8)  «2=V2H-W2-  _, 


1-1-1'  u 


v  y/—  1         \v  v'  — 


I!  en  résulte  que,  dans  un  mouvement  simple  correspondant  aux  va- 
leurs imaginaires  données  de  ç,  w,  s,  le  coefficient  //  peut  acquérir 
quatre  valeurs  distinctes,  puisqu'on  peut  satisfaire  à  la  première  des 
équations  (17),  en  prenant  non  seulement 

(19)  U  =  V\/—l, 

mais  encore 


(■20)  U  =  —  Uy/ —  I  , 

puis  à  la  première  des  équations  (18),  en  prenant 


(21)    u  =  ~.  (-^-„-  y«--\\A~s/-i  ou  u=-  l—f-  v--  w-)    \f~ 


si  l'on  a 

l«)  _àL>V2+W2j 

et  en  prenant  au  contraire 


1 

V2  +  W2  _   _M_  \  OU  U=-    (  V"  +   W  -  "      j-^-.  ) 
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si  l'on  a 

(24)  v2+Ny2>7^T 

Observons  à  présent  que,  si  la  formule  (22)  se  vérifie,  aucune  des 

quatre  valeurs  de  //  n'offrira  de  partie  réelle,  et  qu'en  conséquence  au- 
cune d'elles  n'offrira  de  partie  réelle  négative  ou,  en  d'autres  termes, 
inférieure  à  celle  de 


u  =  1 V—  1 


Donc  alors,  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  Mémoire  ci-dessus 
rappelé,  les  valeurs  de 


H,    •/!,    g,    9,    z>    <h 


relatives  au  mouvement  simple  qui  correspond  à  la  valeur  précédente 
de  //,  vérifieront,  pour  a?  =  o,  les  équations  de  condition 

2"))     !  =  Ço>         *3  =vîo>         g=go,         9  =  ?o,         je  —  X«>         ^  =  ^o- 

Si  au  contraire  la  formule  (24)  se  vérifie,  alors  des  quatre  valeurs  de  m, 
celle  que  détermine  la  seconde  des  équations  (23)  offrira  seule  une 
partie  réelle  négative.  Donc  alors  les  valeurs  deË,  y),  ...  relatives  au 
mouvement  simple  dont  il  s'agit  vérifieront,  pour  ce  =  o,  les  équa- 
tions de  condition  que  l'on  obtiendra  en  supposant,  dans  la  formule 

l  —  \o  _  -ri  —  y}o  _  g  —  g0  _  y  —  yQ  _  y,  —  /o  _  ^—  ^0 
A  B  C  «A  eB  «-C     ' 

les  constantes 

«,     e,     tv,     A,     B,     C 

choisies  de  manière  que  l'on  ait 

, a  B  C 


"       v  y/—  1       w  v'—  ' 
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la  valeur  de  f)  étant 

(26)  V~  (v2   -w2 


on  aura,  dans  ce  cas,  pour  x  =  o, 

X  —  ço  __  ^  —  '//o  _  g  —  £o  .  _  9  —  ?q  _       y.  —  /<>     _     4*  ~~  4o 

—  tD         vy/^T        wy/^i  l)-  —wvy/ZTY        —  tOwy/ 


2 


7 


V  — . 


55. 

C.  R.,  t.  IX,  p.  1  (ic'  juillet  i83g).  —  (Suite.  ) 

Fin  du  §  III.   [loir  la  séance  du  24  juin.) 

Avant  d'aller  pins  loin,  cherchons  à  reconnaître  d'une  manière  pré- 
cise dans  quels  cas  subsistent  les  diverses  formules  ci-dessus  établies. 

Pour  y  parvenir,   nous  remarquerons  d'abord  que  les  diverses  puis- 
sances des  caractéristiques 

D.c     l)v,     D, 

renfermées  dans  les  équations  symboliques  des  mouvements  infiniment 
petits  se  transforment  en  puissances,  de  mêmes  degrés,  des  coeffi- 
cients 

II,       V,      w, 

quand  on  suppose  ces  mouvements  infiniment  petits  réduits  à  des  mou- 
vements simples,  c'est-à-dire  quand  on  suppose  les  déplacements  sym- 
boliques proportionnels  à  une  seule  exponentielle  de  la  forme 

ux-\-vy-i-svz—s( 

Alors  les  fonctions  de  Dx,  Dr,  D-,  représentées  par 

L,     M,     N,     P,     Q,     R 
dans  les  équations  (1)  du  §  Ier,  se  transforment  en  des  fonctions  de  //. 
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v,  w,  désignées  par 

dans  les  précédents  Mémoires.  Dans  cette  hypothèse,  réduire,  comme 
nous  l'avons  fait,  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  à  des 
équations  du  second  ordre  ou,  en  d'autres  termes,  réduire 

L,     M,     N,     P,     (),     R 

à  des  fonctions  qui  soient  du  second  degré  par  rapport  au  système  des 
caractéristiques  Dx,  DJt  D5,  c'est  évidemment  réduire 

£,    on,    x,    «,    ^,    a 

ii  des  fonctions  qui  soient  du  second  degré  par  rapport  au  système  des 
coefficients  u,  v,  w.  D'ailleurs,  comme  on  l'a  vu  dans  le  Mémoire  sur 
les  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  de  molécules,  si   l'on 

nomme 

x,     y\     z 

les  coordonnées  d'une  molécule  m  du  système  donné,  et 

X-hX,  y  -+-J,  2  -r-  Z 

les  coordonnées  d'une  autre  molécule  m,  les  valeurs  de 

seront  représentées  par  des  sommes  de  termes  correspondants  aux  di- 
verses molécules  m  voisines  de  m,  et  dont  chacun,  considéré  comme 
fonction  de  u,  e,  w,  sera  proportionnel  à  la  différence 

eux-i-i>y-hivz  _  j 

mais  s'évanouira  sensiblement  hors  de  la  sphère  d'activité  de  la  molé- 
cule m.  Donc,  réduire  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits 
au  second  ordre,  c'est  négliger  dans  le  développement  de  cette  diffé- 
rence, c'est-à-dire  dans  la  somme 

f ux  h-  v y  -+-  wzX-        [ux  -+-  vy  -+■  u>z)3 
u  x  -4-  t'y  -+-  <«'  z  -+-  ■ + ~z H i 

J  1.2  I  .  -i .  3 
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les  puissances  du  trinôme 

d'un  degré  supérieur  au  second.  Or  il  sera  généralement  permis  de  né- 
gliger ces  puissances,  au  moins  dans  une  première  approximation,  si 

le  module  du  trinôme 

KX  +  cy  +  wz 

reste  très  petit  pour  tous  les  points  situés  dans  l'intérieur  de  la  sphère 
d'activité  sensible  d'une  molécule;  et  cette  dernière  condition  sera 
remplie  elle-même,  si  le  rayon  de  la  sphère  dont  il  s'agit  est  très  petit, 
par  rapport  aux  longueurs  d'ondulations  mesurées  dans  un  mouvement 
simple  qui  ne  s'éteigne  pas  en  se  propageant.  En  effet,  dans  un  sem- 
blable mouvement,  //,  v,  w  seront  de  la  forme 


u  =  L  y/—  I  ,  v  =  v  \j—  I  ,  w  =  \v  \J—  I  , 

i ,  v,  w  désignant  des  constantes  réelles;  et  le  plan  d'une  onde,  paral- 
lèle au  plan  invariable  représenté  par  l'équation 

V  X  +TJ+WZ=0, 

formera,  avec  les  demi-axes  des  coordonnées  positives,  des  angles  dont 
les  cosinus  seront  respectivement  proportionnels  à 

u,    v,     w, 

tandis  que  l'épaisseur  d'une  onde  sera  représentée  par 


■==V" 


la  valeur  de  k  étant 


k  =  yu- -h  v--+-  w-. 


D'autre  part,  si  l'on  nomme  /'  le  rayon  vecteur  mené  de  la  molécule  m 
à  la  molécule  m,  et  à  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  /•  avec  la  per- 
pendiculaire au  plan  d'une  onde,  on  aura 


f=^+y2+^ 


/ 


ix  +  v\  +  wz=  krcosô  =  it.  r  cos<3; 

1 
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et  il  est  clair  que  le  produit 


r 

27T  j  COSO 


deviendra  très  petit  en  même  temps  que  le  rapport 


Donc  le  module  du  trinôme 

ux  -+-  l'y  -+-  u>z, 

représenté  dans  le  mouvement  simple  que  l'on  considère  par  la  valeur 
numérique  de  la  somme 

ux  -+-  vy  +  wz  =  -2  7T  r  cosâ, 

restera  très  petit,  si  le  rayon  vecteur  /•,  supposé  inférieur  ou  égal  au 
rayon  de  la  sphère  d'activité  sensible  d'une  molécule,  est  très  petit  par 
rapport  à  la  longueur  d'une  ondulation. 

Lorsque  la  condition  ici  énoncée  sera  remplie,  et  qu'en  conséquence 
les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  pourront  être,  sans  er- 
reur sensible,  réduites  à  des  équations  du  second  ordre,  ces  dernières 
renfermeront  généralement  des  termes  du  premier  ordre  et  des  termes 
du  second  ordre.  Il  semblerait  au  premier  abord  que  ceux-ci  devraient 
encore  être  considérés  comme  très  petits  par  rapport  aux  autres.  Mais 
on  doit  observer  que  les  coefficients  des  dérivées  du  premier  ordre  se- 
ront des  sommes  composées  de  parties,  les  unes  positives,  les  autres 
négatives,  et  qui,  dans  beaucoup  de  cas,  se  détruiront  réciproquement. 
C'est  ce  qui  arrive,  en  particulier,  quand  le  système  de  molécules  est 
constitué  de  telle  manière  que  la  propagation  du  mouvement  s'effectue 
en  tous  sens  suivant  les  mêmes  lois.  Il  en  résulte  que,  loin  de  négliger 
les  termes  du  second  ordre  vis-à-vis  des  termes  du  premier  ordre,  on 
devra  plus  généralement  négliger  ceux-ci  vis-à-vis  des  termes  du  second 
ordre,  ce  qui  suffira  pour  rendre  homogènes  les  équations  du  second 
ordre  auxquelles  on  sera  parvenu. 


EXTRAIT  N°  55.  451 

Considérons  maintenant  en  particulier  les  conditions  relatives  aux 
points  situés  dans  le  plan  fixe  des  y,  z.  D'après  ce  qu'on  a  dit,  ces 
conditions  supposent  qu'on  obtient  des  produits  très  petits  en  multi- 
pliant la  constante  s,  c'est-à-dire  la  distance  au  plan  fixe,  en  deçà  de 
laquelle  les  perturbations  des  mouvements  infiniment  petits  devien- 
nent sensibles,  par  certains  coefficients  renfermés  dans  ces  mêmes 
équations.  D'ailleurs,  en  vertu  des  principes  développés  dans  le  Mé- 
moire qui  a  pour  titre  :  Méthode  générale  propre  à  fournir  les  équations 
de  conditions  relatives  aux  limites  des  corps,  les  coefficients  dont  il  s'agit 
seront  généralement  ceux  par  lesquels  se  trouveront  multipliées  les 
variables  principales 

£>    ^    ?»    ?>    x>    ty 

dans  les  équations  symboliques  des  mouvements  infiniment  petits, 
transformées  d'abord  en  équations  différentielles  par  la  substitution 

des  constantes 

v,     <r,     s 

aux  caractéristiques 

Dr,    D„     \h, 

puis  ramenées  au  premier  ordre  par  l'adjonction  des  variables  princi- 
pales <?,  y,  $  aux  variables  principales  ç,  r,,  '(,  et  résolues  par  rap- 
port à 

d\        d-ri        dÇ  ^9        ôy        d<fy 

Ox        ôx        dx  dx        dx        ôx 

Mais  il  est  important  d'observer  que,  si,  dans  un  mouvement  simple, 
l'épaisseur  1  des  ondes  planes  devient  très  petite,  les  constantes 


offriront  de  très  grands  modules  comparables  à  la  quantité 
Alors  les  dérivées 
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seront  elles-mêmes  comparables  aux  produits 

kl,     k«,     kÇ; 

et  comme,  dans  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits,  ré- 
duites à  des  équations  homogènes  du  second  ordre,  puis  transformées 
en  équations  différentielles,  les  divers  termes  resteront  tous  compa- 
rables les  uns  aux  autres,  les  coefficients  qui,  multipliés  par  s,  devront 
fournir  des  produits  très  petits,  seront,  dans  les  valeurs  de 

dy       <)■/        <)■]) 
dx       dx       Ox 

exprimées  en  fonctions  linéaires  de 


■H,      'C,          9,      /., 

* 

les  coefficients  de 

«p.    x.    + 

ou  ceux  de 

kl,     kÂ,     kÇ. 

On  peut  ajouter  que  les  coefficients  de  9  dans  la  valeur  de  -p-  de  / 

dans  la  valeur  de  -y,  •  •  • ,  auront,  dans  le  mouvement  troublé,  des  va- 
leurs comparables  à  celles  qu'ils  acquièrent  dans  le  mouvement  simple 
et  non  troublé,  c'est-à-dire  au  coefficient  u,  par  conséquent  à  la  con- 
stante k.  Donc,  en  définitive,  pour  que  la  valeur  de  la  distance  a  per- 
mette aux  conditions  relatives  à  la  surface  de  subsister,  il  suffira  que 
le  produit 

k  £  =  2  7T   -7 

reste  très  petit,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  distance  t  soit  très  pe- 
tite relativement  à  la  longueur  d'une  ondulation. 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  les  formules  (2))  ou  (27) 
subsisteront,  pour  a?  = o,  dans  les  circonstances  que  nous  avons  in- 
diquées, si  les  variables 

l,     7n,     l 
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représentent  les  déplacements  symboliques  relatifs  à  un  mouvement 
simple  pour  lequel  on  aurait 


u  =  u  \f —  1  . 

11  y  a  plus  :  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  Mémoire  déjà  cité, 
on  arrivera  encore  aux  formules  (2.3)  ou  (27),  si  les  variables 

1,     7n,    l 

représentent  les  déplacements  symboliques  relatifs  à  un  mouvement 
simple  pour  lequel  on  aurait 

ou  même  les  déplacements  symboliques  relatifs  à  un  mouvement  ré- 
sultant de  la  superposition  de  deux  mouvements  simples,  pour  l'un 

desquels  on  aurait 

u  =  u  y  '  —  1 , 

tandis  qu'on  aurait  pour  l'autre 

u  =  —  u  y/  —  1 . 

Cela  posé,  on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Considérons  un  système  homogène  de  molécules  situé,  par 
rapport  au  plan  des  y,  z,  du  côté  des  x  positives,  et  pour  lequel  les  équa- 
tions des  mouvements  infiniment  petits,  indépendantes  de  la  direction  des 
axes  coordonnés,  puissent  se  réduire,  sans  erreur  sensible,  èi  des  équations 
homogènes  du  second  ordre,  par  conséquent  au  r  formules  (1).  Supposons 
en  outre,  que,  dans  le  voisinage  du  plan  des  y,  z,  et  entre  les  limites  très 
rapprochées 

ces  équations  changent  déforme,  les  coefficients  des  déplacements  effectifs 
ou  des  déplacements  symboliques  et  de  leurs  dérivées  devenant  alors  jonc- 
tions de  la  coordonnée  x.  Nommons 

les  dér  w  '  ées  pren  1  ièi  'es  de 

l,     7n,    l 
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relatives  a  x,  et 

cj),     vjoj     Coj         9°'     Z°>     V" 

ce  ^we  deviennent,  pour  x  =  o,  /e.y  valeurs  de 

If       "",       Sf  ?»       Z>       <h 

correspondantes  à  un  mouvement  infiniment  petit ,  propagé  dans  le  système 
de  molécules  donné,  quand  on  a  égard  aux  perturbations  de  ce  mouvement 
indiquées  par  l'altération  des  équations  (i)  dans  le  voisinage  du  plan  des 
y,  z.  Enfin,  supposons  que  le  mouvement  dont  il  s'agit  soit  un  mouvement 
simple  qui  ne  s'éteigne  point  en  se  propageant ,  ou  bien  encore  qu'il  résulte 
de  la  superposition  de  deux  mouvements  simples  de  cette  espèce,  corres- 
pondants aux  mêmes  valeurs  imaginaires  des  coefficients 

v,     w,    s, 

mais  à  des  valeurs  imaginaires  de  u,  qui,  étant  égales  au  signe  près,  se 
trouvent  affectées  de  signes  contraires.  Si  d'ailleurs  la  distance  z  est  très 
petite  relativement  à  la  longueur  d  une  ondulation ,  les  valeurs  de 

h     v>     'C>        ?»     Z>     ^> 

calculées  comme  si  le  mouvement  simple  n  éprouvait  aucune  perturbation 
dans  le  voisinage  du  plan  des  y,  z,  vérifieront ,  pour  a?  =  o,  les  conditions 
(25)  ou  (27),  savoir,  les  conditions 

l  =  lo,  fl  =  ïi0,  Ç  =  'o,  ?  =  ?o-  Z  — '/u»  ty  =  tyo> 

si  l'on  a 

k2 

>  \-  +  w-, 


1  -f- 1 


et  les  conditions 

X  —  ta  _  _  V  —  vjo  _      'C  —  'Co      _  9  —  90  _         Z  —  Zo  41  —  +0 


-■©         w'— 1        wy/— 1  t}"  —  l'^v^/— 1        -Owy/-i 


k2 

-j p<v2  +  w 

1  H-  I 
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Les  mêmes  principes  peuvent  servir  encore  à  établir  les  équations 
de  condition  auxquelles  devraient  satisfaire,  pour  x=  o,  les  valeurs  de 


ç>     'i,     'C,     9,     /,     ty 


relatives,  soit  à  des  mouvements  qui  s'éteindraient  en  se  propageant, 
soit  à  des  mouvements  accompagnés  d'un  changement  de  densité.  Mais, 
nous  bornant  pour  l'instant  à  indiquer  ces  diverses  applications  de  nos 
formules  générales,  nous  allons  nous  occuper  plus  spécialement  des 
formules  particulières  que  nous  venons  de  trouver  et  développer  les 
conséquences  qui  s'en  déduisent. 
Les  valeurs  de  v,  w  étant 


(  28  )  V  ==  v  v  —  1  >         w  ■=■  w  \/ —  I  , 

la  formule  (27)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 


2 


9 


\  —  £0  _  ■/]  —  v?»  _  'c  —  £<>  __  9—90  _  _  x  —  /o  _    41  —  41" 
D'ailleurs  on  tire  de  cette  dernière,  non  seulement 


et 


<y 


;  —  fco  —  —  ' 

4'  iV 


par  conséquent 

(3o)  cvy/  —  cÇ  =  (vyjo  —  f  Ço,  y1  —  w£  =  ^0  ~  w\o>         v\  —  X  —  ç 'lo  —  X<r> 

mais  encore 

t      ï         -       7.         ?-9o  +  a(I--fo)+6(^  —  ^0 
1—       I__4  —  Ço  _    9  —  9°  \ 

quels  que  soient  les  facteurs  ce,  6,  et  par  suite 

-      g-       -  6- 

>  '  9  +  ZM ■/)  =  O0  +  a  ;n  H y)o, 
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si  l'on  choisit  a,  ê  de  manière  à  vérifier  la  formule 

(3?.)  O3  —  at3 -+- 6  =  o     (')■ 

(!)  Pressé  par  le  temps,  et  oblige  de  renvoyer  au  prochain  numéro  le  développement  des 
principes  que  je  viens  d'exposer,  je  me  bornerai,  pour  le  moment,  à  indiquer  ici  les  for- 
mules qui  seront  établies  dans  la  suite  de  ce  Mémoire,  relativement  à  la  réflexion  et  à  la 
réfraction  de  la  lumière  par  la  surface  des  corps  qui  ne  la  polarisent  pas  complètement. 

Si  le  rayon  incident,  que  nous  supposerons  simple,  est  considéré  comme  résultant  de  la 
superposition  de  deux  autres  rayons  polarisés  suivant  le  plan  d'incidence,  et  perpendiculai- 
rement à  ce  plan,  les  lois  de  la  réflexion  ou  de  la  réfraction  relatives  au  premier  rayon 
composant,  c'est-à-dire  au  rayon  polarisé  suivant  le  plan  d'incidence,  resteront  les  mêmes 
pour  les  corps  transparents  et  isophanes  qui  polarisent  complètement  la  lumière,  et  pour 
ceux  qui,  comme  le  diamant,  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété. 

Si  maintenant  on  compare  l'un  à  l'autre  les  deux  rayons  composants,  la  réflexion  et  la 
réfraction  feront  varier  le  rapport  de  leurs  amplitudes,  ou  la  tangente  de  l'azimut,  et  la 
différence  de  leurs  phases,  ou  l'anomalie,  suivant  les  lois  exprimées  par  les  formules  que  je 
vais  transcrire. 

Soient 

-.  -.'  les  angles  d'incidence  et  de  réfraction; 

sr,  u'  les  tangentes  des  azimuts  des  rayons  réfléchi  et  réfracté,  quand  le  rayon  incident  est 

polarisé  à  45°  du  plan  d'incidence; 
'),  <?'  les  anomalies  de  réflexion  et  de  réfraction. 

<  >n  aura,  pour  le  rayon  réfracté, 

tangW  =  cos2(t-  t')  -t-  î2sin2rsin2(T  — t'), 
o'=  arc  tang[:  sin-  tang(r  —  t')], 

c  désignant  un  coefficient  très  petit  dont  l'observation  fournira  la  valeur.  On  aura,  au  con- 
traire, pour  le  rayon  réfléchi, 

cot*o  =  [cos2(t  +  t')  +  e2sin2Tsin2(T  +  7')]  cot2;n'. 
et,  en  outre, 

<î  =  <î'^- arc  tang[î  sinr  tang(-r -t- t')] -t- -,     si     t-i-t'<-, 
ei 

<?  =  <y;-t-  arc  tang[esinr  tang(-r  -t-  t')],    si    t-i-t'>  -• 

Au  reste,  je  reviendrai  dans  les  prochains  numéros  sur  ces  diverses  formules  qui  montrent 
l'exactitude  des  explications  et  des  hypothèses  proposées  par  M.  Airy,  dans  un  Mémoire 
digne  de  remarque.  {Voir  le  IVe  Volume  des  Transactions  de  la  Société  philosophique  de 
Cambridge.) 
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56. 

C.  R.,  t.  IX,  p.  5g  (8  juillet  i83o).  —  Suite. 

§1V.  —  Sur  les  conditions  générales  de  la  coexistence  de  mouvements  simples, 
que  l'on  suppose  propagés  dans  deux  portions  différentes  d'un  système 
moléculaire,  diversement  constituées  et  séparées  l'une  de  l'autre  par  une 
surface  plane. 

Considérons  deux  systèmes  homogènes  de  molécules,  séparés  par 
une  surface  plane  que  nous  prendrons  pour  plan  des  v,  s,  ces  deux 
systèmes  n'étant  autre  chose  que  deux  portions  différentes  d'un  même 
système  dont  la  constitution  change  quand  la  coordonnée  x  passe  du 
négatif  au  positif,  et  reste  sensiblement  invariable  de  chaque  côté  de 
la  surface  de  séparation,  excepté  dans  le  voisinage  de  cette  surface. 
Soient 

£,      •/!,      'C      et     ;,      Y),      'Ç 

les  déplacements  effectifs  et  symboliques  d'une  molécule,  correspon- 
dants à  un  ou  à  plusieurs  mouvements  simples  propagés  dans  le  pre- 
mier des  systèmes  donnés,  que  nous  supposerons  situé  du  côté  des  x 
négatives;  et  nommons 


o,     •/,     4»     ou     o,     /, 


<L 


les  dérivées  de  ces  déplacements  effectifs  ou  symboliques  prises  par 
rapport  à  x.  Soient  pareillement 

£',     ■/]',     'Ç     et     £',     y/,     Ç 


les 


déplacements  effectifs  ou  symboliques  correspondants  à  un  ou  à 
plusieurs  mouvements  simples  propagés  dans  le  second  système  situé 
du  côté  des  x  positives;  et  nommons  encore 

9',     •/,     d/     ou     ~J,     x',     $' 

les  dérivées  de  ces  déplacements  effectifs  ou  symboliques  prises   par 
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rapport  à  x.  Soient  enfin 

ÇOj        "/JOj        <=■«,        ©«'        5C0>        Y() 

OU 

çoj     ïJo>     Çoj     9°'     Z0'      4/° 

ce  que  deviennent  les  déplacements  effectifs  ou  symboliques  et  leurs 
dérivées  pour  les  points  situés  dans  le  plan  des  y,  z.  Si  les  deux  es- 
pèces de  mouvements  simples  que  l'on  suppose  propagés  dans  lesdeux 
systèmes  donnés  de  molécules  peuvent  coexister,  alors,  en  raisonnait! 
comme  dans  le  §  III,  on  obtiendra:  i°  entre  les  différences 


a°  entre  les  différences 

i'—  Ho,      •/)'--/;(),      Ê'--Ço,      9'--<poj      Z     ~  Z">      '-P'—   t'»' 

des  équations  de  condition  qui  devront  se  vérifier  pour  une  valeur  nulle 
de  r;  puis,  en  éliminant 

;»,     tîo>     Coj     V"'     X°>     t° 

entre   ces  deux    espèces  d'équations  de   condition,   on  en  obtiendra 
d'autres  entre  les  seules  variables 


l,     ■/,,     £,     y.     Z'     +*     £'>     ^     £'>     ?'»     z'>     41'- 

Les  nouvelles  équations  de  condition,  ainsi  obtenues,  devront,  comme 
les  précédentes,  subsister  seulement  pour  une  valeur  nulle  de  x;  et 
les  unes  comme  les  autres  seront  linéaires  par  rapport  aux  déplace- 
ments symboliques  et  à  leurs  dérivées.  En  conséquence,  après  l'élimi- 
nation de 

Ç()i       "fln,       Çoj       9°>       X"'       T°> 

la  forme  la  plus  générale  d'une  équation  de  condition  sera 

i  r  +  r'  =  ô, 

r  désignant  une  fonction  linéaire  des  variables 


£*     v,     'C,     9,     •/■     4' 
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composée  de  six  ternies  respectivement  proportionnels  à  ces  mêmes 
variables,  et  T'  une  fonction  de  la  même  espèce,  mais  composée  avec 

les  variables 

f',     •?,     K',     9',     y/,     $'. 

Si  l'on  suppose  qu'un  seul  mouvement  simple  se  propage  dans  le  sys- 
tème de  molécules  situé  du  côté  des  x  négatives,  les  valeurs  de 


'i,     'n,     'Ç,     9,     •/,     'b, 
correspondantes  à  une  valeur  nulle  de  x,  seront  de  la  forme 

\  —  Ae''.»'+M'-"  st,  73  =  Be''->"+»'=-^,  Ç  =  Cevr+V>  ~~v. 

ç  z=  A?<e''.>"+iv::~^.         /  =  Bae{,y+iVZ-sC,         ty  =  Cuer.y+iV:-sr, 

tt,  c,  w,  s,  A,  B,  C  désignant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires;  cl 
par  suite,  la  valeur  de  T,  correspondante  à  x  =  o,  sera  de  la  forme 


r  =  ye" 


r+wz—st 


Y  désignant  une  nouvelle  constante.  Si  au  contraire  plusieurs  mouve- 
ments simples,  superposés  les  uns  aux  autres,  se  propagent  simulta- 
nément dans  le  premier  des  systèmes  donnés,  et  si  l'on  admet  que  les 
déplacements  symboliques  deviennent  proportionnels,  dans  l'un  de  ces 
mouvements  simples,  à  l'exponentielle 

gux+vy+wz— si 

dans  un  autre,  à  l'exponentielle 

pti  .r-K>,  v-t-tv  z—st 

o      t  1  -  /  ;      ,  .    .    .  , 

la  valeur  de  I\  correspondante  à  x  =  o,  sera  de  la  forme 

y,  y,,  •••  désignant  diverses  constantes.  Pareillement,  si  divers  mou- 
vements simples  se  propagent  dans  le  second  système  de  molécules,  et 
si  l'on  admet  que  les   déplacements  symboliques  deviennent  propor- 
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tionnels,  dans  l'un  de  ces  mouvements  simples,  à  l'exponentielle 


gU'x+v'yw'z  -s't 


dans  un  antre,  à  l'exponentielle 

eu"x+-i-"y+i\>"z-s''t 

la  valeur  de  T\  correspondante  à  x  =  o,  sera  de  la  forme 

(3)  T'  =  y'ev/r+">'z-s't-h..  .. 


Tek»  posé,  l'équation  (i),  réduite  à 


i 


7 


ftvy+wz—St 


+  y  tev  J+w  iz~s  S  ■ 


y'e»'/+-w/a-f,« 


o, 


entraînera  la  formule 

y  +  y,  +  ...H-y'  +  ...  =  o, 

à  laquelle  elle  se  réduira  identiquement  si  l'on  a 


I     V   =  V. 


;e) 


»'  z=  (V/  =  .  ..=  «/' 


Il  y  a  pins  :  si  les  constantes 

y>    y» 


y 


diffèrent  de  zéro,  l'équation  (4),  qui  doit  subsister  quelles  que  soient 
les  valeurs  attribuées  aux  variables  indépendantes  v,  s,  /,  entraînera 
toujours,  non  seulement  l'équation  (5),  en  laquelle  elle  se  transforme, 
quand  on  réduit  v,  ;  et/  à  zéro,  mais  encore  les  formules  (G).  C'est 
ce  que  l'on  démontrera  sans  peine  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes. 

L'équation  (4),  devant  subsister,  quels  que  soient  v,  s  et  /,  don- 
nera, pour  z  =  oet/  =  o, 

y  evJ  -4-  y,  ev,r  +  ...  +  /  ev'y  -+- . . .  =  o . 
Si,  dans  cette  dernière  équation  et  dans  ses  dérivées  des  divers  ordres. 
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relatives  a  y,  on  pose  y  =  o,  on  trouvera 

[y  +  7,  +...  +  /  +...=  o, 
y  v  +  y,  vt  -f- . . .  +  y'  v'  + . . .  =  o, 
7f--f-y;f;  -4-. . .-+-  yV2-4-. .  .=  o, 


Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  équations  (  ;),  dont  on  peut  sup- 
poser le  nombre  égal  à  celui  des  coefficients 


y>    y i>    •  •  •  >    y  >    •  ■  •  > 

entraînent  la  première  des  formules  (6).  En  effet,  admettons,  par 
exemple,  que  ces  coefficients  se  réduisent  a  trois, 

Alors,  en  éliminant  deux  d'entre  eux  des  équations  [-]),  c'est-à-dire, 

des  formules 

y      +  y,      +  y'       =  o, 

yv  +  y^-t-yV   =o, 
yi'*-l-  y/</2  +  7V2=o, 

on  trouvera  successivement 

y(f  —  v,)[v  —  v')=o,         y,(v,- (/)(</,— e)  =  o,         /  V   -  v)  [v'  --  e,     =o; 

et,  par  suite,  si 

'/.     7,»     '/' 

diffèrent  de  zéro,  les  trois  différences 

v  ~  v t,     v  —  v',     vt  —  v' 

devront  s'évanouir,  en  sorte  que  la  première  des  formules  (6)  devra 
être  vérifiée.  Eu  égard  à  la  forme  des  équations  (7),  la  même  démon- 
stration reste  applicable,  quel  que  soit  le  nombre  des  coefficients  y. 
y  ,  . . .,  y',  .  . .;  et  d'ailleurs  on  pourra  évidemment  établir  de  la  même 
manière  la  seconde  et  la  troisième  des  formules  ((>  . 

Lorsqu'un  mouvement  simple,  propagé  dans  un  système  de  mole- 
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cales,  atteint  une  surface  plane  qui  sépare  ce  premier  système  du  se- 
cond, il  donne  très  souvent  naissance  à  d'autres  mouvements  simples, 
les  uns  réfléchis,  les  autres  réfractés,  qui  coexistent  tous  ensemble, 
mais  qui  ne  pourraient  plus  coexister,  dans  le  double  système  de  mo- 
lécules que  l'on  considère,  si  l'on  venait  à  supprimer  quelques-uns 
d'entre  eux.  Ainsi,  par  exemple,  lorsque  ces  deux  systèmes  sont  tels 
qu'un  mouvement  simple,  propagé  jusqu'à  leur  surface  de  séparation, 
donne  naissance  à  deux  mouvements  de  cette  espèce,  l'un  réfléchi, 
l'autre  réfracté,  on  ne  saurait  concevoir  deux  de  ces  trois  mouvements 
propagés  seuls  dans  le  double  système  de  molécules.  Donc  alors 
l'équation  (i)  ou  (4)  ne  peut  subsister,  lorsqu'on  supprime  l'un  des 
ti'ois  mouvements  simples;  ce  qui  aurait  lieu  toutefois,  si  l'une  des 
constantes 

venait  à  s'évanouir.  Donc,  si  l'on  applique  l'équation  (i)  ou  (4)  à  la 
réflexion  et  à  la  réfraction  des  mouvements  simples,  elle  entraînera 
généralement  les  formules  (6). 

Supposons  l'équation  (4)  effectivement  appliquée  à  la  réflexion  et  à 
la  réfraction  d'un  mouvement  simple;  et  soient  dans  cette  même  équa- 
tion 

le  terme  qui  correspond  aux  ondes  incidentes, 

V    tjV    Y+fV    Z—S  I 

I /  c    '  '  '    '  -   '  ' 

ceux  qui  correspondent  aux  ondes  réfléchies;  enfin 

-/  />'''  Y+-W z — s't 

f      r       .  ,  .    .    . 

ceux  qui  correspondent  aux  ondes  réfractées.  Si  l'on  pose,  comme  dans 
le  §11, 


[S)  u  =  h  ■+-  v\fc-  i,         v  =  V-f-  \\J—  i,         tv  =  W  +  wy-  « 


'9)  s  =  S  +  s  y'—  1, 


o )  k  =  y/u2-f-  v-+  w2,        K  =  v'C-  +  V2  +  W - , 
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(n)  I  =  — ,  1  =  — , 


(«»)  Q=iK'' 


u,  v,  w,  s,  lT,  V,  W,  S  désignant  tics  quantités  réelles,  parmi  lesquelles 
s  pourra  être  censée  positive,  les  constantes  réelles 

K,     S 

représenteront,  dans  le  mouvement  incident,  les  coefficients  d'extinc- 
tion relatifs  à  l'espace  et  an  temps,  et 

T 

la  durée  des  vibrations  moléculaires,  tandis  que 

I 

représentera  l'épaisseur  des  ondes  planes,  et 

o 

leur  vitesse  de  propagation.  De  plus,  les  plans  des  ondes  étant  tons 
parallèles  au  plan  invariable  représenté  par  l'équation 

i3  11  +  vy  +  w  -       0, 

et  la  constante  u  devant  être  positive  dans  le  cas  où,  comme  on  doil  le 
supposer,  les  ondes  incidentes,  en  se  propageant,  se  rapprochent  du 
plan  des  v,  3;  si  l'on  nomme  -  X angle  d'incidence,  c'est-à-dire  l'angle 
aigu  formé  par  une  droite  perpendiculaire  aux  plans  des  ondes  avec 
l'axe  des  x,  on  aura,  dans  le  cas  dont  il  s'agit, 


cos  -  =     _  =  - 1 

\  I  -  4-  v  -  4-  w  -  '< 


et  par  suite 


Sll)  r  =  — ; -  =  - 


V  1  J  -f-  v-  4-  Ws 

puis  on  en  conclura 


il  1  — :kcosr,        \/\--+-  w-  =  k  sint. 
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Quant  au  plan  invariable  représenté  par  l'équation 


i5 


U*  +  V/+ Wa  =  i, 


il  sera  celui  duquel  s'éloignent  de  plus  en  plus  les  molécules  dont  les 
vibrations  deviennent  de  plus  en  plus  petites,  et  disparaîtra  si  le  mou- 
vement incident  est  du  nombre  de  ceux  qui  ne  s'éteignent  point  en  se 
propageant. 

Soient  maintenant 

«\.     v„     w„    S/)     l„     V„     \\„     S„     k,     R,     |„    T,    Ù„     T 

ou 

i',     y',     w',     s',     []',     V,     W,     S',     k',     K',     Y,     T',     il1,     t',     ... 

ce  que  deviennent  les  constantes  réelles 

i,     v,     w,     s,     U,     V,     W,     S,     k,     K,     I,     T,     12,     r,     ... 

quand  on  passe  des  ondes  incidentes  aux  ondes  réfléchiesou  réfractées. 

Les  formules  (6),  jointes  aux  équations  (8),  (q),  (io),  (i  i),  (i  i),  (i/j  . 
entraîneront  évidemment  les  suivantes  : 


,6 

-7) 
18) 
'9) 


\      V  =    T,    =...=    T'=... 
I   w  =  w,   =.  . .—   w'=.  . 

s  =  s,  =...==  s'  =. . . 

(    V  =  V,  = . . .  =  V  == . . . 

/  VY  =  W,  = . . .  =  W  = . . . 

S  =  S,  =...—  S'=... 


On  tirera  d'ailleurs  de  la  formule  (17) 
?.o)  T  =  T,  =...  =  T=.. 

et,  des  formules  (16), 


^V-  +  w-  =  v'vf-  -t-  w;  =  . . .  =  yV 2  H-  w'  *  = . . . , 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 
21)  k  sin-  =  k,  sinr/  =  ......=  k'  sin?'  — .  .  . , 
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et  par  suite 

(m) 

SUIT          SillT, 

SiïlT 

"F 

Il  résulte  de  la  formule  (20)  que  la  durée  des  vibrations  moléculaires 
reste  la  même  dans  les  mouvements  incidents,  réfléchis  et  réfractés.  Il 
résulte  de  la  formule  (22)  que  Y  angle  d'incidence  ~,  Y  angle  de  réflexion 
tyl  ...,  Y  angle  de  réfraction  r,  ...  offrent  des  sinus  respectivement 
proportionnels  aux  épaisseurs  1,  1,,  ...,  1',  ...  des  ondes  incidentes, 
réfléchies  et  réfractées.  De  plus,  comme  les  plans  invariables,  repré- 
sentés par  les  formules  (i3)  et  (i5),  ont  pour  traces,  sur  le  plan  des 
y,  s,  les  droites  représentées  par  les  équations 

(s>.3)  Vf  +  w:  =  0, 

(24)  Vr  +  Wz  =  ot 

il  résulte  des  formules  (iG)  et  (18)  que  ces  traces  restent  les  mêmes, 
quand  on  passe  du  mouvement  incident  aux  mouvements  réfléchis  ou 
réfractés.  Doiic  les  plans  des  ondes  incidentes,  réfléchies  et  réfractées 
coupent  le  plan  des  y,  z-,  ou,  en  d'autres  termes,  la  surface  réfléchis- 
sante, suivant  des  droites  qui  sont  toutes  parallèles  les  unes  aux  autres; 
et  si,  par  un  point  donné  de  la  même  surface,  on  mène  des  perpendi- 
culaires aux  plans  de  ces  différentes  espèces  d'ondes,  ces  perpendicu- 
laires seront  toutes  renfermées  dans  un  plan  unique  que  l'on  peut 
appeler  indifféremment  le  plan  d'incidence,  ouïe  plan  de  réflexion,  ou 
le  plan  de  réfraction. 

On  tire  des  formules  (22) 


,    ...  sinr         I  sin-         I 

1^5 =t">     •••  el        - — '—7'      

Doue  le  rapport  du  sinus  d'incidence  au  sinus  de  réflexion  est  en  même 
temps  le  rapport  entre  les  épaisseurs  des  ondes  incidentes  et  réfléchies,  tandis 
que  le  rapport  entre  les  sinus  d'incidence  et  de  réfraction  se  confond  avec 
le  rapport  entre  les  épaisseurs  des  ondes  incidentes  et  réfractées.  Le  premier 

Œuvres  de  C.  —  S.  I.  1. 1 V.  5<J 
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de  ces  rapports  est  ce  que  nous  nommerons  Yindice  d'incidence,  le 
second  est  celui  qu'on  nomme  Yindice  de  réfraction. 

Lorsque  le  premier  système  de  molécules  sera  du  nombre  de  ceux 
dans  lesquels  la  propagation  du  mouvement  s'effectue  en  tous  sens 
suivant  les  mêmes  lois,  et  que,  pour  cette  raison,  nous  appellerons 
isotropes,  s  deviendra  fonction  de  la  somme  u? -\- v2 -h  w2 ,  à  laquelle  s- 
sera  même  proportionnel,  si  les  équations  des  mouvements  infiniment 
petits  sont  homogènes.  Alors  le  mouvement  incident,  que  nous  suppo- 
serons simple,  pourra  donner  naissance  à  un  seul  mouvement  simple 

réfléchi  ;  et  l'équation 

s  =  s, 

entraînera  la  suivante 


U-  -\-  V-  -h  W- 


Celle-ci,  jointe  aux  équations 

v  =  v  ,  w  =  «',, 

donnera 

(  26)  u-  =  uf  ; 

et,  comme  on  ne  pourrait  supposer  à  la  fois 

U  =  U,,  V  =  i'n  W  =  H'  , 

sans  rendre  parallèles  les  plans  des  ondes  incidentes  et  réfléchies,  ce 
qui  ne  permettrait  plus  de  vérifier  les  équations  de  condition,  et  ce 
qui  est  effectivement  contraire  à  toutes  les  expériences,  la  formule  (26) 
entraînera  l'équation 

(27)  Ul  =  — u, 

par  conséquent  aussi  l'équation 

(28)  u,=-u. 
Oj'  de  cette  dernière,  jointe  aux  formules 

V,  =  V,  w,  =  w, 
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on  tirera 

s/ïf- 

f-  v;  H-  w;  =  \/u2  -4-  v-  -f-  w2, 

on 

(*9) 

k,  =  k, 

et  par  suite 

(3o) 

!,  =  '• 

Cela  posé,  la  première  des  formules  (25)  donnera  sinx,  =  sin-r, 

(3.)  T,  =  r. 

Donc,  dans  un  milieu  isotrope,  l'angle  de  réflexion  est  toujours  égal  à 
l'angle  d'incidence. 

Supposons  maintenant  le  second  système  de  molécules  isotrope 
comme  le  premier.  Alors  le  mouvement  incident,  étant  simple,  pourra 
donner  naissance  d'une  part  à  un  seul  mouvement  simple  réfléchi, 
d'autre  part  à  un  seul  mouvement  simple  réfracté.  Si  d'ailleurs  ces  trois 
mouvements  simples  sont  du  nombre  de  ceux  qui  ne  s'éteignent  pas 
en  se  propageant,  on  aura 

(  u  =  u  J—  i ,          v  =  y  J—  i ,         w  —  w  \; —  ' ,        s  =  s  J—i, 
(32)  __  f    

Dans  ce  cas  particulier,  s  étant  fonction  de 

u'1  +  i>2  -t-  «'-  =  —  (l-2  +  v2  +  w2)  =  —  k2, 
et  s'  fonction  de 

«2  +  l/2-J-(v'2  =  —  (u'2  +  v'2+\v'2)  =  -  k'2, 

à  une  valeur  déterminée  de  s,  et  par  suite  de  s'  —  s,  correspondront  des 
valeurs  déterminées,  non  seulement  de  k,  mais  aussi  de  k',  quel  que  soit 
d'ailleurs  l'angle  d'incidence  t.  Donc  alors,  V indice  de  réfraction,  savoir 

sinr         I        k 
sîn?  ==  F  ="î?' 

sera  indépendant  de  l'angle  d'incidence. 
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57. 

C.  R.,  t.  IX,  p.  91  (i5  juillet  1839).  —  Suite. 

§  V.  —  Sur  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  des  mouvements  simples 

dans  les  milieux  isotropes. 

Pour  obtenir  complètement  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction 
des  mouvements  simples  dans  les  milieux  isotropes,  il  faut  joindre  aux 
lois  générales  établies  dans  le  paragraphe  précédent  celles  qui  résultent 
de  la  forme  particulière  sous  laquelle  se  présentent  les  équations  de 
condition  relatives  à  la  surface  de  séparation  de  deux  semblables  mi- 
lieux. Pour  fixer  les  idées,  nous  nous  bornerons  ici  à  considérer  le  cas 
où,  dans  chaque  système  de  molécules,  les  équations  des  mouvements 
infiniment  petits  peuvent  être  réduites  sans  erreur  sensible  à  des  équa- 
tions homogènes  du  second  ordre;  et  nous  supposerons  que  le  mouve- 
ment incident,  étant  simple,  donne  naissance,  d'une  part,  à  un  seul 
mouvement  simple  réfléchi,  d'autre  part,  à  un  seul  mouvement  simple 
réfracté,  ces  trois  mouvements  étant  du  nombre  de  ceux  dans  lesquels 
la  densité  reste  invariable.  Enfin  nous  prendrons  la  surface  réfléchis- 
sante pour  plan  des  r,  z.  Cela  posé,  soient,  pour  le  premier  milieu, 
situé  du  côté  des  x  négatives, 


ç>    *,    C,    <p,    •/,    + 

les  déplacements  symboliques  d'une  molécule  et  leurs  dérivées  rela- 
tives kx,  dans  le  mouvement  incident,  ou  dans  le  mouvement  réfléchi, 
ou  bien  encore  dans  le  mouvement  résultant  de  la  superposition  des 
ondes  incidentes  et  réfléchies.  Soient  au  contraire,  pour  le  second  mi- 
lieu, situé  du  côté  des  x  positives, 

-f  1  y/  /  r  1   1 

l  >      ~<î   >      C  y      9  ■>      7.  ■>       V 

les  déplacements  symboliques  d'une  molécule  et  leurs  dérivées  rela- 
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tives  à  x  dans  le  rayon  réfracté.  Les  valeurs  de  ;,  vj,  C,  relatives  ;m 
mouvement  incident,  seront  de  la  forme 

(i)       ;  =  Ae"XH'.r+"':-r,         v  =  ReHX+(,r+»'~-st,         Z,  =  Ce"xi-t,r+A':  s', 

les  constantes  réelles  ou  imaginaires  u,  e,  w,  s,  A,  B,  C  étant  liées 
entre  elles  par  les  équations 

(?.)  s-  =  i  [U--+-  i'--f-  w-),         Am+Bc  +  Cw^o, 

et  la  lettre  i  désignant  une  constante  réelle.  Si  maintenant  on  passe 
du  mouvement  incident  au  mouvement  réfléchi  ou  réfracté,  les  valeurs 
de 

resteront  les  mêmes,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  §  IV;  mais  on  ne 
pourra  en  dire  autant  des  coefficients 

u,    A,    B,    C 

qui  feront  place  à  d'autres  représentés  par 

u  ,     A,,     li„     C„ 

ou  par 

u,     A',     IV,     (7, 

la  valeur  de  ut  étant 

(3)  u  =  —  u. 

En  conséquence,  les  valeurs  de  Ë,  vj,  '(,  relatives  au  mouvement  réflé- 
chi, seront  de  la  forme 

(4)  ï  =  A;e-«'r+''.' ■+-"'  = --^,         ij  =J}je-ujc+vrHvz-stf         Ç  — C/d-"-r+,'/4",1,::   A'. 

les  coefficients  A,,  B(,  Cy  étant  liés  à  m,  e,  u-  par  la  formule 

(5)  —  A.M  +  B.f  +  C,w  =  o, 

et  pareillement  les  valeurs  de  ;',  V,  'C',  relatives  au  mouvemenl  ré- 
fracté, seront  de  la  forme 

(('))      £'  -  -   \' eu'x+vy+wz    st  Zi—^'ty eu'x+vy+wz-st  p' —  Çf  pu'x+vr+ivz-st ^ 
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les  constantes  //',  v,  a>,  s,  A',  B',  G'  étant  liées  entre  elles  par  les  équa- 
tions 

(7)  s'i=i'{u'i-i-vi-hw2),        k'u'+B'v-i-C'w  —  o, 

et  1  étant  ce  que  devient  la  constante  réelle  1  quand  on  passe  du  pre- 
mier milieu  au  second.  Ajoutons  que,  si  dans  le  premier  milieu  on 
considère  à  la  fois  les  ondes  incidentes  et  réfléchies,  la  superposition 
de  ces  ondes  produira  un  mouvement  dans  lequel  les  valeurs  de  Ë,  n,  Z 
deviendront 

i'c  =  J^gujc+vr+ivz-st _i_  \  g—ux+vy-t-wz—st 
,    yj  =  Jleux+t>jr+(vz-st_+_  ft  ^  e-ux+vy+wz-st  ^ 

\    Y  zz  Ce"'l+l'.'+,,';;"J'  +  C  g—ux+vy+ivz—stm 

C'est  entre  les  valeurs  de  l,  r,,  'C,  9,  y,  $  et  de  c,',  r' ,  '(',  <?',  /',  £'»  tirées 
des  formules  (6)  et  (8),  que  devront  subsister,  pour  x  =  o,  les  équa- 
tions de  condition  relatives  à  la  surface  réfléchissante. 

Considérons  spécialement  le  cas  où  les  mouvements  incident,  réfléchi 
et  réfracté  sont  du  nombre  de  ceux  qui  ne  s'éteignent  pas  en  se  pro- 
pageant, et  où  l'on  a  par  suite 


(    M  =  u  y  —  I  ,  V  =  v  v/—  I  ,  w  =  w  ^ —  I ,  s  —  s  \' —  I  , 

9  — 

[    u'=  U'y  —  I, 

1  -,  v,  w,  s,  u'  désignant  des  quantités  réelles.  Posons  d'ailleurs 


10 


k  =  v/u-+  v-4-  w-,         k'  =  v/u'"  +  v2+ w'2- 


Comme  les  formules  (2)  et  (7),  jointes  aux  formules  (9)  et  (10),  don- 
neront 


s-  ,_    s- 


il  est  clair  que  les  constantes  réelles  1,  1'  seront  positives.  Soient  main- 
tenant 

£»>      '^0»      ?o>      ?o>      Xo>      4^0 

ce  que  deviennent  les  déplacements  symboliques  d'une  molécule  et 
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leurs  dérivées  relatives  à  x,  en  un  point  de  la  surfaee  réfléchissante, 
quand  on  tient  compte  des  perturbations  qu'éprouvent  dans  le  voisi- 
nage de  cette  surface  les  mouvements  infiniment  petits.  On  obtiendra, 
pour  x  =  o,  entre  les  expressions 


l,     rt,     Ç,     9,     y,     <\> 
et 

£o>     flo»     <»o>     ?o>     Xo)      Vo» 

des  équations  de  condition  représentées  par  les  formules  (a5)  ou  (27) 
du  §  III.  Donc  alors,  si  la  constante  réelle  que  nous  avons  désignée 
par  f  est  telle  que  l'on  ait 

on  trouvera 

(1-2)  I  =  fo,        -/3=-/]0,        Ç  =  Ço»        9  =  ?o>        X  =  Xo>         ty  —  tyo- 

Si  au  contraire  on  a 

(i3)  -^-f<v2  +  w2, 

v       '  1  H-  t 

alors  les  équations  de  condition  se  trouveront  comprises  dans  la  for- 
mule 

l,A)  S  ~  Ëo  _.  ??  —  ?3o  _  S  —  Ëo  _  ?  —  ?o  _  X  ~  X<>  _  ^  ~  "^o 

1    4'  -  t)  v  w  X)-  —X)v~        —  V)tr' 

la  valeur  de  t)  étant 

(.5)  ï)  =  ('v2  +  w2 —e 

Pareillement,  si,  en  nommant  f  ce  que  devient  f  quand  on  passe  du 
premier  milieu  au  second,  on  a 

(.6)  Jl!_>v2  +  w2, 

on  trouvera 

(17)       I'=Ioi       •/■/=-/îo,       C=?o»        9'— 9o»       x'"Xo,        ?'=4'o- 
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Si  l'on  a  au  contraire 

■8)  TTT'<v2  +  w2' 

on  trouvera 


il 


l'  —  U  __'fî_ - ïio  _       ^Jb  —  ®' ~ y°  —  '// ~ x<>  _  4^: - ^o 

-  V'  v  w  V-  -  O'e  '      —  t')'(v' 

la  valeur  de  v'  étanl 


2 

k'2 


»(.  V)'  —  |v2+  w- 


Gomme  on  ne  connaît  pas  a  priori  h  loi  des  actions  moléculaires,  ni 
par  suite  les  valeurs  des  constantes  f,  f\  le  seul  moyen  de  savoir  si  ces 
constantes  vérifient  les  formules  (i  i)  et  (16),  ou  (i3)  et  (18),  est  de 
chercher  les  conséquences  qui  se  déduisent  de  l'une  et  l'autre  supposi- 
tion et  de  les  comparer  aux  résultats  de  l'expérience.  Or,  si  l'on  admet 
les  formules  (ri)  et  (16),  alors  les  conditions  (12),  jointes  aux  condi- 
tions (17),  donneront,  pour  x  =  o, 


2  1 


X—%,      n  =73',      Ç  =  Ç',      ?  =  ?'»      x  =  x'»      ^  =  'Y- 


De  ces  dernières  équations,  combinées  avec  les  formules  (6),  (8),  on 
tirera 

(       À  +  A,    =A',  B  +  B;   =B',  C  +  C,  =C, 

j  «(A  — A,)  =iïk',      u[\i-H/)  =  uïV,      u[C  —  C,)  =  iïG, 

et  par  suite 


A, 

B, 

_cy 

u  —  II' 

A 

B 

c 

II  -+-  u' 

A' 

B' 

c 

1U 

A 

B 

"  c 

u  -+-  u' 

»4) 

puis,  de  ces  dernières,  jointes  aux  formules  (2),  (5)  et  (7),  on  con- 
clura 

[        Au  -\-  Bv  -h  Cw  —  o, 

\i5)  i  — A  u  -+-  Bc  4-  Civ  =  o, 

A  u  -+-  Bc  +  Ctf  =  o. 
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D'ailleurs  on  tire  des  formules  (25) 

•>.(>  Xu  =  Au'  =  o,  Br  +  Cir  =  o, 

puis,  de  celles-ci,  combinées  avec  les  formules  (9)  et  (1), 

(  9.7  )  A 1  =  AV  =  o,         R  v  +  C  w  =  0 

et 

1  28  )         .  uf  —  u'  \  =  o,         vyj  +  wÇ  =  o  ; 

par  conséquent 

[  29  )  u  \  =  u'  £  =  O,  V  7,  +  \v  'Ç  =  o . 

Enfin,  pour  satisfaire  à  la  première  des  équations  (29),  il  faut  supposer 
que  l'on  a 

c'est-à-dire  que  les  plans  des  ondes  incidentes  et  réfractées  sont  paral- 
lèles au  plan  des  v,  z,  ou  que  l'on  a 

(3.)  ç  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  vibrations  des  molécules  sont  perpendiculaires  à 
l'axe  des  a-.  Donc,  lorsque  les  formules  (ir)  ou  (16)  se  vérifient,  un 
mouvement  incident,  que  nous  supposons  simple,  ne  peut  donner  nais- 
sance à  un  seul  mouvement  simple  réfléchi,  et  à  un  seul  mouvement 
simple  réfracté,  que  dans  des  cas  très  particuliers,  savoir,  lorsque  les 
plans  des  ondes  ou  des  directions  des  vibrations  moléculaires  sont  pa- 
rallèles à  la  surface  réfléchissante. 

Au  contraire,  un  mouvement  simple  pourra  se  réfléchir  et  se  réfracter, 
quelle  que  soit  la  direction  des  plans  des  ondes  ou  des  vibrations  mo- 
léculaires, si  l'on  suppose  vérifiées,  non  plus  les  formules  (r  1)  et  (i(>), 
mais  les  formules  (i3)  et  (18).  Alors  les  variables 

|,    7),     'C,    o,    •/.     •.!> 
d'une  part,  et  les  variables 

l',     r?,     I',      9',      y/,      d/ 


OF.uvresde  C.  —  S.  I,t.  IV. 


Go 


474  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADÉMIE. 

d'autre  part,  se  trouveront  liées  à 

lo,     vjo,     Ko,     ?o,     Xo»     ^o 

par  les  formules  (i4)»  (J9)»  J°nt  chacune  comprendra  cinq  équations 
distinctes;  et  l'élimination  de 

4o>        r>0>        h0>        90J        Xo>        Y<" 

entre  les  dix  équations  dont  le  système  est  représenté  par  ces  deux  for- 
mules, fournira,  entre  les  seules  variables 


C,      7J,      K,      9,      x»      ^» 

?i     ïî  ,     C ,     9  >     X  »     Y  > 


quatre  équations  de  condition  qui  devront  subsister  pour  x  —  o.  Pour 
obtenir  ces  équations  de  condition,  on  observera  qu'en  raisonnant 
comme  dans  le  §  III  on  tire  des  formules  (i4)  et  (19),  non  seulement 

wïj  —  cÇ  =  wïj0—  t>Ç0>       41  —  »'I  =  ïo  —  "'^o,       "I  —  X  =  t'Io—  Xo 
et 

irvj'  —  eÇ'  =  wrjo-  cÇo,         +'"~  »'£'  =  '|o—  «•£„,        v\'—  X'—  "lo—  Xo. 

mais  encore 

9  -+-  c/.i  H —  yj  =  o0  H-  a£0  H yjo 


et 


—  ,  y.  6     — ,  —  -  C      ~ 

9    +ai  H 7]   =  90  +  aco  H ïJo» 

v  v 


pourvu  que  l'on  choisisse  a,  ê  de  manière  à  vérifier  simultanément  les 
deux  formules 

(3a)  O2  —  at)  +  6=o,         W2—  arj'  +  g  =  o. 

On  devra  donc  avoir  alors,  pour  a;  =  o, 

(33)     wn  —  vÇ  =  wn' —  i'ï',      ty  —  «'f  =  4/  —  <('!',       of  —  x  =  vf'  —  x' 
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et 


s- 


('34)  o-i-  «£+-*}  =  o'  +  «ï'+  -•/)'. 

De  plus,  comme,  en  vertu  des  équations  (32),  xd,  xd'  sont  les  deux  ra- 
cines de  l'équation  du  second  degré 

x2  —  ax  -t-'ê  =  o, 

on  aura  nécessairement 

(35)  x  =  XD-hXD',         ë  —  VV, 
et  par  suite  la  formule  (34)  pourra  être  réduite  à 

(36)  ç  +  (o  +  tD')|H-^-ï  =  f+(tD+  O'  )  ;'  +  ^  «'. 

Les  formules  (33)  et  (36)  seront  précisément  les  quatre  équations  de 
condition  demandées. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  d'observer  qu'en  vertu  des  formules 
(6),  (8),  les  équations  (33)  peuvent  être  réduites  aux  trois  suivantes 

(37)  D,Ç-D,£=D.rÇ'-D,Ç', 

desquelles  on  tire  évidemment 

(38)  )  D^Ç-D»Ç=DxÇ'-D,5', 

(   IV>-B.,r;  =  l)).r-I),.yî', 

ou,  ce  qui  revient  au  môme, 

dv)  __  d£  _  dV  _    dÇ       dÇ    _  01  _  à?  __  d£  ?      d|  __  dvj  _  d£    _  dv/  _ 
*  °'      d;       dj~"  dz        d/ '      d.r       d-       d^r       d-3  '      djr       d-p  ~"  d/        dx 

Les  formules  (3y)  sont  précisément  les  trois  premières  des  quatre  for- 
mules que  j'ai  données  en  i836  comme  propres  à  représenter  leséqua- 
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tions  de  condition  relatives  à  la  surface  réfléchissante.  (Voir  les  Nou- 
veaux Exercices,  p.  20 3.) 

Ajoutons  que  l'équation  (36)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

(4o)  ;  +  Dr(^+-\--^  =  V+D,^+A  +  -^U 

ii    ;  r^V)       0<        XKi  )*  ■  \V       ©        fît)'/ s 

Observons  encore  qu'en  vertu  des  formules  (1)  et  (2),  ou  (4)  et    5j, 
on  vérifiera  l'équation 

(40  D.cI+Dr^  +  D,Ç  =  o, 

en  supposant  les  déplacements  symboliques 

~ç      Z.       y 

relatifs  au  mouvement  incident,  ou  au  mouvement  réfléchi,  par  consé- 
quent aussi,  en  supposant  ces  déplacements  symboliques  relatifs  au 
mouvement  résultant  de  la  superposition  des  ondes  incidentes  et  ré- 
fléchies. Pareillement,  il  suit  des  formules  (G)  et  (7)  que  les  déplace- 
ments symboliques 

ri  t  w 

relatifs  au  mouvement  réfracté,  vérifient  la  formule 

(42)  Djrl'  +  DrV  +  D»Ç'  =  o. 

Au  reste,  les  formules  (40  et  (42)  entraînent  les  deux  suivantes  : 

j  D4+D,7î  +D,Ç=o, 

qui  se  déduisent  immédiatement  de  l'hypothèse  admise,  puisqu'elles  ex- 
priment que  les  mouvements  propagés  dans  chaque  système  de  molé- 
cules ont  lieu  sans  changement  de  densité.  On  tirera  d'ailleurs  des  for- 
mules (40»  (42 


D^-?')  +  D_r>-7)')  +  D,(Ç->)  =  o, 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  équations  (6)  et  (8), 

D*(I -l)+  v[v  - r/)  -+-  w[l -  Ç')  =  o, 
et  par  conséquent 

j  <>[*  —  *')  +cv(Ç— Ç')-— —  D^(I  — 1*), 


M 


quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  variables  x,  v,  z. 

Les  quatre  équations  de  condition  (37)  et  (/40)  peuvent  être  rem- 
placées par  d'autres  que  l'on  déduit  aisément  des  formules  (14)  et  (19 
combinées  avec  les  équations  [l\\).  En  effet,  les  formules  (i4)  et  (19' 
donnent,  non  seulement 

-      Y         7  —  7.o         ^  —  ^o  Yl—rio        Ç  —  Ç0 

;  —  ço  =  = '  -' 


F     t  _  x'  —  Xo  _  +'  —  lo  V  —  y)o  _  ? 


-0 

1  -  > 


et  par  suite 
mais  encore 

-3  <©  f>  c 

—  7        o-        -  v  6-  -,         v,       5  -,      -  -  o  — 

9  H-  y.c  -\ —  yj  =  90  -+-  «ço  H —  "lo.       9  •+-  ai.  H- -  n  —  ©0  -+-  a:0  H —  yjo. 

f  f  V  V 

et  par  suite 

(46)  f_f  +  a(f_f)-+.!(^_v)==0,      • 

pourvu  que  l'on  suppose 

Or  les  formules  (45)  et  (46).  qui  ne  diffèrent  pas  au    fond   des  for 
mules  (33),  (34),  donneront  d'abord 


147)  ^.  =  1-4-, 


j,  -  d/ 


» 


f  tr 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(48)     l)ZY!  -  l\rl  =  D*?  -  DrÇ\        ï).c{\)zri  -  VXZ)  ==  ùx[DzW  -  l\rl  )  ; 
puis,  eu  égard  aux  formules  (44)» 

|r=  *(y>  y/) -*-"•(?-?)  =  _  D1(I -f') 


ç 


v1^-  w-  v--\-  w* 


n  Wy      w,-        c-n--n           eK-ï'  R  v[î  -  ri') -h  <*(£-£')      r\),(ï-l" 

y-  -+-  J).t- j  (  E  —  E.  )  =  —  6  =  —  6 =  —  6 


(V  v-  -4-  iv-  v-  -+-  w- 


49) 


et  par  conséquent 

j  (D»  +  i.2+.r=)(l  =  l')=o, 

(  [8I),._  („i  +  „••->)  («  +  D,)]  (ï-ï')  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  aux  formules  (35), 

i  (D*  +  DJ  +  DJ)I=(Di  +  DJ  +  DÎ)f, 

(fc,|[n.-w+«)(è  +  è+^)]i=[».-w.-M»:)(è-è+è)]i?- 

D'ailleurs  on  tirera  immédiatement  des  formules  (49)  et  (5o), 
(5i)      D»ï]  -  DrÇ=lW-  DrÇ',        Dx(D,ïi  -  D^)  =  D*(D,>j'-  DrÇ'), 

Les  équations  de  condition  (5i)  et  (52)  offrent  cela  de  remarquable, 
que  les  deux  dernières  renferment  seulement  les  déplacements  £,  'i' 
mesurés,  dans  l'un  et  l'autre  milieu,  suivant  des  droites  perpendicu- 
laires à  la  surface  réfléchissante,  tandis  que  les  deux  premières  ren- 
ferment seulement  les  déplacements  o,C  ou  vj',  'C,  mesurés  suivant  des 
droites  parallèles  à  cette  surface. 
Posons  maintenant,  pour  abréger, 

(53)      /j2=W2H_(,2+(V2__k2  et  A-'2  =  «'-'+  l'2  +  w2  =  -k2. 

Les  conditions  (4^)»  (5o),  qui  doivent  subsister  pour  a  —  o,   étant 
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jointes  aux  formules  (G),  (8),  donneront 

Bw  —  Cv  +  B,w  —  Cév  =  B'w  —  Ce, 

u[(Bw-  Cv)  —  (Blw  —  Clv)']  =  iï(B'w-  C'v) 

et 

fr2(A  +  A,)  =  A-'2A', 

«(-^>-A,)-(^)(.°  +  ^)(AH-A,) 
ou,  ee  qui  revient  au  même, 


B'ir-O  _ _  (B»r  — O)  +  (B,»'  — f»  _ _  (B<y  — Ce)  — (B,»»  — C> 
«  «  m' 

A'  A  -4-  A, 


/l  ■-  Ml --—  fr'2  K      i 


ut)'  ;  iro' 

A-A 


k*rf.(i—  *"""*"  T*)  +  (/.'2  -  fr2)  [v*  +  «>»)(•!  +  A 

par  conséquent 

(54) 

BV-C'i;=     2"  ,(Bw  —  O), 

\  M  4-  m'  v  ; 

2/»- M      I  - 


Gomme,  en  vertu  des  formules  (53),  on  a 

fr'2—  A-2  =  [u'~  «)(«'+»), 

/,  '2  w  _  /,■>  M/  —  (j,2  +  „.2  _  rm')  („  _  M^        /, -'2  «  +  A-2  M'  _  (v2  +  W2  +  Ma#)  («  +  „'    , 
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il  est  clair  que  les  équations  (55)  peuvent  s'écrire  comme  il  suit 

\  >\  W    )       v  '  \X)       V )  u—n' 

56]   / 


V  \  t)V)'     /  -i.il 


Les  équations  (54)  et  (55)  ou  (56),  jointes  aux  formules  (5)  et  (7),  suf- 
fisent pour  déterminer  complètement  les  valeurs  des  constantes 

A,,     P.,,     C     et    11,    A',     B',     C 

relatives  aux  mouvements  réfléchi  et  réfracté,  quand  on  connaît  les 
valeurs  des  constantes 

//,     r,     w,    s,     A,     B,    C 

relatives  au  mouvement  incident. 
Si  l'on  veut,  dans  les  valeurs  de 

A,     B,     C,     A',     B,     C, 
introduire  les  coefficients  réels 

v,    v,    w,    u', 
à  la  place  des  coefficients  imaginaires 

II,      V,      (V,      u', 

il  suffira  d'avoir  égard  aux  formules  (9).  Alors  les  formules  (54)  et  (5(5), 
jointes  aux  formules  (2)  et  (7),  donneront 


(57) 


B,w 

-C,t 
-Cv 

u  — u' 

Bw 

-  u  -i-  u' 

B'w 

-Cv 

21: 

Bw 

-Cv 

L  H-  l' 
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i'I.      V'  +  WJ 


A'  \  tW     /  i  —  i 


cl 

(  —  A,u  +  li;v  +  C  w  =  o, 

(59) 

!       A'u'+B'v+C'w  =o. 

Les  calculs  se  simplifient  lorsqu'on  suppose  l'axe  des  z  parallèle  aux 
traces  des  plans  des  ondes  sur  la  surface  réfléchissante.  Alors,  la  for- 
mule (23)  du  §  IV  devant  se  réduire  à 

r=  <>, 
on  aura  nécessairement 


w  =  o,         w  =  w  \J —  I  =  o, 

et  par  suite  les  formules  (i),  (4),  (6)  deviendront 

(6o  )         l  =  Ae"x+,:y-st,  7,  =  Beux+vr-st,  ï  =  Ceux+vr-st, 

(]\)         ;  =  A,  e~ux+vy-st ,         ■/]  =  Bie-'u:+,'r-st,         Ç  =  0/ e~ux+vr~st , 
(ri  )        l'  =  A'  eu'x+vr-st,         y,'  =  B'  e«'.''+<'.>-.",  ç'  —  C'e"'^/-^. 

Alors  aussi,  les  valeurs  des  déplacements  symboliques  étant  indépen- 
dantes de  s,  dans  chacun  des  mouvements  incident,  réfléchi  et  réfracté, 
les  dérivées  de  ces  déplacements,  relatives  à  s,  s'évanouiront  dans  les 
formules  (f\iï)  et  (5o),  qui  se  réduiront  aux  suivantes 

(63)  \)yC  =  \)xl' ,        \h\\rl  =  Drl)>  -l' , 

(641  \v*-^^+m=\»<-^-^m 

Comme  on  pourra  d'ailleurs,  dans  celles-ci,  remplacer  Dv  par  v,  les 

OEuvres  de  C.  —  S.  I.  t.  IV.  6l 
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formules   63  )  donneront 

ou,  ce  <|ui  revient  au  même, 

l  =  Ç  ,         y  =  &  . 

Ces  dernières,  qui  se  trouvent  déjà  comprises  parmi  les  conditions  2 1   . 
donneront  encore 


C      C/==C,        m(C-   C,)    =«'C', 


par  conséquent 

65) 


C         a  —  u' 


C 


■>.  // 


C        u  -f-  m' 


/f  -f-  « 


(   1 


el  l'on  tirera  des  formules  (64  ) 


66 


v- 


V-—   nu         l ;      -)-  I  u   -+-  U  )V-     -      -H  — :  . 


i  i 


V 
A 


/.a 


r- 


Of)' 


("+«"')  l'-w 


!  «'  -  «    i--' 


A        ( ^  4-  kk' )  f  i ~\  -h  [u'—  u)  v*-  ( -  -+-  — 


I  I   \     «  +  M 


■>.  ?/ 


I  I    \     Il  —  u 

t>  ""  ty 


D'autre  part,  en  vertu  des  formules  (5),  (5),  (  7)  et  |  53),  on  aura,  noi 
seulement 


67) 
et 
68) 

mais  encore 
69 


A  u  -\~  l)v  =  o 


\,i{  4-  B;e—  o,  V.V4-  ïî\  =  o, 


7  •* 

/,"-z=:  'f-  +  (;2  —   — , 


A'2=:^+   J/2^ 


Enfin  on  ne  devra  pas  oublier  que  ces  diverses  formules  se  rapportent 
au  cas  où  les  mouvement  incident,  réfléchi  et  réfracté  sont  <  1 11  nombre 


EXTRAIT  N°  58.  i83 

de  ceux  qui  ne  s'éteignent  pas  en  se  propageant,  et  où  par  suite  les 
valeurs  de  u,  v,  s,  u'  sont  de  la  forme 


I70)  M  =  UV/— I,  V  =  \J—  I,  5=sv/_l>  M'--u'v'_  i, 


58. 

Mécanique  céleste.         Mémoire  sur  l'intégration  des  équations 
différentielles  des  mouvements  planétaires. 

C.  R.,  t.  IX,  p.    18  i  1  ',  août  1839). 

On  sait  que  je  me  suis  déjà  occupé,  à  diverses  reprises,  de  l'intégra- 
tion des  équations  du  mouvement  de  notre  système  planétaire,  et  que 
tel  a  été  l'objet  direct  ou  indirect  de  plusieurs  des  Mémoires  que  j'ai 
publiés  à  Turin  et  à  Prague,  dans  les  années  i83i,  1882,  i833  et  1 835. 
Parmi  ces  Mémoires,  il  en  est  un  qui  a  surtout  attiré  l'attention  des 
géomètres,  les  résultats  qu'il  renferme  ayant  paru  assez  nouveaux  c! 
assez  importants  pour  que  des  savants  distingués  aient  voulu  en  re- 
produire une  traduction  italienne,  en  joignant  au  texte  des  Notes  fort 
étendues,  propres  à  familiariser  le  lecteur  avec  les  méthodes  dont  j'ai 
fait  usage.  Je  veux  parler  du  Mémoire  qui,  comme  l'indique  son  titre, 
a  spécialement  pour  objet  la  Mécanique  céleste  et  un  nouveau  calcul 
applicable  à  un  grand  nombre  de  questions  diverses.  C'est  dans  ce 
Mémoire  que  j'ai  donné  des  formules  pour  la  détermination  directe  de 
chacun  des  coefficients  numériques  relatifs  aux  perturbations  des  mou- 
vements planétaires,  et  pour  la  simplification  de  calculs  qui  exigent 
quelquefois,  des  astronomes,  plusieurs  années  de  travail.  Un  des 
membres  correspondants  de  cette  Académie,  M.  Plana,  m'ayant  parle 
du  temps  que  consumaient  de  pareils  calculs,  je  lui  dis  que  j'étais  per- 
suadé qu'il  serait  possible  de  les  abréger,  et  même  de  déterminer  im- 
médiatement le  coefficient  numérique  correspondant  a   une  inégalité 
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donnée.  Effectivement,  au  bout  de  quelques  jours,  je  lui  rapportai  des 
formules  à  l'aide  desquelles  on  pouvait  résoudre  de  semblables  ques- 
tions, et  dont  j'avais  déjà  fait  l'application  à  la  détermination  de  cer- 
tains nombres  qu'il  est  utile  de  considérer  dans  la  théorie  de  Saturne 
et  de  Jupiter.  Au  reste,  pour  établir  les  formules  dont  il  s'agit,  et 
d'autres  formules  analogues  renfermées  dans  le  Mémoire  ci-dessus 
mentionné,  il  suffisait  d'appliquer  au  développement  de  la  fonction, 
désignée  par  R  dans  la  Mécanique  céleste,  des  théorèmes  bien  connus, 
tels  que  le  théorème  de  Taylor  et  le  théorème  de  Lagrange  sur  le  déve- 
loppement des  fonctions  des  racines  d'équations  algébriques  ou  trans- 
cendantes. Mais  il  était  nécessaire  de  recourir  à  d'autres  principes  et  à 
de  nouvelles  méthodes  pour  obtenir  des  résultats  plus  importants,  que 
je  vais  rappeler  en  peu  de  mots. 

Enjoignant  à  la  série  de  Maclaurin  le  reste  qui  la  complète,  et  présen- 
tant ce  reste  sous  la  forme  que  Lagrange  lui  a  donnée,  ou  sous  d'autres 
formes  du  même  genre,  on  peut  s'assurer,   dans  un  grand   nombre 
de  cas,  qu'une  fonction  explicite  d'une  seule  variable  x  est  dévelop- 
pable,  pour  certaines  valeurs  de  x,  en  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  cette  variable,  et  déterminer  la 
limite  supérieure  des  modules  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  x, 
pour  lesquels  le  développement  subsiste.  De  plus,  la  théorie  du  déve- 
loppement des  fonctions  explicites   de  plusieurs  variables  peut  être 
aisément  ramenée  à  la  théorie  du  développement  des  fonctions  expli- 
cites d'une  seule  variable.  Mais  il  importe  d'observer  que  l'application 
des  règles,  à  l'aide  desquelles  on  peut  décider  si  la  série  de  Maclaurin 
est  convergente  ou  divergente,  devient  souvent  très  difficile,  attendu 
que  dans  cette  série  le  terme  général,  ou  proportionnel  à  la  7i,eme  puis- 
sance de  la  variable,  renferme  la  dérivée  de  l'ordre  n  de  la  fonction 
explicite  donnée,  ou  du  moins  la  valeur  de  cette  dérivée  qui  correspond 
à  une  valeur  nulle  de  x,  et  que,  hormis  certains  cas  particuliers,  la 
dérivée  de  l'ordre  n  prend  une  forme  de  plus  en  plus  compliquée  à 
mesure  que  n  augmente. 

Quant  aux  fonctions  implicites,  on  avait  présenté  pour  leurs  déve- 
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loppements  en  séries,  diverses  formules  déduites  le  plus  souvent  de  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés.  Mais  les  démonstrations  qu'on 
avait  données  de  ces  formules  étaient  généralement  insuffisantes  : 
i°  parce  qu'on  n'examinait  pas  d'ordinaire  si  les  séries  étaient  conver- 
gentes ou  divergentes,  et  qu'en  conséquence  on  ne  pouvait  dire  le  plus 
souvent  dans  quel  cas  les  formules  devaient  être  admises  ou  rejetées; 
2°  parce  qu'on  ne  s'était  point  attaché  à  démontrer  que  les  développe- 
ments obtenus  avaient  pour  sommes  les  fonctions  développées,  et  qu'il 
peut  arriver  qu'une  série  convergente  provienne  du  développement 
d'une  fonction  sans  que  la  somme  de  la  série  soit  équivalente  à  la  fonc- 
tion elle-même.  11  est  vrai  que  l'établissement  de  règles  générales 
propres  à  déterminer  dans  quels  cas  les  développements  des  fondions 
implicites  sont  convergents,  et  représentent  ces  mêmes  fonctions,  pa- 
raissait offrir  de  grandes  difficultés.  On  peut  en  juger  en  lisant  atten- 
tivement le  Mémoire  de  M.  Laplace  sur  la  convergence  ou  la  divergence 
de  la  série  que  fournit,  dans  le  mouvement  elliptique  d'une  planète,  le 
développement  du  rayon  vecteur  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
l'excentricité.  Je  pensai  donc  que  les  astronomes  et  les  géomètres  atta- 
cheraient quelque  prix  à  un  travail  qui  avait  pour  but  d'établir,  sur  le 
développement  des  fonctions,  soit  explicites,  soit  implicites,  des  prin- 
cipes généraux  et  d'une  application  facile,  à  l'aide  desquels  on  pût,  non 
seulement  démontrer  avec  rigueur  les  formules  et  indiquer  les  condi- 
tions de  leur  existence,  mais  encore  fixer  les  limites  des  erreurs  que 
l'on  commet  en  négligeant  les  restes  qui  doivent  compléter  les  séries. 
Parmi  ces  règles,  celles  qui  se  rapportent  à  la  fixation  des  limites  des 
erreurs  commises  présentaient  dans  leur  ensemble  un  nouveau  calcul 
que  je  désignai  sous  le  nom  de  Calcul  des  limites.  Les  principes  de  ce 
nouveau  calcul  se  trouvent  exposés,  avec  des  applications  à  la  Méca- 
nique céleste,  dans  les  Mémoires  lithographies  à  Turin,  sous  les  dates 
du  i5  octobre  i83r,  de  i832  et  du  6  mars  i833.  L'accueil  bienveillant 
que  reçurent  ces  Mémoires,  dès  qu'ils  eurent  été  publiés,  dut  m'encou- 
rager  à  suivre  la  route  qui  s'était  ouverte  devant  moi,  et  à  exécuter  le 
dessein  que  j'avais  annoncé  (Mémoire  du  i5  octobre  i83i),  de  faire 
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voir  comment  le  nouveau  calcul  peut  être  appliqué  aux  séries  qui  repré- 
sentent les  intégrales  d'un  système  d'équations  différentielles  linéaires 
on  non  linéaires.  Tel  est  effectivement  l'objet  d'un  Mémoire  lithographie 
à  Prague  en  1 835,  et  dans  lequel  je  montre,  d'une  part,  comment  on 
peut  s'assurer  de  la  convergence  des  séries  en  question;  d'autre  part, 
comment  on  peut  fixer  des  limites  supérieures  aux  modules  des  restes 
qui  complètent  ces  mêmes  séries.  Toutefois,  quoique  les  résultats  aux- 
quels je  suis  parvenu  dans  le  Mémoire  de  i835  paraissent  déjà  dignes 
de  remarque,  cependant  ils  ne  forment  qu'une  partie  de  ceux  auxquels 
on  se  trouve  conduit  par  la  méthode  dont  j'ai  fait  usage.  C'est  ce  que 
j'ai  déjà  observé  dans  une  lettre  adressée  à  M.  Coriolis,  le  28  jan- 
vier 1837.  Cette  lettre,  insérée  dans  les  Comptes  rendus  de  nos  séances, 
renferme  l'énoncé  de  quelques  théorèmes  importants  que  je  me  pro- 
pose maintenant  de  développer,  surtout  sous  le  rapport  de  leurs  appli- 
cations à  la  Mécanique  céleste,  à  laquelle  ils  semblent  promettre  d'heu- 
reux et  utiles  perfectionnements.  Pour  ne  point  abuser  de  l'attention 
de  l'Académie,  je  me  bornerai  aujourd'hui  à  donner  l'énoncé  précis  et 
la  démonstration  d'un  théorème  fondamental  inséré  dans  la  lettre  dont 
il  s'agit. 

Théorème.  —  x  désignant  une  variable  réelle  ou  imaginaire,  une  fonc- 
tion réelle  ou  imaginaire  de  x  sera  développable  en  une  série  convergente, 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  dex,  tant  cpie  le  module  de  x 
conservera  une  valeur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celles  pour  lesquelles  la 
fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d'être  finie  et  continue. 

Démonstration.  —  Soit 

une  fonction  donnée  de  la  variable  x.  Si  l'on  attribue  à  cette  variable 
une  valeur  imaginaires  dont  le  module  soit  Z  et  l'argument/?,  en  sorte 

qu'on  ait 

z  =  ZeM,rT, 

on  aura  identiquement 

M  <?/(*)_        '        àf[z) 

dz    -Zvcrr    dp 
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Supposons  maintenant  que  l'on  intègre  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (i):  i°  par  rapport  à  Z  et  à  partir  de  Z  =  o;  2°  par  rapport  à p 
entre  les  limites/;  =  —  -,  p  =  -.  Si  la  fonction  de  Z  et  de  p,  repré- 
sentée par/(z),  reste,  avec  sa  dérivée /'(z),  finie  et  continue,  quel  que 
soit  p,  pour  la  valeur  attribuée  à  Z,  et  pour  une  valeur  plus  petite,  on 
trouvera 


i 


f  /(  -"  )  dp 


'«/(<>: 


Si,  de  plus,  la  fonction /(a?)  s'évanouit  avec  x,  l'équation  i  i  )  donnera 
simplement 


(3) 


f(z)dp  =  o. 


Enfin,  si,  dans  la  formule  (3),  on  remplace  /'  s  )  par  le  produit 

z  —  X 

x  étant  différent  de  -,  et  le  module  de  x  inférieur  à  Z,  on  en  conclura 


f__^idp=f_^i,^f[x)j_ 


'+  T  +  7Ï  +     '•)  <*/'      :27:/  *' 


et  par  suite 


*/(*) 


f[x)—- (If 


L'équation  (4)  suppose,  comme  les  équations  (2)  et  (3),  que  la  fonc- 
tion de  Z  et  de  p,  représentée  par /\c),  reste,  avec  sa  dérivée/'  ;  , 
finie  et  continue  pour  la  valeur  attribuée  à  Z  et  pour  des  valeurs  plus 
petites.  D'ailleurs,  comme  le  rapport 


x 


est  la  somme  de  la  progression  géométrique 


x        .r  - 
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qui  demeure  convergente  tant  que  le  module  de  x  reste  inférieur  au 
module  Z  de  s  ;  il  suit  de  la  formule  (4)  que 

sera  développable  en  une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  x,  si  le  module  de  la  variable  réelle  ou  imagi- 
naire x  conserve  une  valeur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celtes  pour 
lesquelles  la  fonction  f(x)  et  sa  dérivée /'(.r)  cessent  d'être  finies  et 
continues. 

Ainsi,  en  particulier,  puisque  les  fonctions 

cos.r,     smx,     ex,     ex",     cos(i  —  x2),     ... 

et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  ne  cessent  jamais  d'être  finies  et 
continues,  elles  seront  toujours  développables  en  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Au  contraire,  les 
fonctions 

i 

*■  I  3C 

(i  +  .r)% -, ■>     logfi  +  ar),     arc  tangue,     ..., 

!  —  *  i  +  s/i  —  X2 

qui,  lorsqu'on  attribue  à  x  une  valeur  imaginaire  de  la  forme 

cessent  d'être,  avec  leurs  dérivées  du  premier  ordre,  fonctions  conti- 
nues de  x,  au  moment  où  le  module  Z  devient  égal  à  i,  seront  certai- 
nement développables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  variable  a?  si  la  valeur  réelle  ou  imaginaire 
de  a;  offre  un  module  inférieur  à  l'unité;  mais  elles  pourront  devenir 
et  deviendront  en  effet  divergentes  si  le  module  de  x  surpasse  l'unité. 
Enfin,  comme  les  fonctions 

i         i 

ex .     ex  ,     cos  -  i 
x 

deviennent  discontinues  avec  leurs  dérivées  du  premier  ordre  pour 
une  valeur  nulle  de  x,  par  conséquent  lorsque  le  module  de  x  est  le 
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plus  petit  possible,  elles  ne  seront  jamais  développables  en  séries  con- 
vergentes ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

Nota.  —  La  démonstration  précédente  du  théorème  énoncé  suppose 
que,  si  les  conditions  indiquées  dans  ce  théorème  sont  remplies,  l'équa- 
tion (i)  entraînera  toujours  l'équation  (2).  Or  c'est  ce  dont  on  ne  sau- 
rait douter.  En  effet,  admettons  que  le  module  Z  de  z  conserve  une 
valeur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celles  pour  lesquelles  la  fonction 
/'(  s)  et  sa  dérivée  /'(s)  cessent  d'être  finies  et  continues.  Pour  une  telle 
valeur  de  Z,  la  valeur  commune  des  deux  membres  de  la  formule  (  1  ), 
savoir 

restera  finie  et  déterminée;  et  l'on  pourra  en  dire  autant  des  fonctions 
réelles 

o>Z,p)  =  -  [e/'V'~  /'(ZeW^ï)  -+-  e~P^  /'(Ze-/'V^T)j, 


2 


X[Z,p)  =  --^O/V-i/^ZeW    ')  _  e-W-i  /"(Ze-n'H 
2  v'  —  1 

et,  par  conséquent,  des  intégrales  doubles 

j     y   9(Z,p)dpdZ=J   j'   9(Z,p)dZdp, 

f     f   x[Z,p)dpdZ  =  j      f   ■/C(Z,p)dZdp. 

"  —.71   «^0  c     0  J  —  T. 

Donc,  puisqu'on  aura  identiquement 

eP^f'(z)  =  9(Z,p)  +  s/~iX(Z,p), 


l'intégrale  double 


f     f   eP^f\z)dpdZ=  f     f   e"^-\f\z)dZdp 

V  —  T.    «■     0  *"  0  *■     —  " 

conservera  elle-même  une  valeur  finie  et  déterminée.  D'ailleurs,  la  fonc- 
tion /(s)  restant  par  hypothèse  finie  et  continue  pour  les  valeurs  attri- 
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buées  à  /  et  pour  une  valeur  plus  petite,  ou  aura  encore 

J   eP^f'(z)dZ  =  f   dJ^ldZ=f[z)-f(o), 

f_f^r[z)éR=^fjmdp=o, 

comme  on  le  conclura  sans  peine  des  principes  établis  dans  le  résumé 
des  leçons  données  à  l'Ecole  Polytechnique  sur  le  Calcul  infinitésimal. 
Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  l'équation  (i)  entraînera  la  formule 

/    lf{*)-f[o)-]dp  =  o, 

j      f[Z)<fP=J     /(o!^  =  2ïï/(o), 

qui  est  précisément  l'équation  (i). 

Nous  remarquerons  en  finissant  que  les  fonctions  ci-dessus  prises 
pour  exemples,  et  leurs  dérivées  du  premier  ardre,  deviennent  tou- 
jours infinies  ou  discontinues  pour  les  mêmes  valeurs  du  module  de  la 
variable  indépendante.  Si  l'on  était  assuré  qu'il  en  fût  toujours  ainsi, 
on  pourrait,  dans  le  théorème  énoncé,  se  dispenser,  comme  nous 
l'avions  fait  dans  le  Mémoire  de  1 83  i ,  et  dans  la  lettre  à  M.  Coriolis, 
de  parler  de  la  fonction  dérivée.  Mais,  comme  on  n'a  point  à  cet  égard 
une  certitude  suffisante,  il  est  plus  rigoureux  d'énoncer  le  théorème 
dans  les  termes  dont  nous  nous  sommes  servis  plus  liant. 

Ce  serait  ne  pas  répondre  suffisamment  à  l'attente  de  l'Académie,  que  de 
terminer  cette  Note  sans  payer  un  juste  tribut  de  regrets  à  la  mémoire  de  celui 
dont  la  perte  récente  laisse  un  grand  vide  au  milieu  de  nous  (').  Si,  au  jour 
du  deuil  et  de  la  tristesse,  j'ai  cru  devoir  me  borner  à  joindre  mes  bumbles 
prières  à  celles  que  la  religion  offrait  pour  lui,  je  n'en  serai  que  plus  empressé 
a  m'acquiUer  des  devoirs  si  doux  que  la  reconnaissance  m'impose  envers  un 
illustre  confrère  qui  jadis  parut  prendre  quelque  plaisir  à  me  compter  au 
nombre   de  ses  élèves,    et  voulut  bien  applaudir  à  mes  premiers  travaux. 

(')  .M.  (le  Pronv. 
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D'autres  vous  ont  dit  et  vous  diront  encore  tout  ce  qu'il  a  fait  comme  savant, 
comme  ingénieur,  et  les  nombreux  monuments  de  ses  doctes  veilles  suffiraient 
pour  l'attester.  Pour  moi,  ce  que  je  me  plairai  surtout  à  rappeler  aujourd'hui, 
c'est  celte  bienveillance  naturelle  avec  laquelle  il  abordait,  il  recherchait  ceux 
qui  cultivaient  les  sciences,  ceux-là  même  dont  il  n'aurait  pas  partagé  toutes 
les  convictions.  Il  me  souvient  encore  de  l'aimable  accueil  que  je  reçus  de  lui 
après  une  absence  de  huit  années.  Pour  la  consolation  de  ma  patrie,  il  y  a  deux 
sentiments  qu'en  France  on  aime  à  voir  profondément  gravés  dans  les  cœurs, 
et  auxquels,  je  le  sais  par  expérience,  on  se  plaît  à  rendre  justice,  je  veux  dire, 
le  dévoûment  à  l'infortune  et  l'amour  sincère  de  la  vérité. 


59. 

Physique  mathématique.  —  Mémoire  où  l'on  montre  comment  une  seule  et 

même  théorie  peut  fournir  les  lois  de  propagation  de  la  lumière  et  de  la 

chaleur. 

C.  R.,  t.  IX,  p.  283  (26  août  i83<j). 

Les  principes  exposés  dans  mes  précédents  Mémoires,  comme  j'en 
ai  fait  l'observation,  et  comme  on  le  verra  de  plus  en  pins  par  les  dé- 
veloppements que  je  donnerai,  sont  applicables  à  la  solution  d'un 
grand  nombre  de  problèmes  de  Physique  mathématique.  Mais,  parmi 
les  conséquences  qui  se  déduisent  de  ces  principes,  il  en  est  plusieurs 
qu'il  me  parait  utile  de  signaler  dès  à  présent.  x\insi,  en  particulier,  je 
suis  parvenu  à  reconnaître  qu'il  existe,  entre  les  lois  de  propagation 
de  la  chaleur  et  les  lois  de  la  polarisation  de  la  lumière  réfléchie,  une 
connexion  intime  qu'on  n'aurait  pas  soupçonnée  au  premier  abord,  et 
que  je  vais  établir  en  peu  de  mots. 

Dans  mes  Leçons  données  au  Collège  de  France  en  i83o  et  dans  les 
Mémoires  que  j'avais  déjà  publiés  à  cette  époque  sur  la  Théorie  de  la 
lumière,  j'ai  prouvé  que  les  mouvements  parotides  planes,  qui  peuvent 
se  propager  dans  un  système  de  molécules  isotrope  où  l'élasticité  reste 
la  même  en  tous  sens,  sont  de  deux  espèces,  savoir:  des  mouvements 
dans  lesquels  les  vibrations  moléculaires  restent  parallèles  aux  plans 
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des  ondes,  et  des  mouvements  dans  lesquels  les  vibrations  sont  per- 
pendiculaires à  ces  plans;  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  des  mouve- 
ments qui  ont  lieu  sans  que  la  densité  varie,  et  des  mouvements 
qu'accompagne  un  changement  de  densité  du  système.  Ainsi  s'est 
trouvée  détruite  l'objection  qu'on  avait  élevée  contre  la  supposition 
admise  par  Fresnel,  savoir  que,  dans  les  rayons  lumineux,  il  existe  des 
vibrations  transversales.  J'ai  remarqué  d'ailleurs  que,  dans  le  cas  où  la 
propagation  du  mouvement  ne  s'effectuait  pas  en  tous  sens  suivant  les 
mêmes  lois,  les  vibrations  cessaient  d'être  rigoureusement  parallèles 
;iux  plans  des  ondes,  et  j'ai  montré,  d'une  part,  dans  les  Exercices  de 
Mathématiques,  d'autre  part,  dans  les  Mémoires  présentés  à  l'Aca- 
démie les  17  et  3i  mai  r83o,  comment  on  pouvait,  dans  ce  cas,  obtenir 
ce  que  Fresnel  appelle  la  surface  des  ondes,  soit  en  la  considérant 
comme  une  surface  enveloppée  de  tous  côtés  par  les  ondes  planes,  qui 
représentent  alors  les  plans  tangents,  soit  en  intégrant  généralement 
les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  de  molé- 
cules dont  quelques-unes,  renfermées  dans  un  très  petit  espace,  se 
trouvent  seules,  au  premier  instant,  écartées  de  leurs  positions  d'équi- 
libre. Lorsque  le  système  de  molécules  donné  devient  isotrope,  les 
deux  espèces  d'ondes,  relatives  aux  vibrations  transversales  et  longi- 
tudinales, se  propagent  avec  des  vitesses  indépendantes  de  la  direction 
des  plans  de  ces  ondes;  mais  les  deux  vitesses  de  propagation,  relatives 
aux  deux  espèces  d'ondes,  diffèrent  généralement  l'une  de  l'autre.  Si, 
en  supposant  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  réduites 
à  des  équations  homogènes  du  second  ordre,  on  les  faisait  coïncider 
avec  les  formules  qu'avait  proposées  d'abord  M.  Navier,  le  rapport  des 
deux  vitesses  de  propagation  serait  celui  de  \J3  à  l'unité.  Mais  cette 
valeur  particulière  du  rapport  des  deux  vitesses  de  propagation  ne  pa- 
raît pas  devoir  être  admise  dans  la  théorie  de  la  lumière,  et,  au  con- 
traire, en  comparant  à  l'expérience  les  formules  établies  dans  mon 
Mémoire  sur  la  réflexion  des  mouvements  simples,  on  en  conclut  que, 
dans  le  vide  et  les  milieux  dont  la  surface  polarise  complètement  la 
lumière  réfléchie,  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  relatives  aux 
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vibrations  longitudinales  doit  s'évanouir.  Ainsi,  lorsque,  dans  la  théorie 
de  la  lumière,  on  se  borne  à  la  première  approximation,  en  négligeant 
les  termes  qui  peuvent  être  omis  quand  on  ne  tient  pas  compte  de  la  dis- 
persion des  couleurs,  on  arrive  à  cette  conséquence  digne  de  remarque, 
non  seulement  que  les  vibrations  transversales  peuvent  subsister,  mais 
encore  qu'elles  sont  les  seules  qui  se  propagent.  Voyons  maintenant 
suivant  quelles  lois  pourront  se  propager  les  vibrations  longitudinales, 
et  de  quelle  nature  elles  pourront  être  si  l'on  pousse  plus  loin  l'ap- 
proximation. 

Dans  une  lettre  écrite  à  M.  Ampère  le  19  février  [836,  et  insérée 
dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie,  j'ai  dit  qu'il  serait 
intéressant  d'examiner  si  les  vibrations  longitudinales  ne  pourraient  pas 
représenter  le  mouvement  de  la  chaleur.  Or  la  question  que  je  proposais 
alors  aux  physiciens  me  paraît  aujourd'hui  devoir  être  résolue  par 
l'affirmative.  Je  vais  en  donner  les  motifs. 

Si  la  chaleur  est  un  mouvement  vibratoire,  comme  tout  porte  à  le 
croire,  et  si  elle  peut  se  propager  dans  le  vide,  c'est-à-dire  dans  l'éther 
considéré  isolément,  il  faut  qu'elle  y  soit  l'un  des  mouvements  de 
vibration  dont  l'éther  est  susceptible.  Or,  lorsque  des  vibrations  pro- 
pagées dans  l'éther  parviennent  à  de  grandes  distances  du  centre 
d'ébranlement,  en  sorte  que  les  surfaces  des  ondes,  prises  dans  une 
étendue  limitée,  puissent  être  sans  erreur  sensible  considérées  comme 
des  surfaces  planes,  ces  vibrations  se  réduisent  nécessairement  à  celles 
que  comportent  des  mouvements  par  ondes  planes,  c'est-à-dire  à  des 
vibrations  ou  transversales  ou  longitudinales  (').  Donc,  puisque  les 
vibrations   transversales,  qui   s'exécutent  sans  que  la  densité  varie, 

(')  S'il  restait  quelques  doutes  à  cet  égard,  il  suffirait,  pour  les  faire  disparaître,  de  dis- 
cuter les  valeurs  que  les  intégrales  générales  des  mouvements  infiniment  petits,  réduites  à 
leur  forme  la  plus  simple,  fournissent  pour  les  déplacements  et  les  vitesses  des  molécules, 
à  de  grandes  distances  du  centre  d'ébranlement,  comme  nous  l'avons  fait,  M.  Poisson  et  moi, 
dans  la  théorie  des  ondes  propagées  à  la  surface  d'un  liquide,  et  comme  l'a  fait  M.  Poisson 
à  l'égard  des  équations  proposées  d'abord  par  M.  Navier.  J'ajouterai  que  la  discussion  des 
intégrales  générales  des  équations  homogènes  est  précisément  l'une  des  deux  méthodes  par 
lesquelles  j'étais  parvenu,  en  i83o,  à  former  les  équations  générales  des  ondes  sonores,  lu- 
mineuses, et  à  retrouver  ce  que  Fresncl  appelle  la  surface  des  mules. 


'.!>+  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADEMIE. 

représentent  la  lumière,  il  ne  reste  pour  représenter  la  chaleur  que  les 
vibrations  longitudinales,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  vibrations 
accompagnées  d'un  changement  de  densité. 

D'autre  part,  on  sait  que  l'équation  aux  différences  partielles,  par 
laquelle  on  a  réussi  à  représenter,  d'une  manière  satisfaisante,  les  lois 
de  la  propagation  de  la  chaleur,  est,  si  l'on  peut  s'exprimer  ainsi,  une 
équation  boiteuse,  cette  équation  étant  du  second  ordre  par  rapport 
aux  coordonnées,  et  du  premier  ordre  seulement  par  rapport  au  temps, 
domine  d'ailleurs,  dans  les  problèmes  de  Mécanique,  les  dérivées  rela- 
tives  au  temps  sont  généralement  du  second  ordre,  il  est  naturel  de 
supposer,  et  c'était,  je  crois,  la  pensée  de  M.  Ampère,  que  l'équation 
du  mouvement  de  la  chaleur  tire  son  origine  d'une  autre  équation  dont 
elle  représente  une  intégrale  particulière,  et  qui  serait  du  second  ordre 
par  rapport  au  temps,  mais  du  quatrième  ordre  par  rapport  aux  coor- 
données. Or,  il  est  remarquable  que  cette  supposition  s'accorde  par- 
faitement avec  l'hypothèse  que  la  chaleur  est  représentée  dans  l'éther 
par  des  vibrations  qu'accompagne  un  changement  de  densité.  En  effet, 
dans  les  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  isotrope,  la  dila- 
tation du  volume  se  trouve  séparément  déterminée  par  une  équation 
aux  différences  partielles  qui  ne  renferme  que  des  dérivées  d'ordre 
pair,  le  premier  membre  étant  la  dérivée  du  second  ordre  relative  au 
temps,  et  le  second  membre  étant  composé  de  termes  qui  renferment 
des  dérivées  relatives  aux  coordonnées,  savoir,  trois  dérivées  du  second 
ordre,  six  du  quatrième  ordre,  et  ainsi  de  suite.  Or,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  plus  haut,  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  longitudinales 
sera  nulle  si  l'on  réduit  les  équations  des  mouvements  infiniment  petits 
de  l'éther  à  des  équations  homogènes.  Donc  les  dérivées  du  second 
ordre  disparaîtront  d'elles-mêmes,  et  les  premières,  dont  on  devra  tenir 
compte,  seront  les  dérivées  du  quatrième  ordre.  Si  d'ailleurs  on  né- 
glige alors  les  dérivées  d'un  ordre  supérieur  au  quatrième,  la  formule 
que  l'on  obtiendra  sera  précisément  l'équation  aux  différences  par- 
tielles, dont  l'équation  connue  du  mouvement  de  la  chaleur  est  une 
intégrale  particulière. 
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Ainsi,  en  résumé,  si  l'on  admet  que  les  vibrations  de  la  chaleur  dans 
Péther  sont  des  vibrations  accompagnées  d'un  changement  de  densité, 
alors,  en  partant  de  ce  fait  unique,  qu'il  existe  des  corps  qui  polarisent 
complètement  la  lumière  par  réflexion,  on  se  trouvera  conduit  à 
l'équation  du  mouvement  de  la  chaleur  telle  que  Fourier  l'a  donnée; 
et  réciproquement  la  forme  généralement  attribuée  à  l'équation  de  la 
chaleur  entraînera  la  possibilité  de  la  polarisation  complète  dont  il 
s'agit. 

Si  l'on  adopte  les  principes  que  nous  venons  d'exposer,  la  lumière 
pourra  se  propager,  sans  être  accompagnée  de  chaleur,  soit  dans  le 
vide  et  les  espaces  célestes,  comme  M.  Herschel  l'avait  pensé,  soil 
dans  les  corps  parfaitement  transparents  etisophanes.  Mais  il  n'en  sera 
plus  de  même  lorsque  la  lumière  traversera  un  corps  transparent  non 
isophane,  ni  surtout  lorsqu'elle  pénétrera,  en  s'éteignant,  dans  une 
couche  très  mince  d'un  corps  opaque,  située  près  de  la  surface  de  ce 
corps.  Alors,  en  effet,  il  n'existera  plus  de  vibrations  qui,  étant  sen- 
siblement parallèles  aux  plans  des  ondes,  s'effectuent  sans  changement 
de  densité. 

Au  reste,  pour  déterminer  d'une  manière  précise  et  la  nature  et  les 
lois  de  propagation  de  la  chaleur  dans  les  corps,  il  pourra  être  utile  de 
recourir  aux  équations  que  j'ai  données  précédemment  et  qui  repré- 
sentent les  mouvements  infiniment  petits  d'un  double  système  de  mo- 
lécules sollicitées  par  des  forces  d'attraction  mutuelle.  C'est  là  une 
question  sur  laquelle  je  reviendrai  dans  de  nouveaux  Mémoires,  où  je 
montrerai  de  plus  comment  les  équations  dont  il  s'agit  peuvent  repré- 
senter les  mouvements  des  fluides,  et  en  particulier  le  mouvement  du 
son  propagé  dans  l'air  ou  dans  un  autre  fluide  élastique. 

Je  joins  ici  le  calcul  très  simple  sur  lequel  se  fonde  la  théorie  ci- 
dessus  exposée. 

Considérons  un  système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'at- 
traction ou  de  répulsion  mutuelle;  et  soit  >j  la  dilatation  du  volume,  au 
bout  du  temps  /,  pour  le  point  (x,  y,  z).  Si  le  système  est  isotrope, 
alors,  en  vertu  des  principes  développés  dans  un  précédent  Mémoire, 
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la  dilatation  y  pourra  être  séparément  déterminée  par  une  équation  aux 
différences  partielles  de  la  forme 

(i)  D;2y  =  Vy, 

V  désignant  une  fonction  entière  de  Dx,  D,,  D-,  et  même  du  trinôme 

Dj  +  D*  +  J)\, 

niais  généralement  composée  d'un  nombre  infini  de  termes.  On  aura 

donc 

V  =  a[D*  +  D*  +  Dl)  +  *(Dj»  +  D*  +  DJ)»  +  .  .  .-, 

a,  b  désignant  des  coefficients  constants;  en  sorte  que  l'équation  (i) 
deviendra 

(  2  )  I>j  y  =  a  (  D.J  -+-  D;.  +  Dl  )  v  +  b  (  D*  4-  D;.  +  DI)^+.... 

Si  l'on  se  borne  à  la  première  approximation,  l'équation  (2),  réduite  à 
une  équation  homogène  du  second  ordre,  prendra  la  forme 

(3)  Dfu  =  a(Di-t-DJ  +  DÎ)o; 

D'ailleurs,  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  Mémoire  sur  la  Réflexion  des  mou- 
vements simples,  il  résulte  que  le  coefficient  a  sera  nul  pour  tout  sys- 
tème de  molécules  dans  lequel  la  lumière  réfléchie  pourra  subir  une 
polarisation  complète,  par  exemple,  dans  le  vide  ou  l'éther  considère 
isolément;  et  qu'alors  la  formule  (3),  ou  celle  que  donne  une  première 
ap proxi ma t i on ,  d evie nd  ra 

(4)  D;y  =  o. 

Donc  alors,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (2),  le  premier  terme 
dont  on  devra  tenir  compte  sera  celui  qui  renfermera  les  dérivées  du 
quatrième  ordre,  savoir 

6(Dj.-f  D£+D!)2y. 
Si  l'on  néglige  les  termes  suivants,  l'équation  (2)  pourra  être  réduite  à 

(5)  [Df"-A(D*-+D}  +  D5)»]ù  =  o, 


EXTRAIT  N°  60.  497 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 

[Dr  +  &*(D*  ■+■  ])j.  +  Di)] [Dr  -  ft*(D»  -f  D*  +  D|)]u  ==  o, 
Or  on  vérifie  cette  dernière  formule  en  posant 

[D,-6*(D2  +  I>J  +  D;)]w  =  o 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  Dfw  =  ft*(Di  +  D*+D|)u 

ou,  enfin, 

(7)  .  Tf  =  *    U^^W 

et  l'on  reconnaît  immédiatement  ici  l'équation  du  mouvement  de  la 
chaleur  telle  qu'elle  est  généralement  admise  par  les  physiciens. 


60. 

Mémoire  sur  la  réduction  des  intégrales  généra/es  d'un  système  d  équations 

linéaires  aux  différences  partielles. 

C.  R.,  t.  IX,  p.  288  (26  août  i83g). 

M.  Cauchy  prouve  que  la  méthode  exposée  dans  le  Mémoire  sur  l'in- 
tégration d'un  système  d'équations  aux  différences  partielles  continue 
d'être  applicable  dans  le  cas  même  où  l'on  peut  abaisser  l'ordre  de 
l'équation  auxiliaire  qu'il  a  nommée  Véquation  caractéristique.  Alors 
les  intégrales  générales  se  présentent  sous  une  forme  plus  simple  que 
celle  qu'on  aurait  obtenue  si  l'on  n'avait  pas  tenu  compte  de  l'abaisse- 
ment dont  il  s'as;it. 
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61. 

Note. 
C.  R.,  t.  IX,  p.  337  (9  septembre  i83g). 

M.  Caucliy  fait  hommage  à  l'Académie  des  i'e,  2e,  3e  et  \e  livraisons 
du  nouvel  Ouvrage  qu'il  publie  sous  le  titre  à' Exercices  d'Analyse  et  de 
Physique  mathématique . 

Parmi  les  diverses  théories  qui  se  trouvent  ou  reproduites  ou  déve- 
loppées dans  les  diverses  livraisons  que  je  présente  aujourd'hui  à  l'A- 
cadémie, je  citerai,  dit  l'auteur,  comme  paraissant  mériter  une  atten- 
tion spéciale,  celle  que  renferme  le  Mémoire  sur  les  mouvements  infi- 
niment petits  dont  les  équations  offrent  une  forme  indépendante  de  la 
direction  de  trois  axes  coordonnés  supposés  rectangulaires,  ou  seule- 
ment de  deux  de  ces  axes.  Déjà  en  1828,  en  supposant  les  équations 
des  mouvements  infiniment  petits  d'un  système  homogène  de  molécules 
réduites  à  des  équations  homogènes,  j'avais  donné  les  conditions  qui 
doivent  être  remplies  pour  que  la  propagation  du  mouvement  s'effectue 
en  tous  sens  suivant  les  mêmes  lois,  soit  autour  d'un  point  quelconque, 
soit  autour  de  tout  axe  parallèle  à  un  axe  donné.  Les  conditions  que 
renferme  la  4e  livraison  de  mes  Nouveaux  Exercices  sont  beaucoup  plus 
générales  que  celles  que  j'avais  données  dans  les  Exercices  de  Mathé- 
matiques. Elles  ne  supposent  plus  les  équations  données  réduites  à  des 
équations  homogènes,  et  ce  qu'il  va  de  remarquable,  c'est  que  la  théo- 
rie, en  devenant  plus  générale,  est  aussi  devenue  beaucoup  plus  simple. 
La  démonstration  des  formules  comprises  dans  la  4elivraison  est  fondée 
sur  divers  théorèmes  relatifs  à  la  transformation  des  coordonnées,  et 
fournit  le  moyen  d'obtenir  très  facilement  les  équations  des  mouve- 
ments infiniment  petits  d'un  système  simple,  ou  de  plusieurs  systèmes 
de  molécules,  isophanes  ou  isotropes. 
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62. 


Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.   Lamé,   relatif  au  dernier  théorème 

de  Fermai. 

C.  R.,  t.  IX,  p.  359  (16  septembre  1 83g ) . 

L'Académie  nous  a  chargés,  M.  Liouville  et  moi,  de  lui  rendre  compte 
d'un  Mémoire  de  M.  Lamé  sur  le  dernier  théorème  de  Fermât. 

On  sait  que  Fermât,  l'un  des  plus  beaux  génies  qui  aient  illustré  la 
France,  a  donné  des  énoncés  de  plusieurs  théorèmes,  parmi  lesquels 
il  en  est  deux  dont  la  démonstration  a  été  pendant  longtemps  recher- 
chée avec  ardeur  par  divers  géomètres.  De  ces  théorèmes  il  n'en  reste 
plus  qu'un  seul  qui  ne  soit  pas  aujourd'hui  complètement  démontré  : 
c'est  le  théorème  relatif  aux  puissances  des  nombres  entiers,  et  suivant 
lequel  une  puissance  d'un  degré  n  supérieur  au  second  ne  peut  ré- 
sulter de  l'addition  de  deux  puissances  du  même  degré.  On  sait  toute- 
fois que  le  théorème,  une  fois  démontré  pour  une  valeur  particulière 
de  n,  l'est  en  même  temps  pour  tous  les  multiples  de  cette  valeur,  et 
que,  d'après  les  principes  établis  par  Fermât  lui-même,  le  théorème  se 
démontre  assez  facilement  pour  n  =  4.  De  plus,  Euler  et  M.  Legendrc 
sont  parvenus  à  le  démontrer  encore  pour  les  valeurs  3  et  5  de  l'expo- 
sant n.  Mais  leurs  démonstrations  sont  fondées  sur  la  théorie  des 
formes  quadratiques  des  nombres  premiers;  et  les  difficultés  que 
M.  Legendre  a  eu  à  surmonter,  pour  le  cas  de  n  =  $,  laissaient  peu 
d'espoir  d'appliquer  avec  succès  les  mêmes  principes  au  cas  où  ji  ac- 
quiert des  valeurs  plus  considérables.  Toutefois,  cette  considération 
n'a  pas  empêché  M.  Lejeune-Dirichlct,  dont  les  recherches  sur  la  théo- 
rie des  nombres  avaient  été  utiles  à  M.  Legendre,  de  s'occuper  de  nou- 
veau du  dernier  théorème  de  Fermât  ;  et,  à  l'aide  d'un  artifice  particu- 
lier de  calcul,  il  est  parvenu  à  le  démontrer  pour  le  cas  où  l'on  suppose 
//  =  14.  M.  Lamé  a  considéré  à  son  tour  un  cas  qui  renferme  le  précé- 
dent, savoir,  le  cas  où  l'on  suppose  n  =  r]\  et  les  savants  apprendront 
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avec  plaisir  qu'il  est  parvenu  effectivement  au  but  qu'il  s'était  propose 
d'atteindre. 

Pour  démontrer  l'impossibilité  de  résoudre  en  nombres  entiers  une 

équation  de  la  forme 

x"  -t-  y~  +  z~  =  o, 

où  s  est  supposé  négatif,  M.  Lamé  n'a  point  recours  à  la  théorie  des 
formes  quadratiques  des  nombres  premiers.  Après  avoir  prouvé  à  l'or- 
dinaire que 

*,   y,    z 

peuvent  être  supposés  premiers  entre  eux,  il  démontre  un  lemme,  digne 
de  remarque,  savoir,  que  le  rapport  entre  la  somme 

x  "+"  T  "+"  z 

des  trois  inconnues  et  la  racine  7e  du  produit  des  trois  sommes 

x-j-y,     x  +  z,    y+z, 

ou  de  ce  produit  multiplié  par  7,  est  un  carré  parfait;  puis,  à  l'aide  de 
ce  lemme,  il  prouve  facilement  qu'il  est  impossible  de  supposer  les  trois 
inconnues  non  divisibles  par  7,  ce  que  l'on  savait  déjà.  Enfin,  en  sup- 
posant l'une  des  inconnues  divisible  par  7,  et  s'appuyant  sur  le  lemme 
dont  il  s'agit,  il  remplace  l'équation  proposée,  du  septième  degré,  par 
une  autre  équation  dont  le  premier  membre  est  du  quatrième  degré,  le 
second  membre  étant  du  huitième,  et  qui  peut  être  présentée  sous  la 
forme 

z'*  =  x*  —  3x'' y''  -f-  ■ —  y6  ; 

puis  il  démontre  l'impossibilité  de  résoudre  cette  dernière  équation,  à 
l'aide  d'une  suite  d'opérations  semblables  à  celle  que  fournit  la  résolu- 
tion d'une  équation  de  la  forme 

x2  —  j2=A. 

En  lisant  avec  soin  le  Mémoire  de  M.  Lamé,  nous  nous  sommes  de- 
mandé :  i°  si  le  lemme  dont  il  a  fait  usage  se  trouve  compris  dans 
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quelque  autre  proposition  plus  générale  relative  à  une  valeur  quel- 
conque de  n;  2°  s'il  ne  serait  pas  possible  d'abréger  encore  la  démon- 
stration donnée  par  M.  Lamé  pour  le  cas  de  //  =  7.  Nous  avons  reconnu 
qu'effectivement  le  lemme  de  M.  Lamé  est  une  conséquence  nécessaire 
d'un  théorème  d'Analyse  qui  nous  semble  assez  curieux  pour  mériter 
d'être  indiqué  dans  ce  Rapport.  Voici  l'énoncé  de  ce  nouveau  théo- 
rème : 

Si  l'on  retranche  la  somme  des  puissances  n'e'ncs  de  deux  inconnues  x,  y 
de  la  puissance  nieme  de  leur  somme 

* +r» 

le  reste  sera  divisible  algébriquement,  non  seulement  par  le  produit 

nxy[x  +  y), 

comme  on  le  reconnaît  aisément;  mais  encore,  pour  des  valeurs  de  n  supé- 
rieures à  3,  par  le  trinôme 

-  r3 


x--+-  xy  -+-  y-  = 


x  —  y 


et  même  par  le  carré  de  ce  trinôme,  lorsque  n,  divisé  par  6,  donnera  pour 
reste  l'unité. 

En  appliquant  ce  théorème  aux  cas  où  l'on  a 

n  =  3,         n  =  5,         n  =  7, 
on  obtient  successivement  les  formules 

{x  -4- y)3  —  x3  —  j3=z  3xy[x-t-y), 

[x  ■+)')'■'  —  *:i—r  =  5xy{x  +y)  [x2  +  xy  +  y*), 

x  -\- y)~  —  x'  —  y'  —  7xy[x  +  y)  [x-^-  x y  -4- y-  ) - , 

dont  la  dernière  conduit  sans  peine  au  lemme  de  M.  Lame. 

Quant  à  la  seconde  question,  nous  avons  reconnu  qu'on  abrège  la 
démonstration  de  M.  Lamé  quand  on  commence  par  établir  l'impossibi- 
lité de  résoudre  l'équation 

■       3    „    ,        1     . 
z---x'  —  7  x-)-  +  -y, 
\  7 
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en  prenant  pour  x,  y,  z  des  nombres  premiers  entre  eux,  et  pour  y  un 
carré  pair.  Au  reste,  la  méthode  par  laquelle  on  y  parvient  ne  diffère 
pas  au  fond  de  celle  qui  sert  à  démontrer  l'impossibilité  de  résoudre 
en  nombres  entiers  l'équation 

et  servirait  pareillement  à  établir  l'impossibilité  de  résoudre  en  nombres 
entiers  une  multitude  d'équations  de  la  l'orme 

Nous  ne  terminerons  pas  ce  rapport  sans  rappeler  qu'à  une  époque 
antérieure  M.  Lamé  s'était  déjà  occupé  de  la  théorie  des  nombres.  Au 
moment  où  l'Académie  proposa,  pour  sujet  de  prix,  le  dernier  théo- 
rème de  Fermât,  elle  reçut  un  Mémoire  qui  ne  résolvait  pas,  il  esl  vrai, 
la  question  proposée,  mais  qui  renfermait  du  moins  des  théorèmes  cu- 
rieux sur  l'impossibilité  de  la  résoudre  sans  que  certains  nombres, 
égaux,  par  exemple,  à  l'unité  augmentée  du  double  ou  du  quadruple 
de  l'exposant,  fussent  diviseurs  de  l'une  des  inconnues.  L'un  de  nous, 
nommé  Commissaire  à  cette  époque  avec  M.  Legendre,  se  rappelle  en- 
core avoir  lu  ces  théorèmes  dans  le  Mémoire  envoyé  au  concours.  Si 
l'auteur,  que  nous  avons  su  depuis  être  M.  Lamé,  ne  parvint  pas  alors 
à  remplir  entièrement  le  vœu  de  l'Académie,  son  travail  n'était  pour- 
tant pas  sans  mérite,  et  son  nouveau  Mémoire  prouve  qu'il  est  capable 
de  lutter  avec  avantage  contre  des  difficultés  qui  dans  cette  matière 
n'ont  pu  être  jusqu'à  présent  complètement  surmontées  par  les  géo- 
mètres. 

En  résumé,  vos  Commissaires  pensent  que  le  Mémoire  de  M.  Lamé 
est  digne  de  l'approbation  de  l'Académie,  et  mérite  d'être  inséré  dans 
le  Recueil  des  Sa\  an ts  étrangers . 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

Post-scriptwn.  —  On  démontre  aisément  le  nouveau  théorème  énoncé 
dans  ce  Rapport  de  la  manière  suivante  : 
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Soient 

i,    ce,    6 

les  trois  racines  de  l'équation 

Xs  =  I  . 

On  aura,  non  seulement 

i  -+-  a  +  S  =  o, 

mais  encore,  en  supposant  n  non  divisible  par  3, 

(i)  i -|- «"+ ê«=o, 

et  de  plus 

Cela  posé,  je  disque,  si  l'on  prend  pour  /i  un  nombre  premier  impair 
supérieur  à  3,  l'expression 

(2)  (x  -hy)n  —  x"—jn 

sera  divisible  par  le  trinôme 

x2-hxy  +  y2, 

et  même  par  le  carré  de  ce  trinôme,  lorsque  n  divisé  par  3  donnera  pour 
reste  l'unité.  Effectivement,  pour  établir  cette  proposition,  il  suffira  de 
faire  voir  qu'en  supposant 


X 


y.y         ou  x  =  6  y 


on  réduit  à  zéro  l'expression  (2),  et  de  plus  sa  dérivée  relative  à  x, 
savoir 

(3)  «[(*•+ j)"-'  —  #»-'], 

lorsque  «  divisé  par  G  donnera  1  pour  reste.  Or,  lorsqu'on  suppose,  par 
exemple,  x  —  <xy,  les  expressions  (2)  et  (3)  deviennent 

(1  +  a)"  —  1  —  a"  =  —  1  —  a"+  (—  6)", 
»[(i  +  a)"-'  -  a«-«]  =  n[(-  S)"-'  -  a*-']. 

et  il  est  clair  qu'elles  s'évanouissent,  la  première  en  vertu  de  la  for- 
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mule  (i),  pour  les  valeurs  impaires  de  n  non  divisibles  par  3;  la  se- 
conde, en  vertu  des  formules 

«3=1,  6»="l, 

pour  les  valeurs  impaires  de  n,  qui,  divisées  par  3,  donnent  t  pour 
reste. 


63. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  la  théorie  des  nombres,  et  en  particulier 
sur  les  formes  quadratiques  des  nombres  premiers . 

C.  H.,  t.  IX,  p.  473  (1  \  octobre  1839). 

Dans  une  des  précédentes  séances,  en  annonçant  la  découverte  d'un 
Manuscrit  de  Fermât,  M.  Libri  a  remarqué  que  ce  Manuscrit  renfermait 
l'énoncé,  non  seulement  des  théorèmes  déjà  connus  de  cet  illustre 
géomètre,  mais  encore  d'autres  propositions  dignes  de  remarque. 
Ainsi,  en  particulier,  Fermât  annonce  qu'il  a  trouvé  une  méthode  pour 
décomposer  directement  en  deux  carrés  un  nombre  premier  de  la  forme 
\x  -+-  1.  Toutefois  nous  avons  eu  le  regret  d'apprendre  que  cette  mé- 
thode ne  se  trouve,  ni  exposée,  ni  même  indiquée  dans  le  Manuscrit  de 
Fermât.  Heureusement,  comme  je  l'ai  observé,  la  décomposition  dont 
il  s'agit,  et  d'autres  du  même  genre,  peuvent  aujourd'hui  être  effec- 
tuées par  des  méthodes  directes,  comme  Fermât  l'annonçait,  et  même 
à  l'aide  de  calculs  qui  n'exigent  que  de  simples  additions,  comme  on 
le  verra  tout  à  l'heure.  Dans  son  beau  Mémoire  sur  les  résidus  biqua- 
dratiques,  publié  en  1825,  M.  Gauss  donne  une  règle  à  l'aide  de  la- 
quelle on  peut  obtenir  directement  la  racine  de  l'un  des  carrés  dans 
lesquels  se  décompose  un  nombre  premier  de  la  forme  l\n  -+-  i.  Il  suffit 
de  chercher  le  plus  petit  reste  qu'on  obtient  en  divisant  par  n  la  moitié 
du  coefficient  du  terme  moyen  dans  la  puissance  in  d'un  binôme.  De 
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plus,  dans  le  Journal  de  M.  Crelle  de  1827,  M.  Jacobi  annonce  qu'en 
cherchant  la  démonstration  de  la  règle  de  M.  Gauss,  il  a  été  conduit 
par  une  théorie  féconde  à  des  règles  du  même  genre  qui  fournissent, 
par  exemple,  la  réduction  d'un  nombre  premier/;,  ou  du  quadruple  de 
ce  nombre,  à  la  forme  quadratique  a?2  -h  7J2,  lorsque/;  —  1  est  divisible 
par  7,  ou  x2  -+-  27J2,  lorsque/*  —  1  est  divisible  par  3.  Enfin,  dans  des 
Notes  et  Mémoires  publiés,  ou  présentés  à  l'Académie  en  1829  et  i83o, 
je  me  suis  à  mon  tour  occupé  de  la  recherche  directe  des  formes  qua- 
dratiques des  nombres  premiers,  et  j'ai  été  assez  heureux  pour  parve- 
nir à  des  résultats  dont  la  grande  généralité  a  paru  digne  de  l'attention 
des  géomètres.  Tel  est,  entre  autres,  un  théorème  établi  dans  un  Mé- 
moire du  17  mai  i83o,  et  suivant  lequel,  n  étant  un  nombre  premier 
de  la  forme  l\x  -h  3,  etp  un  nombre  premier  de  la  forme  nx  -+- 1,  on 
peut  résoudre  directement  en  nombres  entiers  l'équation 

OU 

x--\-  ny2=4pm> 

dans  laquelle  la  valeur  de  m  se  déduit  par  une  règle  facile  de  ce  qu'on 
appelle  les  nombres  de  Bernoulli.  Ce  théorème,  qui  a  été  publié,  avec 
un  extrait  du  Mémoire  en  question,  dans  le  Bulletin  de  M.  Férussac  de 
mars  i83i,  et  d'autres  théorèmes  analogues  se  trouvent  démontrés  dans 
ce  Mémoire,  dont  l'impression  s'achève  en  ce  moment,  et  à  la  suite 
duquel  j'ai  placé  des  Notes  nouvelles  qui  me  paraissent  de  nature  à 
intéresser  les  savants  occupés  de  la  théorie  des  nombres.  Parmi  les 
résultats  nouveaux  auxquels  je  suis  parvenu,  je  citerai  dès  à  présent 
une  méthode  directe  qui  sert  à  déterminer  l'exposant  d'une  puissance 
d'un  nombre  premier/?  représentée  par  un  binôme  de  la  forme 

r,)X-  -h-  vy- 

011 

x-  +  vo>y2, 

ou  par  le  quart  de  ce  binôme,  co  et  v  étant  deux  diviseurs  premiers  im- 
pairs dep  —  1,  dont  l'un  est  de  la  forme  [\x  -f-  1,  et  l'autre  de  la  forme 
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\x->r  3.  Au  reste,  je  ne  fais  aujourd'hui  qu'indiquer  le  sujet  de  mes 
nouvelles  recherches,  et  je  demanderai  à  l'Académie  la  permission  de 
lui  donner  plus  de  détails  à  cet  égard  dans  l'une  des  prochaines  séances. 
J'ajouterai  seulement  ici  une  observation  qui  n'est  pas  sans  impor- 
tance. Dans  les  formules  auxquelles  je  parviens,  comme  dans  les  for- 
mules que  j'ai  citées  de  MM.  Gauss  et  Jacobi,  les  valeurs  des  inconnues 
se  déduisent  toujours  des  restes  que  donnent  les  coefficients  du  binôme 
divisés  par  un  nombre  premier  donné.  Il  semblerait  en  résulter  au  pre- 
mier abord  que  la  détermination  de  ces  valeurs  exige  la  formation  de 
produits  composés  souvent  d'un  très  grand  nombre  de  facteurs;  mais, 
pour  éviter  cette  formation  et  réduire  le  calcul  à  de  simples  additions, 
il  suffit,  comme  je  l'ai  déjà  remarqué  dans  un  Mémoire  du  5  juillet 
[83o,  de  recourir  au  triangle  arithmétique  de  Pascal  et  de  réduire  en 
même  temps  chaque  terme  au  reste  le  plus  petit  (abstraction  faite  du 
signe)  que  donne  la  division  de  cfe  terme  par  le  nombre  premier  donné. 
On  peut  même  alors  réduire  le  triangle  arithmétique  à  quelques  termes 
de  chaque  ligne  horizontale,  les  termes  suivants  reproduisant  périodi- 
quement les  termes  déjà  calculés. 


(H. 

Sur  la  théorie  des  nombres,  et  en  particulier  sur  les  formes  quadratiques 
des  puissances  d'un  nombre  premier  ou  du  quadruple  de  ces  puissances. 

C.  R.,  t.  IX,  p.  5ig  (28  octobre  1839). 

Suivant  une  observation  importante  faite .par Lagrange,  la  résolution 
algébrique  des  équations  du  second,  du  troisième  et  du  quatrième 
degré,  aussi  bien  que  la  résolution  algébrique  des  équations  binômes, 
peut  se  déduire  de  la  considération  d'une  seule  fonction  linéaire  des 
racines;  savoir,  de  celle  qu'on  obtient  en  prenant  pour  coefficients  des 
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diverses  racines  d'une  équation  proposée,  de  degré  n,  les  diverses  ra- 
cines nièmes  de  l'unité,  ou  plus  généralement  les  diverses  puissances  de 
l'une  de  ces  dernières  racines.  Cette  fonction  sera,  pour  plus  de  com- 
modité, désignée  ici  sous  le  nom  de  fonction  principale.  Lorsqu'on  veut 
appliquer  l'observation  que  je  viens  de  rappeler  à  la  résolution  d'une 
équation  binôme  du  degré/?,  ou  de  la  forme 

l)  XP —  I  =  o, 

on  doit  d'abord  débarrasser  celle-ci  de  la  racine  i,  en  la  réduisant  à 
l'équation  suivante  : 

,  XP  —  I 

=  o 

X  —  I 

OU 

XP*  -4-  xP~--\-  .  .  .  -+-  X  -+■  l  =  O, 

et  par  conséquent  on  doit,  dans  la  fonction  principale,  prendre  pour 
coefficients  les  racines  de  l'unité  du  degré/;  —  j  ,  ou  les  puissances  de 
l'une  de  ces  racines.  Si  d'ailleurs  on  nomme,  avec  M.  Poinsot,  racines 
primitives  de  l'équation  binôme,  celles  qui  ne  peuvent  satisfaire  à  au- 
cune équation  binôme  de  même  forme,  mais  de  degré  moindre,  les 
diverses  racines  de  l'équation  du  degré  p  seront,  comme  l'on  sait,  les 
diverses  puissances  d'une  racine  primitive  quelconque,  les  exposants 
de  ces  puissances  pouvant  être  réduits  aux  divers  nombres  inférieurs 
l\p,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  divers  termes  de  la  progression 
arithmétique 

O,      I,      2,      3,      .  . .,     p  —  I, 

et  deux  puissances  représentant  la  même  racine,  lorsque  leurs  expo- 
sants divisés  par/;  donnent  le  même  reste,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  lorsque  leurs  exposants  sont  équivalents  entre  eux,  suivant  le 

modale  p.  Ainsi, 

0 

étant  une  racine  primitive  de  l'équation  (i),  on  trouvera  généralemenl 

S*— 0*, 


508  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADÉMIE. 

lorsqu'on  aura,  suivant  la  notation  de  M.  Gauss, 

h  =  h     (  mod  p  )  ; 

et  de  plus  les  diverses  racines  de  l'équation  (i)  pourront  être  repré- 
sentées par 

«,     9,     0\     9p-*, 

par  conséquent  celles  de  l'équation  (2)  pourront  être  représentées  par 

9,     0-,     ...,     9p-<. 

La  fonction  principale  0  sera  la  somme  de  ces  dernières,  rangées  dans 
un  ordre  quelconque  et  respectivement  multipliées  par  les  diverses  ra- 
cines de  l'unité  du  degré/?  --  1,  c'est-à-dire  par  les  diverses  racines  de 
l'équation 

(3)  xP-^  —  x, 

ou  plus  généralement  par  les  diverses  puissances  de  l'une  de  ces  ra- 
cines. Donc,  si  l'on  nomme  t  une  racine  primitive  de  l'équation  (3),  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  0  dans  la  fonction  principale  se- 
ront les  divers  termes  de  la  suite 

1  ,         .  ,         .     ,         .   .   •  ,         .  '  , 

ou  plus  généralement  les  divers  termes  de  la  suite 

j  -h  ~lh  r(p-1)/l 

c'est-à-dire  les  diverses  puissances  d'une  racine  quelconque  zh  de  l'équa- 
tion (3).  Si  le  nombre  entier  h  est  premier  à/>  —  1,  les  termes  de  la 
seconde  suite  seront  les  mêmes,  à  l'ordre  près,  que  ceux  de  la  pre- 
mière. Mais  si  le  nombre  h  a  pour  facteur  un  diviseur  vs  dep  —  1,  en 
sorte  qu'on  ait 

//  termes  de  la  seconde  suite  seront  égaux  à  chacune  des  racines  Ac 
l'équation 

(4)  x»=i, 
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et,  si  l'on  nomme  p  une  racine  primitive  de  cette  dernière  équation,  les 
termes  réellement  distincts  de  la  seconde  suite  se  réduiront  à 


pj. 


> 


P 


«-i 


Lorsque  p  est  un  nombre  premier  impair,  alors,  d'après  un  théo- 
rème connu  de  Fermât,  la  puissance  du  degré  p  —  i  de  tout  nombre 
non  divisible  par/?,  et  par  conséquent  de  chaque  terme  de  la  progres- 
sion arithmétique 

I,      2,      3,      ...,     p—  I, 

est  équivalente  à  l'unité,  suivant  le  module/».  Donc  alors,  si  l'on  adopte 
la  notation  de  M.  Gauss,  ces  divers  termes  seront  les  diverses  racines 
de  l'équivalence 

(5)  xp-<~i     (modp). 

Soit  t  une  racine  primitive  de  cette  dernière,  c'est-à-dire  un  nombre 
entier  tellement  choisi  que,  dans  l'équivalence 

(G)  tP~i  =  \     (mod/>), 

on  ne  puisse  remplacer  l'exposant  p  par  un  exposant  positif  moindre. 
Les  divers  termes  de  la  progression  arithmétique 

I,       2,       3,       ...,      ])  —  I 

seront,  à  l'ordre  près,  équivalents,  suivant  le  module  p,  aux  divers 
termes  de  la  progression  géométrique 

/,     t1,     ...,     tP-*, 

et  par  conséquent  les  diverses  racines  de  l'équation  (i)  pourront  être 

représentées  par 

0,     V,     0'\     . ..,     Q*~\ 

Si  l'on  multiplie  respectivement  ces  dernières,  (Unis  lesquelles  les  ex- 
posants forment  une  progression  géométrique,  par  les  divers  termes  de 
cette  autre  progression  géométrique 

I.  T.  "2 "/'      -. 
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ou  plus  généralement  de  celle-ci 

,  -h  -11,  -I  p-2)A 

la  somme  des  produits  obtenus  sera  évidemment  une  des  valeurs  de  la 
fonction  principale.  En  désignant  eette  valeur  par  (-»/,%  on  aura 

(  7  )  <->/,  =  0  +  z;>  B!  +  T-h  9(i  -h . .  .  +  -(p-vh  Qtr  -« , 

Or,  comme  je  l'ai  déjà  remarqué  dans  le  Bulletin  de  M.  Férussae  de 
septembre  182c),  la  valeur  précédente  de  la  fonction  principale  a  cela 
de  très  remarquable  que,  si  l'on  y  remplace  h  par  —  //  en  changeant 
seulement  le  signe  de  l'indice  //,  le  produit  des  deux  valeurs  ob- 
tenues 

sera  égal  au  nombre p  pris  avec  le  signe  -h  ou  avec  le  signe  —,  suivant 
que  l'indice  //  sera  pair  ou  impair,  pourvu  toutefois  que  h  ne  soit  pas 
divisible  par/?.  Si  h  était  divisible  par/?,  alors,  en  vertu  de  la  formule 

(8)  1+  0  +02  +  ..  .4-  Û>'-t  =  n, 

on  aurait  évidemment 

9)  eA=ft0  =  — 1. 

Mais,  dans  le  cas  contraire,  on  aura  généralement 

(10)  QA®-A=[-ï)hp, 

savoir, 

&a  e_A  =  p 

si  li  est  pair,  et 

QA  0_/,  =  —  p 

dans  le  cas  contraire.  Pour  cette  raison,  nous  désignerons  les  deux  ex- 
pressions imaginaires 

8a,    Q-a 

sous  le  nom  de  facteurs  primitifs  de  ±p,  et  nous  dirons  que  ces  deux 
facteurs  sont  conjugués  l'un  à  l'autre. 
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Comme  Ton  a 

zP-i  —  i  =  (  x~2_  —  l)\X   2    -+-  I  ), 

il  en  résulte  que  l'équation  (3)  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 

(il  X     2      =  I  , 

(  I  M  )  X     2       =  —  I  , 

et  l'équivalence  (5j  en  deux  autres,  savoir 


p-i 


3)  .r  2    =  i         (mod. />), 


p-i 


.  i  |  .r  2    =—  i       mod.  p). 

Or,  t  et  /,  étant  racines  primitives  des  formules  (3)  et  (5),  ne  peuvent 
vérifier  les  formules  (i  i)  et  (i3);  ils  vérifieront  donc  les  formules  f  12  ) 
et(i/|),  en  sorte  qu'on  aura 

(l  {  A/.î  T    2     =—  I, 

(i5)  /  2  =—  1     (mod./;). 

Donc,  si  l'on  pose 

(16  0-0'+^2-.  ..+  ôtf^_e^s=  A, 

on  aura 

Qp-i  =  e_£_i  =  A, 

et,  en  posant  />  =  " •>  on  tirera  de  la  formule  (  10) 

(■7)  À«=(-ifï> 

Cette  belle  formule  est  l'une  de  celles  que  M.  Gauss  adonnées  dans  ses 
Recherches  arithmétiques.  D'autre  part,  comme,  en  posant 

x  =  l-'"     (mod./>  , 
on  en  conclura 

X     2      =/'"(/'-  ''=1, 
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il  est  clair  que  les  diverses  racines  de  l'équivalence  (i3)  seront  les  puis- 
sances paires  de  /,  savoir 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  divers  termes  de  la  suite 

i2,     i-,     32,      ...,     («-.)*. 

Donc  chaque  racine  de  l'équation  (i3)  est  le  reste  ou  résidu  de  la  divi- 
sion d'un  carré  par/;;  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  racines  de  l'équiva- 
lence (i4)-  On  dit  pour  celte  raison  qu'une  quantité  entière  h  estrésidu 
quadratique  ou  non-rcsidu  quadratique,  relativement  au  module/?,  sui- 
vant que  h  est  racine  de  la  formule  (i3)  ou  de  la  formule  (i4),  c'est- 
à-dire  suivant  que  le  reste  de  la  division  de 

h  * 

par/?  se  réduit  à  -+- 1  ou  à  —  1.  Nous  désignerons  ce  même  reste,  avec 
M.  Legeridre,  parla  notation 


h" 
P 


- 


en  sorte  qu'on  aura,  si  h  est  résidu  quadratique, 

lï 


- 1 

el  si  h  est  non-résidu 

'/V 

1 . 


Une  propriété  remarquable  des  facteurs  primitifs  de/?,  c'est  que  le 
produit  de  deux  ou  plusieurs  facteurs  de  cette  espèce  est  proportionnel 
à  un  semblable  facteur.  En  d'autres  termes,  on  a 


%hQk=Kh,kQh+k, 


et  généralement 


;  18)  ®h  e,,  0/ . . .  =  Rh,k,i,...  <Ww+...< 

les  expressions 
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étant  indépendantes  de  0,  et  se  réduisant  en  conséquence  à  des  fonc- 
tions symétriques  de  t/i,  ta,  ou  généralement  de 


-h         Tk         r( 

A  l'aide  de  cette  proposition,  jointe  à  celles  que  nous  avons  déjà  rappe- 
lées, on  transforme  aisément  certaines  puissances  du  nombre/?,  ou  le 
quadruple  de  ces  puissances,  en  expressions  de  la  forme 

x2-+-  ny2, 

n  étant  un  diviseur  de  p  —  i .  II  suffit,  en  effet,  pour  y  parvenir,  de 

multiplier  l'un  par  l'autre,  dans  un  certain  ordre,  les  facteurs  primitifs 

du  nombre  p;  et  l'on  peut  ajouter  que,  parmi  les  puissances  dont  il 

s'agit,  il  en  existe  toujours  une  dont  l'exposant,  facile  à  déterminer,  est 

égal  ou  inférieur  à  la  moitié  du  nombre  N  des  termes  qui,  dans  la 

suite 

i,    i,     3,     ...,     n  —  x, 

sont  premiers  au  nombre  n.  C'est  ce  que  nous  démontrerons  plus  en 
détail  dans  un  proebain  article. 


G  5. 

Note. 
C.  R.,  t.  IX,  p.  5at5  ('28  octobre  i83<ji. 

Outre  la  Note  qu'on  vient  de  lire,  M.  Caucby  a,  dans  cette  séance, 
présenté  à  l'Académie  plusieurs  Mémoires  et  Notes  manuscrits,  dont 
il  suffira  pour  le  moment  d'indiquer  l'objet  en  peu  de  mots,  les  résul- 
tats qu'ils  contiennent  devant  être  développés  par  l'auteur  dans  une 
des  séances  prochaines. 

Dans  un  de  ces  nouveaux  Mémoires,  M.  Caucby  parvient  à  des  for- 
mules très  simples  qui  déterminent  les  pressions  ou  tensions  supportées 
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par  trois  plans  rectangulaires,  en  un  point  quelconque  d'un  double 
système  de  molécules  soumises  à  des  forces  d'attraction  ou  de  répul- 
sion mutuelle.  Ces  pressions  sont  de  trois  espèces  suivant  qu'elles 
résultent,  ou  des  actions  mutuelles  des  molécules  du  premier  système, 
ou  des  actions  mutuelles  des  molécules  du  second  système,  ou  enfin 
des  actions  réciproques  des  molécules  du  premier  système  sur  celles 
du  second,  et  des  molécules  du  second  système  sur  celles  du  premier. 
L'auteur,  après  avoir  établi  les  formules  générales  relatives,  soit  à  l'état 
d'équilibre,  soit  à  l'état  de  mouvement,  examine  en  particulier  le  cas 
où  les  deux  systèmes  donnés  sont  isotropes,  et  montre  les  réductions 
que  subissent  alors  les  formules  générales.  Puis  il  indique  une  hypo- 
thèse qu'il  suffirait  d'adopter  pour  déduire  de  ces  formules  la  loi  de 
Mariotte  relative  à  la  pression  dans  les  gaz.  Enfin,  il  recherche  la  vitesse 
de  propagation  d'un  mouvement  simple  dans  un  double  système  iso- 
trope, et  il  obtient  alors  entre  cette  vitesse,  la  densité  du  gaz  et  la 
pression,  une  relation  différente  de  celle  que  fournit  la  formule  new- 
tonienne  relative  à  la  propagation  du  son. 

Un  autre  Mémoire  a  pour  objet  la  recherche  des  conditions  à  remplir 
pour  que,  dans  l'état  d'équilibre  ou  de  mouvement  d'un  système 
simple  ou  d'un  double  système  de  molécules,  il  y  ait  égalité  de  pres- 
sion en  tous  sens  autour  d'un  même  point.  L'auteur  arrive  ici  à  des 
conclusions  qui  paraissent  fort  singulières  au  premier  abord,  et  con- 
traires  même  jusqu'à  un  certain  point  aux  idées  généralement  admises. 
Toutefois  l'exactitude  des  principes  sur  lesquels  elles  reposent  lui  per- 
suade qu'après  un  mûr  examen  elles  seront  adoptées  par  les  physiciens 
et  les  géomètres. 

Dans  un  autre  Mémoire,  M.  Cauchy  discute  les  hypothèses  propo- 
sées par  M.  Ampère  dans  un  article  que  renferme  la  Bibliothèque  uni- 
verselle et  qui  a  pour  titre  :  Idées  de  M.  Ampère  sur  la  chaleur  et  la  lumière. 
M.  Cauchy  trouve  la  plupart  de  ces  hypothèses  très  naturelles  et  très 
propres  à  donner  l'explication  des  phénomènes.  Il  en  est  une  toutefois 
sur  laquelle  des  doutes  se  sont  élevés  dans  son  esprit.  C'est  la  suppo- 
sition que  l'action  mutuelle  de  deux  atomes  est  tantôt  attractive,  tantôt 
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répulsive,  do  manière  à  s'évanouir  une  ou  plusieurs  fois  pour  une  ou 
plusieurs  valeurs  finies  de  la  distance.  En  réfléchissant  sur  cet  objet, 
il  a  semblé  à  M.  Cauchy  qu'une  autre  supposition  pourrait  remplacer 
avec  avantage  celle  que  l'on  vient  de  mentionner,  et  rendre  plus  faci- 
lement raison  des  formes  polyédriques  des  molécules  intégrantes.  Ce 
serait  d'admettre  que  chaque  molécule  intégrante  se  compose  de  trois 
ou  plusieurs  espèces  d'atomes  conjugués  deux  à  deux,  les  atomes  de 
même  espèce  s'attirant  toujours  entre  eux('),  et  occupant  deux  som- 
mets opposés  du  polyèdre  qui  constitue  la  molécule,  tandis  que  deux 
atomes  d'espèces  différentes  se  repousseraient.  M.  Cauchy,  en  déve- 
loppant cette  hypothèse,  montre  comment  elle  pourrait  servir  à  expli- 
quer les  changements  de  forme  des  molécules  intégrantes,  et  les  va- 
riations que  M.  Mitscherlich  a  observées  dans  les  angles  des  cristaux 
dilatés  par  la  chaleur. 

Enfin,  dans  une  Note  présentée  à  l'Académie,  M.  Cauchy  rappelle 
une  idée  qui  s'était  présentée  depuis  longtemps  à  son  esprit,  et  qu'il 
avait  même  communiquée  à  quelques  personnes.  En  réfléchissant  sur 
la  grande  quantité  de  chaleur  absorbée  dans  le  passage  d'un  corps  à 
l'état  liquide,  et  surtout  à  l'état  gazeux,  il  avait  pensé  que  cette  ab- 
sorption de  chaleur  et  la  fluidité  des  gaz  s'expliqueraient  facilement  si 
l'on  admettait,  d'une  part,  que  la  chaleur  dépend  de  la  force  vive  des 
molécules  d'un  corps  mises  en  vibration,  d'autre  part,  que  dans  l'état 
gazeux  chaque  molécule  intégrante  exécute  des  révolutions  complètes 
sur  elle-même.  On  pourrait  supposer  d'ailleurs  que,  dans  l'état  liquide 
ou  solide,  ces  révolutions  complètes  se  trouvent  remplacées  par  de 
simples  oscillations  de  la  molécule,  sensibles  ou  insensibles,  autour 
de  son  centre  de  gravité. 

(')  On  pourrait  aussi  admettre  que  les  atomes  de  même  espèce  se  repoussenl,  cl  que  les 
atonies  d'espèces  différentes  s'attirent. 


516  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADEMIE. 


66. 

Physique  mathématique.    —    Mémoire  sur  la  constitution  des  molécules 
intégrantes  et  sur  les  mouvements  atomiques  des  corps  cristallisés . 

C.  R.,  t.  IX,  p.  558  (4  novembre  183g). 

M.  Mitscherlich  a  reconnu  que  les  angles  des  cristaux  varient  avec 
la  température.  Il  en  résulte  que  la  forme  des  molécules  intégrantes 
ne  peut  être  considérée  comme  constante  et  inaltérable.  Pour  rendre 
raison  en  même  temps  de  la  forme  polyédrique  de  ces  molécules  et  de 
la  variation  des  angles,  il  suftit  d'admettre  que  chaque  molécule  est 
composée  d'atomes,  ou  points  matériels,  les  divers  atomes  pouvant 
d'ailleurs  être  de  plusieurs  espèces  différentes  et  agir  les  uns  sur  les 
autres  par  attraction  ou  par  répulsion.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  pour 
résoudre  complètement  le  problème  des  mouvements  vibratoires  des 
corps  cristallisés,  il  ne  suffira  point  de  considérer  un  cristal  comme 
un  système  de  points  matériels,  ou  bien  encore  comme  un  système  de 
très  petits  corps  dont  chacun  tourne  sur  lui-même  en  exécutant  de 
légères  oscillations.  Mais  on  devra  considérer  ce  cristal  comme  formé 
par  la  réunion  de  plusieurs  systèmes  d'atomes  placés  dans  le  même 
espace  en  présence  les  uns  des  autres.  Les  équations  d'équilibre  ou 
de  mouvement  de  ces  divers  systèmes  d'atomes  seront  semblables  à 
celles  que  j'ai  données  pour  le  mouvement  de  deux  systèmes  de  molé- 
cules qui  se  pénètrent  mutuellement.  Seulement  on  devra  considérer 
autant  de  systèmes  d'atomes  qu'il  y  aura  d'atomes  distincts  dans  chaque 
molécule.  Par  suite,  si  ji  représente  le  nombre  des  atomes  compris 
dans  une  molécule  intégrante,  ?>n  sera  le  nombre  des  équations  aux 
différences  partielles  du  corps  cristallisé. 

Le  Mémoire  que  j'ai  l'honneur  d'offrir  en  ce  moment  à  l'Académie 
renferme  l'application  du  principe  que  je  viens  d'énoncer  à  un  cristal 
quelconque.   Après  les  Mémoires  que  j'ai  déjà  publiés  sur  le  mouve- 
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ment  de  deux  systèmes  de  molécules  qui  se  pénètrent,  ce  qu'il  y  avait 
peut-être  ici  de  plus  difficile  était  de  trouver  une  notation  commode 
qui  permit  de  présenter  les  équations  d'équilibre  et  de  mouvement 
sous  une  forme  simple  et  symétrique.  Les  notations  que  j'ai  adoptées 
me  paraissent  remplir  ces  deux  conditions.  Après  avoir  établi,  dans 
un  premier  paragraphe,  les  équations  d'équilibre  et  de  mouvement 
d'un  cristal,  j'examine,  dans  un  second  paragraphe,  ce  qu'elles  de- 
viennent lorsqu'on  suppose  les  mouvements  infiniment  petits.  Alors 
les  équations  du  mouvement  peuvent  être  aisément  intégrées  à  l'aide 
de  la  méthode  que  j'ai  suivie  dans  les  précédents  Mémoires.  On  doit 
surtout  remarquer  le  cas  où  le  mouvement  propagé  dans  le  cristal  est 
du  nombre  de  ceux  que  j'ai  nommés  mouvements  simples,  les  dépla- 
cements symboliques  étant  tous  proportionnels  à  une  seule  exponen- 
tielle népérienne  dont  l'exposant  est  une  fonction  linéaire  des  variables 
indépendantes.  On  reconnaît  sans  peine  qu'un  semblable  mouvement 
est,  pour  chaque  système  d'atomes,  un  mouvement  par  ondes  planes 
dans  lequel  chaque  atome  décrit  une  droite,  un  cercle  ou  une  ellipse. 
D'ailleurs,  la  durée  des  vibrations  atomiques  et  la  longueur  des  ondu- 
lations restent  les  mêmes  pour  les  différents  systèmes  d'atomes,  aussi 
bien  que  le  plan  invariable  auquel  les  plans  des  ondes  sont  parallèles. 
On  pourra  encore  en  dire  autant  du  plan  invariable  parallèle  à  tout 
plan  dans  lequel  se  trouvent  renfermés  des  atomes  qui  exécutent  des 
vibrations  de  même  amplitude,  si  le  mouvement  simple  s'éteint  en  se 
propageant  dans  une  certaine  direction.  Quant  aux  amplitudes  mêmes 
des  vibrations  atomiques,  elles  varient,  en  général,  dans  le  passage 
d'un  système  d'atomes  à  un  autre,  aussi  bien  que  la  direction  des  plans 
qui  renferment  les  ellipses  décrites,  et  du  plan  invariable  parallèle 
aux  plans  de  ces  ellipses.  Par  suite,  dans  les  mouvements  vibratoires 
et  infiniment  petits  d'un  corps  cristallisé,  on  devra  distinguer  les  vibra- 
tions exécutées  par  le  centre  de  gravité  de  chaque  molécule,  et  les 
mouvements  relatifs  des  divers  atomes.  Ces  derniers  mouvements  con- 
stituent ce  que  M.  Ampère  appelait  les  vibrations  atomiques. 

D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  on  voit  combien  la  question  traitée 
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dans  le  présent  Mémoire  diffère  de  celle  que  s'est  proposée  un  illustre 
Confrère  dans  un  travail  qu'il  a  présenté  récemment  à  l'Académie. 
Dans  le  cas  du  mouvement,  les  formules  obtenues  par  M.  Poisson 
déterminent  seulement  les  petites  vibrations  des  molécules  et  leurs 
petites  oscillations  sur  elles-mêmes,  sans  que  l'on  fasse  aucune  suppo- 
sition sur  la  forme  des  molécules  et  sur  la  constitution  particulière 
Au  cristal  que  l'on  considère.  Au  contraire,  les  formules  que  je  donne 
pour  la  détermination  des  mouvements  atomiques  varient  avec  la  forme 
el  la  constitution  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  avec  deux  éléments  dont 
on  sera  obligé  de  tenir  compte  si  quelque  jour  on  parvient  à  faire 
entrer  la  Chimie  dans  le  domaine  des  Mathématiques.  Parmi  les  appli- 
cations que  l'on  peut  faire  de  mes  nouvelles  formules,  l'une  des  plus 
simples  se  rapporte  au  cas  où  la  molécule  intégrante  d'un  cristal,  étant 
un  octaèdre  régulier,  est  considérée  comme  composée  de  six  atonies 
placés  aux  six  sommets  de  cet  octaèdre. 


07. 

Mi'.caxioi'e  céleste.         Mémoire  sur  la  convergence  des  séries.  Application 
du  théorème  fondamental  aux  développements  des  fonctions  implicites. 

C.  R.,  t.  IX,  p.  58;  (n  novembre  i83g) . 

Lorsque,  dans  une  question  de  Physique  ou  de  Mécanique,  l'analyse 
ne  fournit  pas  les  valeurs  des  inconnues  en  termes  finis,  on  cherche 
;i  développer  ces  inconnues  en  séries.  C'est  en  particulier  ce  qui  arrive 
dans  la  Mécanique  céleste,  où  l'on  développe  les  coordonnées  qui 
déterminent  la  position  de  chaque  astre,  par  exemple  le  rayon  vecteur 
et  la  longitude,  ou  l'anomalie,  ou  bien  encore  les  éléments  variables 
des  orbites  planétaires  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  as- 
cendantes de  diverses  quantités,  telles  que  les  excentricités  des  orbites 


I 
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et  les  masses  des  planètes.  Toutefois,  pour  que  l'on  puisse,  à  l'aide 
des  développements  en  séries,  obtenir  des  valeurs  de  plus  en  plus 
approchées  des  inconnues  que  l'on  se  propose  de  calculer,  il  est  abso- 
lument nécessaire  que  les  séries  soient  convergentes,  et  lorsque  cette 
condition  n'est  pas  remplie,  la  prétendue  solution  analytique  que  les 
développements  fournissent  dans  chaque  problème  devient  complète- 
ment illusoire.  On  comprend  donc  l'importance  que  les  géomètres  ont 
dû  attacher  à  la  question  de  la  convergence  des  séries.  Mais  l'établis- 
sement de  règles  générales  propres  à  montrer  dans  quels  cas  les  séries 
obtenues  sont  convergentes  ou  divergentes  a  paru  pendant  longtemps 
offrir  de  grandes  difficultés.  C'est  ce  que  l'on  reconnaîtra  sans  peine  eu 
lisant  les  divers  Mémoires  qui  avaient  été  publiés  avant  l'année  i83i 
sur  cette  matière,  et  particulièrement  le  Supplément  au  Ve  Volume 
de  la  Mécanique  céleste  de  M.  de  Laplace,  supplément  où  l'auteur  ; 
prouvé  que  le  rayon  vecteur  d'une  planète,  développé  suivant  les  puis 
sauces  ascendantes  de  l'excentricité,  pouvait  cesser  d'offrir  une  série 
convergente  lorsque  l'excentricité  surpassait  un  certain  nombre  sensi- 
blement égal  à  f.  C'est  dans  un  Mémoire  sur  l'Astronomie,  lithographie 
à  Turin  en  i83i,  que  se  trouvent  énoncées,  pour  la  première  fois, 
diverses  propositions  qui  permettent  d'établir  les  règles  de  la  conver- 
gence des  séries  pour  des  cas  très  généraux,  et  même  d'assigner  des 
limites  aux  erreurs  que  l'on  commet  en  arrêtant  les  développements 
après  certains  termes.  Dans  ce  Mémoire,  qui,  dès  le  moment  de  son 
apparition,  fut  accueilli  avec  tant  de  bienveillance  par  les  géomètres, 
et  dont  les  savants  éditeurs  du  Recueil  imprimé  à  Milan,  MM.  Gabrio 
Piola  et  Friziani,  ont  publié  une  traduction  en  langue  italienne,  on 
trouve  en  particulier,  page  7,  le  théorème  général  que  j'ai  rappelé 
dans  une  précédente  séance,  et  qui  fournit  immédiatement  la  règle  sur 
la  convergence  des  séries  produites  parle  développement  des  fonctions 
explicites. 

Dans  le  Mémoire  que  j'ai  l'honneur  de  présenter  aujourd'hui  à  l'Aca- 
démie, je  montre  avec  quelle  facilité  le  même  théorème  s'applique  au 
développement  des  fonctions  implicites.  Les  règles  que  j'établis  de 
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cette  manière  se  trouvent  d'accord,  ainsi  que  je  le  démontre,  avec 
celles  que  j'avais  données  dans  le  Mémoire  de  1 83 1 .  Elles  comprennent 
d'ailleurs,  comme  cas  particulier,  la  règle  à  laquelle  j'étais  parvenu 
dans  un  Mémoire  de  1829,  sur  la  convergence  de  la  série  de  Lagrange, 
et  à  plus  forte  raison  le  résultat  auquel  M.  Laplace  est  parvenu  dans 
le  Supplément  au  Ve  Livre  de  la  Mécanique  céleste. 


08. 

Mémoire  sur  les  pressions  et  tensions  dans  un  double  système  de  molécules 
sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle. 

C.  H.,  t.  IX,  p.  588  (11  novembre  i83g). 

Dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  et  dans  le  tome  II  des 
Exercices,  j'ai  considéré  d'une  manière  générale  la  pression  ou  tension 
supportée  en  un  point  donné  d'un  corps  par  un  plan  quelconque.  J'ai 
fait  voir  que,  dans  le  cas  où  la  pression  offre  une  intensité  variable 
avec  la  direction  du  plan  qui  la  supporte,  elle  n'est  pas  toujours  nor- 
male à  ce  plan.  J'ai  nommé  pressions  ou  tensions  principales  celles  qui 
sont  normales  aux  plans  contre  lesquels  elles  s'exercent;  et  j'ai 
prouvé  qu'en  chaque  point  d'un  corps  il  existe  généralement  trois 
pressions  ou  tensions  principales  dirigées  suivant  trois  axes  rectan- 
gulaires entre  eux.  Enfin  j'ai  donné  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux 
pressions  et  analogues  à  ceux  qui,  dans  la  Géométrie,  se  rapportent 
aux  rayons  de  courbures  des  surfaces  courbes.  J'ai  recherché  en  particu- 
lier les  relations  qui  existent,  en  chaque  point  d'un  corps,  entre  les 
composantes  rectangulaires  de  la  pression  ou  tension  supportée  par 
un  plan  quelconque  et  les  pressions  ou  tensions  principales;  et,  pour 
établir  ces  relations  dignes  de  remarque,  j'ai  suivi  une  méthode  fort 
simple  qui  depuis  a  été  adoptée  par  d'autres  géomètres,  en  comparant 
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entre  elles  les  pressions  supportées  par  les  faces  d'un  tétraèdre  ou 
d'un  parallélépipède  infiniment  petit  qui  renferme  le  point  donné. 

Dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie,  le  ier  octobre  1827,  el 
inséré  par  extrait  dans  les  Annales  de  Physique  et  de  Chimie,  M.  Poisson 
avait  donné  des  formules  pour  calculer  les  pressions  qui  résultent  des 
actions  mutuelles  d'un  système  de  molécules;  et,  pour  obtenir  les 
pressions  dans  le  cas  du  mouvement,  il  avait  supposé  ce  système  dé- 
composé en  éléments  dont  chacun  offrait  la  forme  d'un  parallélépipède 
rectangle  avant  le  déplacement  des  molécules.  Ayant  repris  la  même 
question  dans  le  Tome  III  des  Exercices  mathématiques,  j'ai  déterminé 
directement  les  pressions  supportées  par  les  faces  d'un  petit  solide 
qui  offre  la  forme  d'un  parallélépipède  rectangle,  non  avant,  mais 
après  le  déplacement  des  molécules;  et  dès  lors  il  a  été  facile  de  s'as- 
surer que  les  pressions  provenant  des  actions  moléculaires  vérifient 
effectivement  les  relations  et  les  théorèmes  que  j'avais  exposés  dans  le 
Tome  II  des  Exercices.  En  développant  les  formules  très  simples  aux- 
quelles j'étais  parvenu,  j'ai  cherché  en  particulier  les  conditions  qui 
devaient  être  remplies  pour  que  la  propagation  du  mouvement  pût 
s'effectuer  de  la  même  manière  en  tous  sens,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  pour  que  le  système  de  molécules  devînt  isotrope;  j'ai  depuis 
généralisé  ces  mêmes  conditions,  dans  le  Mémoire  sur  la  lumière, 
lithographie  en  1 836,  et  dans  un  article  que  renferment  mes  Exercices 
d'Analyse  el  de  Physique  mathématique. 

Dans  mon  nouveau  Mémoire,  les  formules  que  je  viens  de  rappeler 
sont  étendues  au  cas  où  l'on  considère  deux  systèmes  de  molécules 
qui  se  pénètrent  l'un  l'autre,  c'est-à-dire  deux  systèmes  de  molé- 
cules, renfermées  dans  le  même  espace,  et  d'ailleurs  sollicitées  par 
des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle.  Alors  les  (tressions 
supportées  par  un  plan  quelconque,  ou  plutôt  leurs  composantes  pa- 
rallèles aux  axes  coordonnés,  se  composent  chacune  de  trois  termes 
qui  sont  sensiblement  proportionnels,  l'un  au  carré  de  la  densité  du 
premier  système  de  molécules,  l'autre  au  carré  de  la  densité  du  second 
système,  l'autre  au  produit  de  ces  deux  densités. 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  IV.  (,,) 
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Si  l'on  prend  pour  premier  système  le  fluide  éthéré,  pour  second 
système  un  fluide  élastique,  et  si  d'ailleurs  on  suppose  que  la  densité 
de  l'éther  reste  sensiblement  la  même  dans  le  vide  et  dans  les  corps, 
le  premier  des  termes  dont  nous  venons  de  parler  ne  paraîtra  point 
dans  les  expériences  que  l'on  pourra  faire.  Si,  d'autre  part,  on  suppose 
les  molécules  d'un  fluide  élastique  séparées  par  des  distances  assez 
considérables  pour  qu'on  puisse  ne  pas  tenir  compte  de  leurs  actions 
mutuelles,  le  second  terme  s'évanouira,  et  il  ne  restera  de  chaque 
pression  que  le  troisième  terme  sensiblement  proportionnel  à  la  den- 
sité du  fluide  élastique. 

Les  recherches  que  je  viens  de  rappeler  m'ont  naturellement  ramené 
à  l'examen  du  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens  qui,  pen- 
dant longtemps,  a  été  considéré  comme  le  principe  fondamental  propre 
li  établir  la  distinction  entre  les  fluides  et  les  solides.  Or  une  discussion 
approfondie  des  équations  d'équilibre  ou  de  mouvement  d'un  système 
de  molécules  m'a  conduit  à  cette  conclusion  que,  dans  un  semblable 
système,  lorsqu'il  est  isotrope,  l'état  d'équilibre  offre  effectivement, 
en  chaque  point,  une  pression  égale  dans  tous  les  sens,  mais  qu'un 
mouvement  infiniment  petit  du  système  ne  peut  plus  offrir  cette  éga- 
lité d'une  manière  rigoureuse.  On  se  trouve  ainsi  conduit  à  révoquer 
en  doute,  avec  M.  Poisson,  l'exactitude  du  principe  d'égalité  de  pres- 
sion appliqué  au  mouvement  des  liquides.  Ne  serait-ce  pas  à  ce  défaut 
d'exactitude  que  tiendraient  les  modifications  que  l'on  a  été  obligé 
d'apporter  aux  formules  de  l'Hydrodynamique  pour  les  rendre  propres 
à  représenter  les  résultats  des  observations? 


FIN  DU  TOME  IV  DE  LA  PREMIÈRE  SÉRIE. 
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